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I—Dynamika bryty sztywnej

Druga zasada dynamiki dla ruchu obrotowego

L=7xp
dL  d 7 . . dp
PR AR el ey
df’x"—"x 0 =0
7 p=UXmu=
dp L
f’x—t:FxF:M
dL -
= =M
dt

Zmiana momentu pedu w jednostce czasu jest rowna
momentowi dziatajacej sity.

=] 5

Dac



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyktlad 8
I—Dynamika bryty sztywnej

Zasada zachowania momentu pedu
Z postaci drugiej zasady dynamiki

dL -
R lip—
prial

wynika zasada zachowania momentu pedu:

W uktadzie inercjalnym, jesli na ciato nie dziala moment sity,
wowczas moment pedu ciata jest staty.

Podkreslenie “w uktadzie inercjalnym” jest istotne. W ukladzie
nieinercjalnym, réwnanie ruchu momentu pedu ma postaé

i stalo§¢ momentu pedu r zapewniona jest przez dziatajacy
moment sit bezwtadnosci & x L.
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Zwiazek momentu pedu i predkosci katowej

Rozwazmy bryte sztywna wirujaca z predkoscia katowa & wokot
osi przechodzacej przez poczatek inercjalnego uktadu
wspotrzednych O (bardzo czesto wygodnie jest umiescic O w
srodku masy).

i-ty punkt bryty, o masie Am;, znajdujacy sie w potozeniu 7; od
O porusza sie po okregu i ma predkos¢ styczna do toru réwna
U; =W X 7.

Calkowity moment pedu bryly jest rowny:
L= L= #ixpi=Y_ Amix
czyli
L= Z Am;T; X (& X T5)
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Ruch wirowy obreczy - przypadki szczegolne

Obrecz o promieniu R i masie M moze wirowa¢ wokoét osi
przechodzacej przez jej srodek i nachylonej do ptaszczyzny
obreczy pod katem ¢.

G| L

W przypadku ¢ = 3, mamy:

L=> Amisx (@ x7) = > Amiwrié, x &, = MR’G = I, .
i i

W przypadku ¢ = 0, mamy:

= 1
L=Y Amifi x (@ x 7j) = MRS = I,
i



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyktlad 8
l_PerkOSC katowa, moment pedu, moment bezwtadnosci

Os obrotu prostopadta do ptaszczyzny obreczy -
obliczenia

Wybieramy 0§ z réwnolegta do &, a osie x i y - w plaszczyznie

obreczy. Dla kazdego niewielkiego elementu masy obreczy
mamy:

& X Ty = wRE,,
7_';' = Rgra
czyli
L:E:mmﬁmgzMR%Q

L=1,a.

Q>
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O$ obrotu w ptaszczyznie obreczy - obliczenia

Srodek uktadu wspolrzednych umieszczamy w érodku obreczy.
Wektor & kierujemy wzdluz osi z i zakladamy, ze w pewnej
chwili obrecz znajduje sie w plaszczyznie yz. Wtedy dla
elementu masy obreczy dm = %da (kat « liczymy od osi y w
kierunku osi z) mamy:

W X 1 = —wR cos aey,
- - O o=y 2 . - 2 2 o
7 X (@ x 75) = wR” sin a cos a€yy + wR” cos® e,
- M [T : M [T 1
L=— wR? sin o cos ada+— cos® ada = =M R?*w = Iw.
27T 0 27T 0 2
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I—PrqdkoS(‘: katowa, moment pedu, moment bezwtadnosci

Ruch wirowy obreczy - przypadek ogodlny

Jesli wektor predkosci katowej jest ustawiony pod katem ostrym
do ptaszczyzny obreczy, to wektor momentu pedu nie jest
rownolegly do wektora predkosci katowe;j:

L:LJ_—{-L” :IJ_(A_J’J_“I_I”(Z)’H,

gdyz' IJ_ 7& I”
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Przypadek ogoélny - obliczenia

Os$ obrotu jest nachylona pod katem ¢ do ptaszczyzny obreczy.
Predkos¢ katowa mozemy rozltozy¢ na dwie sktadowe:

. - . Wi
W=d +d), czyli tanp=-—
ol

Moment pedu
. S o 1
L :LJ_“FLH ZIJ_QL+I“(Z}'“ ZMR2(QL+ 5&5“)

jest nachylony do ptaszczyzny obreczy pod katem v takim, ze

J
tany = LYt 2 tan .
Jiw
W ogo6lnosci, moment pedu nie jest rownolegly do predkosci katowej!!!
Drzieje sie tak w przypadku, gdy o$ obrotu nie jest osig symetrii bryty.
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Uktad inercjalny U i sztywno zwigzany z wirujaca
obrecza uktad U’

Ustalmy potozenie uktadu inercjalnego ¢/ w taki sposéb, ze jego
srodek znajduje sie¢ w srodku obreczy. Uklad U’, sztywno zwigzany z
obreczg, ma §rodek w §rodku obreczy a 0§ 2’ jest prostopadia do
plaszczyzny obreczy.

a) Wirowanie wzgledem osi z, 2’ - wektor predkosci katowej & jest
staly w obu uktadach odniesienia i ma jednakowe wspotrzedne:

O = we, = we,.

b) Wirowanie wokoét érednicy. Jesli w uktadzie U kierunkiem & jest
kierunek z, a o§ x’ tworzy z osig x kat «, to

& = wey = w(cos aly — sinaé, ).

c) Wirowanie wokoét osi nachylonej pod katem ¢ do plaszczyzny
tarczy. W takim przypadku wersory €y, €, oraz €,» tworza pewne
katy «, B i v z wektorem &, state podczas wirowania, czyli

W = w(cos pey + sin pey,) = w(cos aey + cos fey, + cos e, ).
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Moment pedu wirujacej obreczy

Widzimy zatem, ze w ukladzie nieinercjalnym U’ sztywno zwiazanym
z obrecza, wektor predkosci katowej jest staly (o ile jest staly takze w
uktadzie inercjalnym i) . Zatem, wektor momentu pedu

-

o 1
L:LJ_+L|| ZILQL+I“(Z)'“ ZMR2(QL+§(Z)'“)

takze jest staly w uktadzie U’.

Z punktu widzenia uktadu uktadu inercjalnego, wektor momentu
pedu L obraca sie wokot statego wektora predkosci katowej o z
powodu dziatania momentu sit w tozysku utrzymujacych o§ obrotu w
stalym potlozeniu.

W uktadzie nieinercjalnym moment pedu jest staly, gdyz moment sity
reakcji tozysk jest kompensowany przez moment sit bezwtadnosci:

- dL  dL’ -
Minerc = 5, = J LI'
@~ @ T
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Opis obracajacej sie bryly sztywnej - uktad inercjalny i
nieinercjalny

Logiczne jest, ze moment bezwtadnosci nalezy wyznaczaé¢ w
uktadzie sztywno zwiazanym z bryta, bo w ogdlnodci, podczas
ruchu, rozktad masy bryty wzgledem inercjalnego uktadu
odniesienia sie zmienia. Musimy jednak pamietaé, ze w
przypadku ruchu obrotowego, uktad sztywno zwigzany z brytla
jest uktadem nieinercjalnym. Rozpatrzymy zatem wirujaca
bryte sztywna i dwa uktady odniesienia: inercjalny U i zwigzany
sztywno z bryla U’. Zaktadamy, ze poczatki uktadow O i O’ sie
pokrywaja i znajduja sie¢ w srodku masy bryty.
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:

Moment pedu bryty w uktadzie nieinercjalnym

Wektor momentu pedu L mozemy zapisaé we wspo6trzednych
uktadu U i U":

§ m;T; X

- = -
ry =14 =€ x+yie,y+z €2,

Korzystamy z faktu, ze

x (BxC)=
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Tensor momentu bezwladnosci

L= mif x @x75) = > marls x (o x 7%3)
d i

i /2 i / !
= € E M1 W — T (Tiwar + Yiwy + Ziwer )| +

(2

> /2 i ! /
te'y E mi[ri~wy — yi(Tiwer + yiwy + ziws)] | +

3
+e' Z mi[ri?w, — 2l (Thwer + ylwy + Ziw.r))]
i
Ly = wy Z mi(ri? — 2?) — wy Z MiTLys — W Z m;x;z;
i i i
Ly/ = —Wyg/ Z sz;y; + Wy Z mi(Tf - y;z) — Wy Z mzy;z;
K3 3 3

’l i /2 2
Ly = —wy g MGT;2; — Wy E ME;Y; + W g m(r° — zi°)
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Tensor momentu bezwladnosci

Llw Iz/z/ Ix’y’ Iz/z/ wx/
L:,y = Iy/x/ Iy/y/ Iylzl wy/ =
le Iz’z’ Iz’y’ Iz’z’ wz’
Iz/x/ Iz/y/ Ix’z’ wx/
= Ix/y/ Iy/y/ Iy/Z/ wy/
Ix’z’ Iy/z/ Iz/z/ wz/

12 2 12 12 2 12
Tprgr = E mz i T2 )’ y’y’ = E ml T, +2; )7 Iy = E m; xi +v; )
Iw’y’ = Iy’z’ = - E msz yw Iy =Ly = — E m;x; m

v
Iy/z/ = Iz/y/ = — E miY;%;
i
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Tensor momentu bezwladnosci

~

I - tensor momentu bezwtadnosci.
Tensor momentu bezwtadnosci wigze moment pedu i predkosé
katowa;:
L=lw.

I jest macierza symetryczna (nawet w najbardziej ogélnym
przypadku).

Elementy diagonalne sa rowne momentom bezwladnosci
wzgledem osi 2/, ¢/ i 2. Elementy pozadiagonalne nazywaja sie
momentami zboczenia lub dewiacji.

Posta¢ tej macierzy (czyli wartosci jej poszczegolnych
elementow) zaleza od wyboru kierunkow osi 2/, ¢/, 2.
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Tensor momentu bezwladnosci

W przypadku macierzy symetrycznej, zawsze mozna tak wybrac
kierunki osi uktadu wspotrzednych (2/,y/, 2'), aby wyrazy
pozadiagonalne byty réwne zero.

W takim uktadzie wspoétrzednych mamy:

L’ I 0 0 W
LZ = 0 I ?IJ/ 0 wy//
L/ZI 0 0 I ;’ Wy

Kierunki te nazywaja sie kierunkami osi gtownych.
W przypadku “standardowych” bryl pokrywaja sie¢ one z osiami
symetrii.
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I—Zyroskopy, baki, etc.

Niezrownowazony zyroskop

—

L
msg +m0g'
4

gg z;

Zyroskop nie jest zrownowazony,
gdy momenty sity ciezkosci
wirujacego silnika o masie mg i
masy mg wzgledem punktu
podparcia dzwigni dwustronnej
nie s sobie rowne. Pojawia sie
wowczas wypadkowy moment
sity M obracajacy uktad wokot
osi z.
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I—Zyroskopy, baki, etc.

Procos&a zyroskopu - opis w uktadzie inercjalnym

W ukta
réwnanie ruchu: & o=

zie 1nerqalnym mamy
M czyli przy
odpowiednio ustawionych osiach
uktadu biegunowego; % =—7¢€
jest prostopadly do L, zatem bedzie
powodowaé obrét L wokot osi 2. Aby
znalezé¢ ruch wektora L zauwazmy
analogie z ruchem ze stala wartoscia
predkosci wokot okregu. Rownanie

ruchu ma postaé: % = Fy/m, czyli
dé,  F, - B} o Fy -
I = — e, Wspolczynnik 2 jest

predkoscia katowa, z jaka obraca sie

wektor J. Mamy przeciez w ukladzie

biegunowym = de"’ =922, Prees
analogie - czqstosmq precesji wektora

L jest w, = M/L.

Mg M

Analogia z ruchem po okregu

—

Fy = —Fyé,

= V€,
M =
Lé,

|
(¢
il 11
Il

Zauwazmy, ze ta analogia nie wymaga
aby wektor L byl zwiazany z
poruszajacym sie po okregu punktem!
Wazna jest tylko zmiana kierunku
wektora L.
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Precesja zyroskopu - opis w uktadzie nieinercjalnym
Uktad nieinercjalny to uktad sztywno zwigzany z obracajgcq sie
dZwignig - nie nalezy go wiazaé z obracajacym sie wirnikiem
zyroskopu! Réwnanie ruchu dla momentu pedu w tym uktadzie
otrzymujemy z roéwnania dt =M transformujac pochodng do uktadu
nieinercjalnego:

L dL'

dt  dt
W uktladzie obracajacym sie wraz z dzwignia moment pedu jest stalty
co do kierunku i wartosci (w uktadzie inercjalnym - tylko co do
wartosci). Zatem,

+w, x L' =M.

dr’ 2 o
EZO CZyli (/.;;,XLI:M.

Skad, jak poprzednio,
LM
p L .
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Przechylenie osi zyroskopu

Jesli zyroskop (z krecacym sie wirnikiem, moment pedu L) jest
poczatkowo zrownowazony (dzwignia jest pozioma), a nastepnie
zwiekszymy mase mg od Am, to oprocz precesji z predkoscia
wp = M/L obserwujemy pochylenie dzwigni. Wynika to z
zasady zachowania momentu pedu: poczatkowo moment pedu
uktadu byt réwny E, natomiast, gdy dzwignia si¢ obraca, uktad
ma dodatkowy moment pedu Ep zwigzany z precesja. Zatem,
dla zachowania momentu pedu, dzwignia musi si¢ pochyli¢. Kat
pochylenia 6 jest rowny w przyblizeniu L,,/L.

L
L
0

—

Lt
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Energia kinetyczna ruchu obrotowego

1 1 L.
=5 Z Amv} = 3 Z Amy(& x 7)*
i i
Korzystamy z tozsamo$ci wektorowe;j:
(AxB)-C=A-(BxC)

skad mamy (& x 73)2 =& - (7 x (& x 7)).

1. o -
E; = §wZAmi[r§2w — (- &) =
1

1
E;, = 5(wglm—l—wzlyy+w§[zz—l—wawylxy—l—wawzlm—l—waszm).
W przypadku uktadu zgodnego z osiami gléwnymi:

E, = wi[m + wglyy + ngzz).

1
5
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Twierdzenie Steinera

Twierdzenie Steinera

Niech bedzie dana o§ SM przechodzaca przez srodek masy
bryty sztywnej znajdujacy sie w punkcie O oraz rownolegta do
niej i oddalona o d o$ B.

SM:




Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyktlad 8

Twierdzenie Steinera

Twierdzenie Steinera

Jesli moment bezwtadnosci bryty sztywnej o masie M wzgledem osi
SM przechodzycej przez srodek masy jest rowny Igsps, to moment
bezwladnosci wzgledem osi B, rownolegtej do SM i oddalonej o d jest
rowny Ip = Iy + Md?.

UWAGA: 0§ B nie musi przechodzi¢ przez bryte sztywna.
Dowod: .

IB = ZAmipiJ_ = ZAmi(Fiyl - d)2 =

= ZAmiriJ_ + Md? —2d- ZAmﬁLL =

=Ign + Md>?.
d-> " Amirs L =d- Y Ami(F; — 7)) =0+0=0.

Pierwszy sktadnik sumy jest rowny zero, gdyz > Am;7; /M jest
potozeniem Srodka masy wzgledem $rodka masy. Drugi sktadnik jest

roéwny zero, gdyz jest iloczynem skalarnym wektoréw wzajemnie
prostopadtych.
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Twierdzenie Steinera

Wahadto fizyczne

Wahadlo fizyczne waha si¢ wokoét osi, ktora nie przechodzi przez

§rodek masy!

Igpd =D x M§

Ipa=—MgDsinf
20 _

1559 = —MgD6

0 = 0y cos(wt + @)

_ MgD __ MgD
- Iz — \/ Isy+MD?2



Twierdzenie Steinera
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Wahadto zredukowane

Wahadlo zredukowane jest to wahadlo matematyczne, ktorego
okres drgan jest taki, jak okres drgari danego wahadta
fizycznego.

Wahadlo fizyczne:

MgD
w= .
Isy + M D2
Wahadlo matematyczne:
w=4/Y
T
Stad

2
L:ISM+MD B

Isn
_pyisM _p
MD tuD”

m]

=
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Praca momentu sit

Praca momentu sity przy obrocie bryty wokot ustalone;j

0OSl1

W przypadku ruchu wokot ustalonej osi, wszystkie punkty bryty
poruszaja sie po okregach. Prace wykonuje tylko sita styczna do toru
- okregu (Fs), bo sktadowa normalna jest prostopadla do przesuniecia.
Zalozmy, ze sila jest przylozona tylko w jednym punkcie bryty (np.
na obwodzie walca), w odlegtosci r od osi obrotu.

W czasie dt bryta obrocita sie o df. Punkt odleglty o r od osi obrotu
przybyt droge ds = dfr z predkosciag v = 42 = wr. W ogdlnosci, sita

dt
F; moze zaleze¢ od kata: Fy = F(6).
Praca wykonana przez site zewnetrzng jest réwna
dW = dOrFs(6) = M(0)dl, czyli

02

W91—>92 = (0)(19
01
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I—Nieobowiqzkowo - rownania Eulera

Rownania Eulera

Roéwnanie ruchu obrotowego w uktadzie inercjalnym U ma
postac:

dL -

=M

dt

Przypusémy, ze wybralisémy osie uktadu U’ zgodne z osiami
gtownymi bryly, a poczatek O umiescilismy w $rodku masy
bryty. W uktadzie U’ réwnanie ruchu obrotowego ma postac:

I o

— +@dxL =M

dt
W tym réwnaniu wszystkie wektory mozemy przedstawi¢ w
postaci sktadowych na osiach uktadu U’
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Nieobowigzkowo - réwnania Eulera

Rownania Eulera

-
/

E—'-(x_jxilzﬁ

Wyt
W= Wy , L' =18 = Iywyéy + Iyrwyré'y/ + [wy €y
Wy
. éw/ é'y/ é'zr (Izl — Iy/ )wy/wzfgz’+
CZ; X L/ = Wy wy/ Wyt = (Iw’ — sz)wzlwzlé'y/—k
i
Lprwy Iylwy/ 1w, (Iy’ — Ix/)wx/wy/ezl
dw,./
Ix/—df— (Iz/ — Iyr)wy/wz/ = Mx/
dw,,
v — —
Iyl Fr =+ (Ix/ Izl)wx/wz/ = Myl
Iz/ dwz/

T —|— (Iy/ — Iw/)ww/wy/ = MZ’
Zazwyczaj momenty bezwladnosci oraz momenty sit sg znane,
szukamy &J.

m]

=
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Precesja predkosci katowej swobodnej kuli

Rozwazamy kule, na ktoéra nie dziata moment sity.
Roéwnania Eulera maja postac:

dwi
=t
dt
dla kazdej ze sktadowych predkosci katowe;j.
Zatem, w tym przypadku & = const.

Zauwazmy, ze wniosek ten jest stuszny takze dla jednorodnego
szedcianu, o ile obraca sie on wokot jednej z osi gléwnych.
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Precesja predkosci katowej swobodnego baka o symetrii

walcowej
W tym przypadku, I,; = I,y # I/ i rownania Eulera maja
postac:
dw,r
Igcld—tz + (Iz/ — Ix/)wy/wz/ = 0
dw,,s
Iz'd—ty — (Iz/ — Ix/)wz/wz/ = 0
dw /s _
dt =0
. - . (I —1I.)
Stad mamy, ze w,» = const. Niech ) = “=—2w.,, wtedy
dw s _
a —+ wa/ = 0
dw,,s
d—ty — wa/ =0

skad wyr = wyr o cos(QUt + @), wy = wyy osin(Qt 4 @)
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Wirujaca swobodnie obrecz

Wiemy juz, ze w przypadku obreczy wirujacej w taki sposob, ze
(srodkowa) 0§ obrotu nie jest prostopadta do plaszczyzny
obreczy, wektor momentu pedu L ma inny kierunek niz wektor
predkosci katowej & i z powodu niezerowego momentu sit w
tozysku - obraca sie woko6t wektora predkosci katowej.

A co bedzie, gdy obrecz nie bedzie zamocowana i bedzie
wirowaé wokol osi (Srodkowej) ustawionej pod katem do
plaszczyzny obreczy?

W takiej sytuacji nie dziala moment sil, wiec staly jest moment
pedu, zatem wektor predkosci katowej okraza wektor momentu

pedu.
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Precesja momentu pedu bryty wirujacej w polu
grawitacyjnym

Niech bedzie bryla sztywna podparta w jednym punkcie.

Jedli bryta nie wiruje, to pod wplywem dziatania momentu sity
ciezkosci obraca sie wzgledem kierunku wskazywanego przez ten
moment - sie przewraca.

Jesli za§ wiruje z predkoscia katows w, to pod wpltywem
momentu sity nastepuje zmiana kierunku mmentu pedu
(moment sity jest prostopadly do momentu pedu, wiec zmienia
jego kierunek, a nie wartosc).
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