
Fizyka I (me
hanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wykªad 8

Fizyka I (me
hanika) 1100 - 1AF14

Fizyka I 1100 - 1B01

Wykªad 8

Jerzy �usakowski



Fizyka I (me
hanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wykªad 8

Plan wykªadu

Dynamika bryªy sztywnej

Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
i

�yroskopy, b¡ki, et
.

Twierdzenie Steinera

Pra
a momentu siª

Nieobowi¡zkowo - równania Eulera



Fizyka I (me
hanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wykªad 8

Dynamika bryªy sztywnej

Druga zasada dynamiki dla ru
hu obrotowego

~L = ~r × ~p

d~L

dt
=

d

dt
(~r × ~p) =

d~r

dt
× ~p+ ~r ×

d~p

dt

d~r

dt
× ~p = ~υ ×m~υ = 0

~r ×
d~p

dt
= ~r × ~F = ~M

d~L

dt
= ~M

Zmiana momentu p�du w jednost
e 
zasu jest równa

momentowi dziaªaj¡
ej siªy.
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Dynamika bryªy sztywnej

Zasada za
howania momentu p�du

Z posta
i drugiej zasady dynamiki

d~L

dt
= ~M

wynika zasada za
howania momentu p�du:

W ukªadzie iner
jalnym, je±li na 
iaªo nie dziaªa moment siªy,

wów
zas moment p�du 
iaªa jest staªy.

Podkre±lenie �w ukªadzie iner
jalnym� jest istotne. W ukªadzie

nieiner
jalnym, równanie ru
hu momentu p�du ma posta¢

d~L′

dt
+ ~ω × ~L′ = ~M

i staªo±¢ momentu p�du

~L′
zapewniona jest przez dziaªaj¡
y

moment siª bezwªadno±
i ~ω × ~L′
.
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Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
i

Zwi¡zek momentu p�du i pr�dko±
i k¡towej

Rozwa»my bryª� sztywn¡ wiruj¡
¡ z pr�dko±
i¡ k¡tow¡ ~ω wokóª

osi prze
hodz¡
ej przez po
z¡tek iner
jalnego ukªadu

wspóªrz�dny
h O (bardzo 
z�sto wygodnie jest umie±
i¢ O w

±rodku masy).

i-ty punkt bryªy, o masie ∆mi, znajduj¡
y si� w poªo»eniu ~ri od
O porusza si� po okr�gu i ma pr�dko±¢ sty
zn¡ do toru równ¡

~υi = ~ω × ~ri.

Caªkowity moment p�du bryªy jest równy:

~L =
∑

i

~Li =
∑

i

~ri × ~pi =
∑

i

∆mi~ri × ~υi


zyli

~L =
∑

i

∆mi~ri × (~ω × ~ri)
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Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
i

Ru
h wirowy obr�
zy - przypadki sz
zególne

Obr�
z o promieniu R i masie M mo»e wirowa¢ wokóª osi

prze
hodz¡
ej przez jej ±rodek i na
hylonej do pªasz
zyzny

obr�
zy pod k¡tem ϕ.
~ω ‖ ~L

ϕ = π/2 ~ω ‖ ~L

ϕ = 0

W przypadku ϕ = π
2 , mamy:

~L =
∑

i

∆mi~ri × (~ω×~ri) =
∑

i

∆miωr
2
i ~er ×~eϕ =MR2~ω = I⊥~ω.

W przypadku ϕ = 0, mamy:

~L =
∑

i

∆mi~ri × (~ω × ~ri) =
1

2
MR2~ω = I‖~ω.
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Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
i

O± obrotu prostopadªa do pªasz
zyzny obr�
zy -

obli
zenia

Wybieramy o± z równolegª¡ do ~ω, a osie x i y - w pªasz
zy¹nie

obr�
zy. Dla ka»dego niewielkiego elementu masy obr�
zy

mamy:

~ω × ~ri = ωR~eϕ,

~ri = R~er,


zyli

~L =
∑

∆miR
2ω~ez =MR2ω~ez,

~L = I⊥~ω.



Fizyka I (me
hanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wykªad 8

Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
i

O± obrotu w pªasz
zy¹nie obr�
zy - obli
zenia

�rodek ukªadu wspóªrz�dny
h umiesz
zamy w ±rodku obr�
zy.

Wektor ~ω kierujemy wzdªu» osi z i zakªadamy, »e w pewnej


hwili obr�
z znajduje si� w pªasz
zy¹nie yz. Wtedy dla

elementu masy obr�
zy dm = M
2πdα (k¡t α li
zymy od osi y w

kierunku osi z) mamy:

~ω × ~ri = −ωR cosα~ex,

~ri × (~ω × ~ri) = ωR2 sinα cosα~ey + ωR2 cos2 α~ez,

~L =
M

2π

∫ 2π

0
ωR2 sinα cosαdα+

M

2π

∫ 2π

0
cos2 αdα =

1

2
MR2ω = I||ω.
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Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
i

Ru
h wirowy obr�
zy - przypadek ogólny

Je±li wektor pr�dko±
i k¡towej jest ustawiony pod k¡tem ostrym

do pªasz
zyzny obr�
zy, to wektor momentu p�du nie jest

równolegªy do wektora pr�dko±
i k¡towej:

~L = ~L⊥ + ~L|| = I⊥~ω⊥ + I||~ω||,

gdy» I⊥ 6= I‖.

~ω

~ω⊥

~ω‖

~L

~L⊥

~L‖
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Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
i

Przypadek ogólny - obli
zenia

O± obrotu jest na
hylona pod k¡tem ϕ do pªasz
zyzny obr�
zy.

Pr�dko±¢ k¡tow¡ mo»emy rozªo»y¢ na dwie skªadowe:

~ω = ~ω⊥ + ~ω||, 
zyli tanϕ =
ω⊥

ω||

Moment p�du

~L = ~L⊥ + ~L|| = I⊥~ω⊥ + I||~ω|| =MR2(~ω⊥ +
1

2
~ω||)

jest na
hylony do pªasz
zyzny obr�
zy pod k¡tem ψ takim, »e

tanψ =
J⊥
J||

= 2
ω⊥

ω||
= 2 tanϕ.

W ogólno±
i, moment p�du nie jest równolegªy do pr�dko±
i k¡towej!!!

Dzieje si� tak w przypadku, gdy o± obrotu nie jest osi¡ symetrii bryªy.
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Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
i

Ukªad iner
jalny U i sztywno zwi¡zany z wiruj¡
¡

obr�
z¡ ukªad U ′
.

Ustalmy poªo»enie ukªadu iner
jalnego U w taki sposób, »e jego

±rodek znajduje si� w ±rodku obr�
zy. Ukªad U ′
, sztywno zwi¡zany z

obr�
z¡, ma ±rodek w ±rodku obr�
zy a o± z′ jest prostopadªa do

pªasz
zyzny obr�
zy.

a) Wirowanie wzgl�dem osi z, z′ - wektor pr�dko±
i k¡towej ~ω jest

staªy w obu ukªada
h odniesienia i ma jednakowe wspóªrz�dne:

~ω = ω~ez = ω~ez′
.

b) Wirowanie wokóª ±redni
y. Je±li w ukªadzie U kierunkiem ~ω jest

kierunek x, a o± x′ tworzy z osi¡ x k¡t α, to
~ω = ω~ex = ω(cosα~ex′ − sinα~ey′).


) Wirowanie wokóª osi na
hylonej pod k¡tem ϕ do pªasz
zyzny

tar
zy. W takim przypadku wersory ~ex′
, ~ey′

oraz ~ez′
tworz¡ pewne

k¡ty α, β i γ z wektorem ~ω, staªe pod
zas wirowania, 
zyli

~ω = ω(cosϕ~ex + sinϕ~ey) = ω(cosα~ex′ + cosβ~ey′ + cos γ~ez′).
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Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
i

Moment p�du wiruj¡
ej obr�
zy

Widzimy zatem, »e w ukªadzie nieiner
jalnym U ′
sztywno zwi¡zanym

z obr�
z¡, wektor pr�dko±
i k¡towej jest staªy (o ile jest staªy tak»e w

ukªadzie iner
jalnym U) . Zatem, wektor momentu p�du

~L = ~L⊥ + ~L|| = I⊥~ω⊥ + I||~ω|| =MR2(~ω⊥ +
1

2
~ω||)

tak»e jest staªy w ukªadzie U ′
.

Z punktu widzenia ukªadu ukªadu iner
jalnego, wektor momentu

p�du

~L obra
a si� wokóª staªego wektora pr�dko±
i k¡towej ~ω z

powodu dziaªania momentu siª w ªo»ysku utrzymuj¡
y
h o± obrotu w

staªym poªo»eniu.

W ukªadzie nieiner
jalnym moment p�du jest staªy, gdy» moment siªy

reak
ji ªo»ysk jest kompensowany przez moment siª bezwªadno±
i:

~Minerc =
d~L

dt
=
d ~L′

dt
+ ~ω × ~L′.



Fizyka I (me
hanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wykªad 8

Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
i

Opis obra
aj¡
ej si� bryªy sztywnej - ukªad iner
jalny i

nieiner
jalny

Logi
zne jest, »e moment bezwªadno±
i nale»y wyzna
za¢ w

ukªadzie sztywno zwi¡zanym z bryª¡, bo w ogólno±
i, pod
zas

ru
hu, rozkªad masy bryªy wzgl�dem iner
jalnego ukªadu

odniesienia si� zmienia. Musimy jednak pami�ta¢, »e w

przypadku ru
hu obrotowego, ukªad sztywno zwi¡zany z bryª¡

jest ukªadem nieiner
jalnym. Rozpatrzymy zatem wiruj¡
¡

bryª� sztywn¡ i dwa ukªady odniesienia: iner
jalny U i zwi¡zany

sztywno z bryª¡ U ′
. Zakªadamy, »e po
z¡tki ukªadów O i O′

si�

pokrywaj¡ i znajduj¡ si� w ±rodku masy bryªy.
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Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
i

Moment p�du bryªy w ukªadzie nieiner
jalnym

Wektor momentu p�du

~L mo»emy zapisa¢ we wspóªrz�dny
h

ukªadu U i U ′
:

~L =
∑

i

mi~ri × (~ω × ~ri) =
∑

i

mi
~r′i × (~ω′ × ~r′i)

~ri = ~r′i = x′i
~e′x+y

′
i
~e′y+z

′
i
~e′z, ~ω = ~ω′ = ω′

x′
~e′x′+ω′

y′
~e′y′+ω

′
z′
~e′z′

Korzystamy z faktu, »e

~A× ( ~B × ~C) = ~B( ~A · ~C)− ~C( ~A · ~B)

~r′i × (~ω × ~r′i) = ~ωr′
2
i −

~r′i(~r′i~ω)
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Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
i

Tensor momentu bezwªadno±
i

~L =
∑

i

mi~ri × (~ω × ~ri) =
∑

i

mi
~r′i × (~ω′ × ~r′i)

= ~e′x′

[

∑

i

mi[r
′
i
2ωx′ − x′i(x

′
iωx′ + y′iωy′ + z′iωz′)]

]

+

+~e′y′

[

∑

i

mi[r
′
i
2ωy′ − y′i(x

′
iωx′ + y′iωy′ + z′iωz′)]

]

+

+~e′z′

[

∑

i

mi[r
′
i
2ωz′ − z′i(x

′
iωx′ + y′iωy′ + z′iωz′)]

]

Lx′ = ωx′

∑

i

mi(r
′2
i − x′2i )− ωy′

∑

i

mix
′
iy

′
i − ωz′

∑

i

mix
′
iz

′
i

Ly′ = −ωx′

∑

i

mix
′
iy

′
i + ωy′

∑

i

mi(r
′2
i − y′2i )− ωz′

∑

i

miy
′
iz

′
i

Lx′ = −ωx′

∑

i

mix
′
iz

′
i − ωy′

∑

i

mix
′
iy

′
i + ωz′

∑

i

mi(r
′2
i − z′2i )
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Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
i

Tensor momentu bezwªadno±
i





L′
x

L′
y

L′
z



 =





Ix′x′ Ix′y′ Ix′z′

Iy′x′ Iy′y′ Iy′z′

Iz′x′ Iz′y′ Iz′z′









ωx′

ωy′

ωz′



 =

=





Ix′x′ Ix′y′ Ix′z′

Ix′y′ Iy′y′ Iy′z′

Ix′z′ Iy′z′ Iz′z′









ωx′

ωy′

ωz′





Ix′x′ =
∑

i

mi(y
′2
i +z

′2
i ), Iy′y′ =

∑

i

mi(x
′2
i +z

′2
i ), Iz′z′ =

∑

i

mi(x
′2
i +y

′2
i )

Ix′y′ = Iy′x′ = −
∑

i

mix
′
iy

′
i, Ix′z′ = Iz′x′ = −

∑

i

mix
′
iz

′
i,

Iy′z′ = Iz′y′ = −
∑

i

miy
′
iz

′
i
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Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
i

Tensor momentu bezwªadnos
i

Î - tensor momentu bezwªadno±
i.

Tensor momentu bezwªadno±
i wi¡»e moment p�du i pr�dko±¢

k¡tow¡:

~L = Îω.

Î jest ma
ierz¡ symetry
zn¡ (nawet w najbardziej ogólnym

przypadku).

Elementy diagonalne s¡ równe momentom bezwªadno±
i

wzgl�dem osi x′, y′ i z′. Elementy pozadiagonalne nazywaj¡ si�

momentami zbo
zenia lub dewia
ji.

Posta¢ tej ma
ierzy (
zyli warto±
i jej posz
zególny
h

elementów) zale»¡ od wyboru kierunków osi x′, y′, z′.
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Pr�dko±¢ k¡towa, moment p�du, moment bezwªadno±
i

Tensor momentu bezwªadno±
i

W przypadku ma
ierzy symetry
znej, zawsze mo»na tak wybra¢

kierunki osi ukªadu wspóªrz�dny
h (x′, y′, z′), aby wyrazy

pozadiagonalne byªy równe zero.

W takim ukªadzie wspóªrz�dny
h mamy:





L′′
x

L′′
y

L′′
z



 =





I ′′x 0 0
0 I ′′y 0

0 0 I ′′z









ωx′′

ωy′′

ωz′′





Kierunki te nazywaj¡ si� kierunkami osi gªówny
h.

W przypadku �standardowy
h� bryª pokrywaj¡ si� one z osiami

symetrii.
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�yroskopy, b¡ki, et
.

Niezrównowa»ony »yroskop

~L

m0~g
ms~g

z

~eϕ~e̺

�yroskop nie jest zrównowa»ony,

gdy momenty siªy 
i�»ko±
i

wiruj¡
ego silnika o masie ms i

masy m0 wzgl�dem punktu

podpar
ia d¹wigni dwustronnej

nie s¡ sobie równe. Pojawia si�

wów
zas wypadkowy moment

siªy

~M obra
aj¡
y ukªad wokóª

osi z.
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�yroskopy, b¡ki, et
.

Pre
esja »yroskopu - opis w ukªadzie iner
jalnym

W ukªadzie iner
jalnym mamy

równanie ru
hu:

d~L
dt

= ~M , 
zyli przy

odpowiednio ustawiony
h osia
h

ukªadu biegunowego:

d~eϕ
dt

= −M
L
~e̺. ~M

jest prostopadªy do

~L, zatem b�dzie

powodowa¢ obrót

~L wokóª osi z. Aby

znale¹¢ ru
h wektora

~L zauwa»my

analogi� z ru
hem ze staª¡ warto±
i¡

pr�dko±
i wokóª okr�gu. Równanie

ru
hu ma posta¢:

d~υ
dt

= ~Fd/m, 
zyli

d~eϕ
dt

= − Fd

mυ
~e̺. Wspóª
zynnik

Fd

mυ
jest

pr�dko±
i¡ k¡tow¡, z jak¡ obra
a si�

wektor ~υ. Mamy prze
ie» w ukªadzie

biegunowym

d~eϕ
dt

= − dϕ
dt
~e̺. Przez

analogi� - 
z�sto±
i¡ pre
esji wektora

~L jest ωp =M/L.

Analogia z ru
hem po okr�gu

~Fd = −Fd~e̺

~υ = υ~eϕ

~M = −M~e̺
~L = L~eϕ

Zauwa»my, »e ta analogia nie wymaga

aby wektor

~L byª zwi¡zany z

poruszaj¡
ym si� po okr�gu punktem!

Wa»na jest tylko zmiana kierunku

wektora

~L.
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�yroskopy, b¡ki, et
.

Pre
esja »yroskopu - opis w ukªadzie nieiner
jalnym

Ukªad nieiner
jalny to ukªad sztywno zwi¡zany z obra
aj¡
¡ si�

d¹wigni¡ - nie nale»y go wi¡za¢ z obra
aj¡
ym si� wirnikiem

»yroskopu! Równanie ru
hu dla momentu p�du w tym ukªadzie

otrzymujemy z równania

d~L
dt

= ~M transformuj¡
 po
hodn¡ do ukªadu

nieiner
jalnego:

d~L

dt
=
d~L′

dt
+ ~ωp × ~L′ = ~M.

W ukªadzie obra
aj¡
ym si� wraz z d¹wigni¡ moment p�du jest staªy


o do kierunku i warto±
i (w ukªadzie iner
jalnym - tylko 
o do

warto±
i). Zatem,

d~L′

dt
= 0 
zyli ~ωp × ~L′ = ~M.

Sk¡d, jak poprzednio,

ωp =
M

L
.
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�yroskopy, b¡ki, et
.

Prze
hylenie osi »yroskopu

Je±li »yroskop (z kr�
¡
ym si� wirnikiem, moment p�du L) jest
po
z¡tkowo zrównowa»ony (d¹wignia jest pozioma), a nast�pnie

zwi�kszymy mas� m0 od ∆m, to opró
z pre
esji z pr�dko±
i¡

ωp =M/L obserwujemy po
hylenie d¹wigni. Wynika to z

zasady za
howania momentu p�du: po
z¡tkowo moment p�du

ukªadu byª równy

~L, natomiast, gdy d¹wignia si� obra
a, ukªad

ma dodatkowy moment p�du

~Lp zwi¡zany z pre
esj¡. Zatem,

dla za
howania momentu p�du, d¹wignia musi si� po
hyli¢. K¡t

po
hylenia θ jest równy w przybli»eniu Lp/L.

~L

~L
~Lp

θ
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�yroskopy, b¡ki, et
.

Energia kinety
zna ru
hu obrotowego

Ek =
1

2

∑

i

∆miυ
2
i =

1

2

∑

i

∆mi(~ω × ~ri)
2

Korzystamy z to»samo±
i wektorowej:

( ~A× ~B) · ~C = ~A · ( ~B × ~C)

sk¡d mamy (~ω × ~ri)
2 = ~ω · (~r′i × (~ω × ~r′i)).

Ek =
1

2
~ω
∑

i

∆mi[r
′2
i ~ω − ~r′i(

~r′i · ~ω)] =
1

2
~ωÎ~ω =

1

2
~ω · ~L.

Ek =
1

2
(ω2

xIxx+ω
2
yIyy+ω

2
zIzz+2ωxωyIxy+2ωxωzIxz+2ωxωzIxz).

W przypadku ukªadu zgodnego z osiami gªównymi:

Ek =
1

2
(ω2

xIxx + ω2
yIyy + ω2

zIzz).
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Twierdzenie Steinera

Twierdzenie Steinera

Nie
h b�dzie dana o± SM prze
hodz¡
a przez ±rodek masy

bryªy sztywnej znajduj¡
y si� w punk
ie O oraz równolegªa do

niej i oddalona o d o± B.

SM
B

~d

~ri

∆mi

O O′

~ρi
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Twierdzenie Steinera

Twierdzenie Steinera

Je±li moment bezwªadno±
i bryªy sztywnej o masie M wzgl�dem osi

SM prze
hodz¡
ej przez ±rodek masy jest równy ISM , to moment

bezwªadno±
i wzgl�dem osi B, równolegªej do SM i oddalonej o d jest

równy IB = ISM +Md2.

UWAGA: o± B nie musi prze
hodzi¢ przez bryª� sztywn¡.

Dowód:

IB =
∑

∆miρ
2

i,⊥ =
∑

∆mi(~ri,⊥ − ~d)2 =

=
∑

∆mir
2

i,⊥ +Md2 − 2~d ·
∑

∆mi~ri,⊥ =

= ISM +Md2.

~d ·
∑

∆mi~ri,⊥ = ~d ·
∑

∆mi(~ri − ~ri,‖) = 0 + 0 = 0.

Pierwszy skªadnik sumy jest równy zero, gdy»

∑

∆mi~ri/M jest

poªo»eniem ±rodka masy wzgl�dem ±rodka masy. Drugi skªadnik jest

równy zero, gdy» jest ilo
zynem skalarnym wektorów wzajemnie

prostopadªy
h.
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Twierdzenie Steinera

Wahadªo �zy
zne

Wahadªo �zy
zne waha si� wokóª osi, która nie prze
hodzi przez

±rodek masy!

b

b

~D

SM

B

M~g

θ

X

Y

Z

IB~α = ~D ×M~g
IBα = −MgD sin θ

IB
d2θ
dt2

= −MgDθ

θ = θ0 cos(ωt+ φ)

ω =
√

MgD
IB

=
√

MgD
ISM+MD2
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Twierdzenie Steinera

Wahadªo zredukowane

Wahadªo zredukowane jest to wahadªo matematy
zne, którego

okres drga« jest taki, jak okres drga« danego wahadªa

�zy
znego.

Wahadªo �zy
zne:

ω =

√

MgD

ISM +MD2
.

Wahadªo matematy
zne:

ω =

√

g

L
.

St¡d

L =
ISM +MD2

MD
= D +

ISM
MD

> D.
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Pra
a momentu siª

Pra
a momentu siªy przy obro
ie bryªy wokóª ustalonej

osi

W przypadku ru
hu wokóª ustalonej osi, wszystkie punkty bryªy

poruszaj¡ si� po okr�ga
h. Pra
� wykonuje tylko siªa sty
zna do toru

- okr�gu (Fs), bo skªadowa normalna jest prostopadªa do przesuni�
ia.

Zaªó»my, »e siªa jest przyªo»ona tylko w jednym punk
ie bryªy (np.

na obwodzie wal
a), w odlegªo±
i r od osi obrotu.

W 
zasie dt bryªa obró
iªa si� o dθ. Punkt odlegªy o r od osi obrotu

przybyª drog� ds = dθr z pr�dko±
i¡ υ = ds
dt

= ωr. W ogólno±
i, siªa

Fs mo»e zale»e¢ od k¡ta: Fs = Fs(θ).

Pra
a wykonana przez siª� zewn�trzn¡ jest równa

dW = dθrFs(θ) =M(θ)dθ, 
zyli

Wθ1→θ2 =

∫ θ2

θ1

M(θ)dθ.



Fizyka I (me
hanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wykªad 8

Nieobowi¡zkowo - równania Eulera

Równania Eulera

Równanie ru
hu obrotowego w ukªadzie iner
jalnym U ma

posta¢:

d~L

dt
= ~M

Przypu±¢my, »e wybrali±my osie ukªadu U ′
zgodne z osiami

gªównymi bryªy, a po
z¡tek O′
umie±
ilismy w ±rodku masy

bryªy. W ukªadzie U ′
równanie ru
hu obrotowego ma posta¢:

d~L′

dt
+ ~ω × ~L′ = ~M

W tym równaniu wszystkie wektory mo»emy przedstawi¢ w

posta
i skªadowy
h na osia
h ukªadu U ′
.
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Nieobowi¡zkowo - równania Eulera

Równania Eulera

d~L′

dt
+ ~ω × ~L′ = ~M

~ω =





ωx′

ωy′

ωz′



 , ~L′ = Î~ω = Ix′ωx′~ex′ + Iy′ωy′~ey′ + Iz′ωz′~ez′

~ω × ~L′ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~ex′ ~ey′ ~ez′

ωx′ ωy′ ωz′

Ix′ωx′ Iy′ωy′ Iz′ωz′

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
(Iz′ − Iy′)ωy′ωz′~ex′+
(Ix′ − Iz′)ωx′ωz′~ey′+
(Iy′ − Ix′)ωx′ωy′~ez′















Ix′

dωx′

dt
+ (Iz′ − Iy′)ωy′ωz′ = Mx′

Iy′

dωy′

dt
+ (Ix′ − Iz′)ωx′ωz′ = My′

Iz′

dωz′

dt
+ (Iy′ − Ix′)ωx′ωy′ = Mz′

Zazwy
zaj momenty bezwªadno±
i oraz momenty siª s¡ znane, a

szukamy ~ω.
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Nieobowi¡zkowo - równania Eulera

Pre
esja pr�dko±
i k¡towej swobodnej kuli

Rozwa»amy kul�, na któr¡ nie dziaªa moment siªy.

Równania Eulera maj¡ posta¢:

dωi

dt
= 0

dla ka»dej ze skªadowy
h pr�dko±
i k¡towej.

Zatem, w tym przypadku ~ω = 
onst.

Zauwa»my, »e wniosek ten jest sªuszny tak»e dla jednorodnego

sze±
ianu, o ile obra
a si� on wokóª jednej z osi gªówny
h.
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Nieobowi¡zkowo - równania Eulera

Pre
esja pr�dko±
i k¡towej swobodnego b¡ka o symetrii

wal
owej

W tym przypadku, Ix′ = Iy′ 6= Iz′ i równania Eulera maj¡

posta¢:



















Ix′

dωx′

dt
+ (Iz′ − Ix′)ωy′ωz′ = 0

Ix′

dωy′

dt
− (Iz′ − Ix′)ωx′ωz′ = 0

dωz′

dt
= 0

St¡d mamy, »e ωz′ = 
onst. Nie
h Ω =
(Iz′−Ix′)

Ix′
ωz′, wtedy







dωx′

dt
+Ωωy′ = 0

dωy′

dt
−Ωωx′ = 0

sk¡d ωx′ = ωx′,0 cos(Ωt+ φ), ωy′ = ωy′,0 sin(Ωt+ φ)
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Nieobowi¡zkowo - równania Eulera

Wiruj¡
a swobodnie obr�
z

Wiemy ju», »e w przypadku obr�
zy wiruj¡
ej w taki sposób, »e

(±rodkowa) o± obrotu nie jest prostopadªa do pªasz
zyzny

obr�
zy, wektor momentu p�du

~L ma inny kierunek ni» wektor

pr�dko±
i k¡towej ~ω i z powodu niezerowego momentu siª w

ªo»ysku - obra
a si� wokóª wektora pr�dko±
i k¡towej.

A 
o b�dzie, gdy obr�
z nie b�dzie zamo
owana i b�dzie

wirowa¢ wokóª osi (±rodkowej) ustawionej pod k¡tem do

pªasz
zyzny obr�
zy?

W takiej sytua
ji nie dziaªa moment siª, wi�
 staªy jest moment

p�du, zatem wektor pr�dko±
i k¡towej okr¡»a wektor momentu

p�du.
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Nieobowi¡zkowo - równania Eulera

Pre
esja momentu p�du bryªy wiruj¡
ej w polu

grawita
yjnym

Nie
h b�dzie bryªa sztywna podparta w jednym punk
ie.

Je±li bryªa nie wiruje, to pod wpªywem dziaªania momentu siªy


i�»ko±
i obra
a si� wzgl�dem kierunku wskazywanego przez ten

moment - si� przewra
a.

Je±li za± wiruje z pr�dko±
i¡ k¡tow¡ ω, to pod wpªywem

momentu siªy nast�puje zmiana kierunku mmentu p�du

(moment siªy jest prostopadªy do momentu p�du, wi�
 zmienia

jego kierunek, a nie warto±¢).
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