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Oddziatywanie grawitacyjne

b
T2

Fin=G

G =6.67 x 107! Nm?/kg?

Fio=—F.
F; - sila, 7 jaka na cialo o masie m dziata cialo o masie m;.
712 - wektor o poczatku w centrum masy m; i koicu w centrum masy
nmy.

o~ - arn—11 v 29 9
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Waga skrecen

Wage skrecen wynalezli niezaleznie Mitchell (badania oddziatywan
grawitacyjnych) i Coulomb (badania oddzialywan elektrostatycznych).
John Mitchell (1724 - 1793) - angielski fizyk, astronom i geolog, czlonek
Royal Society od 1760 r.

O "

mi

Do kwarcowego preta mozna przyczepic lusterko i obserwowac odbicie
promienia lasera.



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyklad 9

L Grawitacja

Doswiadczenie Cavendisha (1797 - 1798)
Henry Cavendish (1731 - 1810) - brytyjski chemik i fizyk, cztonek
Royal Society od 1760 r.
Do jego osiagnigé nalezy:

>

vVvyyvyvyy

>

wydzielenie wodoru

wydzielenie dwutlenku wegla
okreslenie sktadu powietrza
oznaczenie sktadu wody

oznacznie sktadu kwasu azotowego

odkrcie - przed Coulombem i Ohmem - prawa Coulomba i prawa
Ohma (nie opublikowat tych prac)

pierwsze dos¢ doktadne oszacowanie masy Ziemi

Po $mierci Cavendisha, z jego pienigdzy ufundowano The Cavendish
Laboratory w Cambridge University. Budowe nadzorowal osobiscie
James Clerk Maxwell (zostal pierwszym jego profesorem).



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyklad 9
- Grawitacja

Doswiadczenie Cavendisha (1797 - 1798)

Michell zmart w 1793 r. i nie dokoniczyt
realizowanego projektu. Jego aparaturg przejat
Wollaston, a potem - Cavendish.

Parametry doswiadczenia Cavendisha byty
nastgpujace.

Dwie kule olowiane o Srednicy 2 cali i masie 1.61
funta kazda umieszczone na konicach drewnianej
beleczki o dtugosci 6 stép. Beleczka zawieszona
w §rodku cigzkosci na drucie. Na niezaleznej
podstawie, dwie otowiane kule o Srdenicy 12 cali
i masie 348 funtéw, umieszczone w odlegtosci
okoto 9 cali od matych kul. Cato$¢ zamknigtaw  Sita oddziatywania kul:
drewnianej obudowie o grubosci $cianek 2 stopyi 1.74x10"7 N (ciezar ziarnka
wysokosci 10 stép. Teleskopowa (przez dziurg w piasku).

Scianie) obserwacja oscylacji beleczki wagi

(amplituda 0.16 cala; doktadnosé: 0.01 cala;

okres drgan: ok. 20 min.).
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Co wyznaczyt Cavendish?

Cavendish chcial wyznaczy¢ gesto$¢ materii tworzacej Ziemig.
Postugiwat sig, oczywiscie, prawem grawitacji Newtona, ale w jego
czasach nie bylo ono wyrazane za pomocy stalej grawitacji G - to
nastapito dopiero kilkadziesiat lat péZniej. Jedno z pierwszych
odniesien do stalej grawitacji pochodzi z 1873 r., 75 lat po
doswiadczeniu Cavendisha.

R 3
G=g- %= £
Mz  4nRzpz

Cavendish wyznaczyt wartosé p = 5.448 g/cm?, co po przeliczeniu
na jednostki SI daje G = 6.74 x 107! m3kg~'s72, co rézni si¢ 0 1%
od wspdtczesnie przyjmowanej wartosci

G =6.7384 x 107! m3kg~'s2
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Grawitacyjna energia potencjalna

Jak pamigtamy, zmiana energii potencjalnej ciata o masie m w polu
grawitacyjnym wytworzonym przez mas¢ M jest rowna pracy, jaka
musi wykonac sita zewnetrzna, by przesunac ciato z punktu A do
punktu B. W przypadku oddziatywania grawitacyjnego wygodnym
punktem odniesienia jest “nieskoriczono$¢”: E,(r — o) — 0.
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Grawitacyjna energia potencjalna

M m

7
O—=2,
Feow

Fg _F
dr

R R Mm_,
EP(R):/ erw'd?:/ Gr—2€

UWAGA: dr=dré, BEZ WZGLEDU NA KIERUNEK RUCHU.

E,(R) — Ey(r — ) /G—d ——G—

Praca ta jest niezalezna od drogi - to samo otrzymamy dla drogi o
dowolnym ksztalcie.
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Energia potencjalna uktadu mas

1. Dana jest masa m;.

2. Sprowadzamy w jej poblize mase my. E, = —G=L72.

3. Sprowadzamy kolejna maseg m3
mimy nims

G -G
12 13 23

E =—G s

rij - koncowe odlegtosci migdzy Srodkami mas m; i m;.

Energia potencjalna uktadu mas jest rtéwna sumie energii
potencjalnych oddziatywania kazdej pary.
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Zagadnienie Keplera

Problem nazywany “Zagadnieniem Keplera” polega na znalezieniu
ruchu planety w polu grawitacyjnym storica, a w nieco ogdélniejszym
sformutowaniu - na znalezieniu ruchu dwéch mas oddziatujacych sita
odwrotnie proporcjonalng do kwadratu odlegtosci.

W obu przypadkach uktad jako cato$¢ porusza sig ze stata predkoscia
Srodka masy w wybranym uktadzie inercjalnym, a storice i planeta
poruszaja si¢ wokot srodka masy. W pierwszym przypadku (planeta i
stofice) mozna z dobrym przyblizeniem zatozy¢, ze ruch planety
odbywa si¢ wokét nieruchomego storica, gdyz srodek masy uktadu
pokrywa si¢ z bardzo dobra doktadnoscia ze Srodkiem stonica, co
utatwia wyobrazenie sobie ruchu uktadu.
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Krzywe stozkowe

Parabola
Hiperbola
Okrag
Elipsa
7 |

Krzywa stozkowa: zbidr punktéw ptaszczyzny, dla ktérych stosunek odlegtosci od
wybranego punktu (zwanego ogniskiem) i wybranej prostej (zwanej kierownica) jest

staty. Stosunek ten nazywamy mimosrodem, €.
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Krzywe stozkowe

W zaleznosci od wartosci € krzywa stozkowa jest:

» okregiem dla € = 0;
> elipsgdla0 < e <1;
P parabolg dla € =1;
» hiperbola dla € > 1.

acy
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Elipsa

Elipsa - miejsce geometryczne punktéw, ktérych
suma odlegtosci od ognisk F; i F, jest stata.
Suma ta jest réwna 2a, gdzie a jest duzg pdtosia
elipsy.

Odlegtos¢ ogniska od §rodka elipsy wynosi

¢ = Va% — b2, gdzie b jest malg pétosia.
Mimosréd definiujemy jako

c
E=—.
a

Widaé, ze dla okregu, € = 0.

Stosunek odlegtosci dowolnego punktu elipsy od
ogniska do odlegtosci tego punktu do sprze¢zone;j
z tym ogniskiem kierownicy jest réwny
mimosrodowi elipsy.
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Prawa Keplera

Prawa Keplera sa wnioskami wynikajacymi z rozwiazania
Zagadnienia Keplera w przypadku orbit zamknietych (elipsa i okrag).
Rozwiazanie Zagadnienia Keplera pozwala takze na analize¢ orbit
otwartych (parabola, hiperbola).

1. Wszystkie planety poruszaja si¢ po elipsach, w ktorych ognisku
znajduje si¢ Storice.

2. Linia faczaca planete ze Storicem zakresla w jednakowych
odstepach czasu jednakowe pola powierzchni w plaszczyZnie orbity,
czyli predkos¢ polowa jest stata.

3. Kwadrat okresu ruchu planety na orbicie jest proporcjonalny do
szeScianu wielkiej pétosi orbity.
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Rozwiazanie zagadnienia Keplera - schemat

1. Wypisujemy rownania ruchu w ukladzie inercjalnym dla mas mj i my.
Zmienne niezalezne: 71 17,. Dokonujemy zamiennych zmiennych
(F1,72) = (Rsm, 7 =T —F1).

2. Znajdujemy ruch srodka masy: Ry = Ro+ Veut.

3. Réwnanie do rozwiazania ma postac: U7 = — 3 7.

a) mnozac wektorowo przez ¥ znajdujemy, ze w uktadzie srodka
masy ruch jest ptaski, a moment pedu - staly: catka momentu
pedu.

b) mnozac skalarnie przez 7 znajdujemy, ze w ukladzie srodka masy
stala jest energia: catka energii.

¢) wyrazamy v przez r, @, Lgy i wstawiamy do catki energii, ktéra
ma postaé¢ réwnania ré6zniczkowego na r(¢).

d) catkujac to réwnanie otrzymujemy r(¢) = #W.

e) znajdujemy zwiazki miedzy p, €,y a parameterami orbity, energia
i momentem pedu.

4. Analiza otrzymanego rozwiazania pozwala na sformulowanie praw
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Roéwnania ruchu dla mas my 1 my; zamiana zmiennych

mr =
myry =

_’: =
Rsu =

GmlmZZ

2
g

=T

m 7y +myiy
my+my

Dodajac stronami otrzymujemy: mr +mr=0= T?SM = Ro + Vot.

Wyrazamy 7| i 7, przez Rgy i 7

- m
71 = RSM - m1+2H12
- D m
n = RSM + m1+lm2

5 o my 5
ri = —
my+my
2
.o @)
2 = my+my

W uktadzie Srodka masy (tzn. wzglgdem punktu okreslonego przez wektor

RSMZ

Fism
T2.5M

__m 3
my+my

3

my -
my—+my
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Réwnania ruchu dla mas mj 1 my; zamiana zmiennych
Z postaci (3) widaé, ze Srodek masy lezy na odcinku taczacym m; i my i
dzieli go w stosunku -1 = ”Z—f Jesli zatem m >> my, to r| < 1, czyli §rodek
masy pokrywa si¢ (prawie) z polozeniem masy m;. To jest przypadek Stornice
+ planeta. Mozemy z bardzo dobrym przyblizeniem uzna¢, ze uklad srodka
masy, w ktérym jest rozwiazywany problem ruchu wzglednego jest uktadem

o §rodku potozonym w $rodku Storica.
Podstawiajac (2) do (1) otrzymujemy dwa identyczne réwnania:
5 my+my 7
r= —G% —.
r r
ChcielibySmy po prawej stronie miec sitg¢ oddziatywania mas G%;
Mnozymy zatem prawg strong przez mmy/mimy i dostajemy:

my —i—szmlmz_f
2

Fe

mimy r 7"
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Roéwnania ruchu dla mas my 1 my; zamiana zmiennych
Wprowadzamy masg¢ zredukowana, i:

my+my 1 1 _1
mmy,  mp omy
o miniy
Comy

Réwnanie, ktére nalezy rozwiazaé, zeby znaleZ¢ ruch wzgledny:

gdzie ¢ = Gmymy.

Uwaga: ruch §rodka masy dotyczy CALKOWITEJ masy m; + m;, za$
ruch wzgledny - masy ZREDUKOWANE]. Tylko w przypadku

my > my (czyli Storice + planeta) mozemy mas¢ zredukowang
utozsamic z masa planety.
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Ruch srodka masy

Ruch $rodka masy RSM = 730 + Vot oznacza, ze w uktadzie
inercjalnym, w ktérym caty problem rozpatrujemy, Srodek masy
przemieszcza si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym. Nalezato
tego oczekiwaé, poniewaz w rozpatrywanym problemie na uktad nie
dziataja sity zewnetrzne (a tylko sity wewnetrzne - oddziatywania
grawitacyjnego). Ruch ten moglibySmy utozsamic (w przyblizeniu) z
ruchem uktadu planetarnego wokoét centrum Galaktyki. Ale uwaga:
taki ruch nie jest prostoliniowy!
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Catka momentu pedu

5 at
F=——-
” r2r7
N .
FXUTF=—F r—z;ZO,

czyli

czyli
7 X ar const
7 X l— = const.
K dt
Wynika stad, ze 7 i ‘;—f leza w jednej ptaszczyznie, bo gdyby tak nie byto, to

ich iloczyn wektorowy nie mégtby by¢ statym wektorem - ruch
WZGLEDNY jest ptaski.
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Catka momentu pedu

Wykazemy, ze Lys = 7 X u% jest momentem pedu dwoch mas
wzgledem Srodka masy.

2
7 - = JLL—» ;u'—‘» .u' - =
LI,SM =T1.8M X Mr1 smM = —m—erl(—m—l") = m—}’X r
1 1 1
7o 7 N B B
2.8M = 12,sM X M) spp = m—r X mg(m—r) = m—r Xr
2 2 2

7 =4 =4 2 1 1 N N N d?
Ly =Lism+Losy =M | —+— |FXT=FXU—
my - my



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyklad 9
- Zagadnienie Keplera

Wprowadzamy uktad biegunowy w ptaszczyznie ruchu wzglednego, o
srodku & w punkcie m;. Czyli, potozenie punktu m, bgdzie okreslone

przez ri @.
Predkosé wzgledna U =7 = i@, + r‘fi—‘f_é(p.
o . d
Lgy =7 X U¥ = urzj(fez = const
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Calka energii
Wracamy do réwnania u7 = —%; i mnozymy je skalarnie przez v:

—

N (04
“v‘v:_ﬁv'

d
dt
Prawa strona jest réwna

dr ¢ dr, do_\ ¢ d a
—aE-r—;:—a(—e,—l—r—(pe(p)-—':_(_>,

S s

Lewa strona jest réwna

czyli
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Calka energii

Wykazemy, 7e 102 /2 jest energia kinetyczna w uktadzie srodka
masy, a —0(/r - energia potencjalna,.

1
Ersm =

0 1
Emlrl,SMJr—

2 2
=2 m = o Ml
moF: = ——V"+—
2 2SM 2 m%

o
Epsm=——
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Réwnanie rézniczkowe na r(¢)

dr\? do\*
2_ [éar 2 (49
v_(dt) —i—r(dt).

d¢ _ Lsy

dr pr?’
dl" dr d(p dr Ly

dt do dr d(p,l.lrz

dr\* _ Ly (dr 1\’ _ Ly 2
dt u? \dor? u? dtr '

LG | d1 1| «a
=5 I [(d(pr) +r—2]—7—const.
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Réwnanie rézniczkowe na r(¢)

Calkujac to réwnanie, dostajemy

p
r(9) = 1+ ecos(@)’

_ Lsu
= au
E =

2
|y 2Ly

o
Jest to rownanie krzywej stozkowej, zapisane w uktadzie
biegunowym.
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Zwiazek € z energia i momentem pgdu

2EsyLsy

e=4/1
+ R

Poniewaz Egy = uv?/2 — a/r, to gdy a < 0 (odpychanie) zawsze
Esy > 0, czyli € > 11 tor jest hiperbola.
Gdy o > 0, Esy moze by¢ dowolnego znaku:

> Egy > 0= €>1 - tor jest hiperbolg

» Egy =0=€=1-tor jest parabola

> Egy <0 = €< 1-tor jestelipsa



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyklad 9
- Zagadnienie Keplera

Tory eliptyczne

W tych trzech przypadkach energia catkowita jest taka sama - elipsy
maja duza pétos o jednakowej dtugosci. Réznice w ksztalcie toru
wynikaja z ré6znych warto$ci momentu pedu - dla okregu jest
najwigksza.

_ L
op
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Prawa Keplera

Dla sity grawitacyjnej o = Gmmy > 0, czyli otrzymujemy I prawo
Keplera: ruch ciata m; odbywa si¢ po elipsie (w granicznym
przypadku - okregu), w ktérej ognisku znajduje si¢ ciato m;.
Poniewaz moment pedu jest staty, zatem predko$¢ polowa jest stata,
czyli otrzymujemy II prawo Keplera, ktére gtosi, ze predkos¢ polowa
jest stata.
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Prawa Keplera

W celu wyprowadzenia III prawa Keplera zauwazmy, ze dotyczy ono
tylko orbit zamknigtych, czyli eliptycznych.
Pétosie elipsy sa dane przez:

a= P S -
1—¢g?’ Vi—g?
Stad
L%, 1 o
Copy il 2Esy
o2y

/a
b=L —
M| o

Wynika stad, ze energia zalezy tylko od wielkiej p6tosi elipsy.
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Obliczmy okres 7.

SM
T— =mab
21
Stad
72 _ dur*a’
==
czyli
T2 ~ &3

Poniewaz predkos¢ polowa jest stata i rowna Lgys/(21), wige

Dac
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Efektywna energia potencjalna

W przypadku ruchu w polu sity zachowawczej (a taka jest sila centralna, np. sita
grawitacji) mamy spelniona zasade zachowania energii mechanicznej:

2
v
E= mT + Ep, = const

oraz zasad¢ zachowania momentu pedu:
L = m# x U = const.

We wspétrzgdnych biegunowych:

5—ﬂ_é +rd—(Pe
Ta a4’
oraz J
9
L=mr* (="
(@)
co daje
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Efektywna energia potencjalna

Poniewaz energia kinetyczna nie moze by¢ ujemna, to musi byé
spelniona zaleznos¢:

E,=E—E¥ >0,

co oznacza, ze moment pedu wptywa na zakres przestrzenny ruchu
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Efektywna energia potencjalna

L2
\ 2mr? E
2

P
\m E3

/Ep

E; - cialo zbliza sie z nieskoriczonos$ci
do centrum sity na pewng odleglos¢, a
nastgpnie oddala si¢ do
nieskoriczono$ci - orbita otwarta

E, - cialo porusza si¢ w ogranicznym
obszarze przestrzeni, miedzy
minimalng a maksymalna odlegtoscia
od centrum sily - orbita jest zamknigta
oile E,(r) ~r~!albo E,(r) ~ 1.

Ej5 - cialo porusza si¢ po orbicie
kotowe;.

Dla energii mniejszych niz E3 ruch
jest niemozliwy.
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Predkosci kosmiczne

I predkosé kosmiczna - predkos¢ satelity na orbicie kotowej o
promieniu R;:

vy = G—M ~ 7.91 km/s
Rz

II predkos¢ kosmiczna - pregdko$¢ umozliwiajaca ucieczke z pola

grawitacyjnego Ziemi:

2GM
Z

VH: ~ 11.19 km/s
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Wz6ér Bineta

Wzér Bineta jest wyrazeniem, za pomoca ktérego mozemy
wyznaczy¢ postac sity centralnej, gdy znamy réwnanie toru.
Najwygodniej rozpatrywaé zagadnienie we wspotrzednych
biegunowych. Oznacza to, ze znamy zaleznos¢ r(¢).

Sita centralna ma tylko sktadowa radialna:

Pr (de\’
Fr:mar:m<ﬁ—r<z> )

W celu obliczenia d*r/dt> wyrazimy najpierw v, = dr/dt przez
dr/de.



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyklad 9
L ‘Wzér Bineta

Wz6ér Bineta

_dr  drdo

dt de dt’

natomiast d¢ /dt wyznaczamy na podstawie wartosci mometu pedu,
ktory jest staty dla ruchu w polu sity centralnej:

v

do do L
L=mrP— =2 = —
e dt  mr?

L_dr_dr L Ld (1
"dt demr? mde \r)’

Zatem,



Fizyka I (mechanika) 1100 - 1AF14 Fizyka I 1100 - 1B01 Wyklad 9
L ‘Wzér Bineta

Wz6r Bineta
Druga pochodna:

dv. _d (dr\_d (dr\dp _d (~Ld (1\\ L _
dt  dt\dt) do\dt) d do\ mdo\r))m?

A drugi wyraz w wyrazeniu na F, wynosi:

do\* L2
r{ — .
dt ) m?r3
Otrzymujemy zatem:

N A
T mr2 \de? \ r r)’
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Punkt o masie m porusza si¢ pod wptywem sity centralnej po okregu o
promieniu R, ktéry przechodzi przez centrum sity. Jak zalezy wartos$¢
silty od odlegtosci od centrum, jesli warto§¢ momentu pedu wynosi L?
W tym przypadku r = 2R cos ¢. Podstawienie do wzoru Bineta daje:

8L>R?
mrd

F=-—

Energia potencjalna dla takiej sity (centralnej, wigc wiemy, ze
potencjalnej) wynosi:

rLoo s 2L*R?
E r:—/Fs's:——
p( ) - ( ) mr4 ’
przy zatozeniu, ze energia potencjalna “w nieskoniczonosci” jest
réwna zero.
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Eenrgia catkowita jest rowna:
Com(dr\® L2 2R
2 \dt 2mr?2 mrt

za$ efektywna energia potencjalna

L*> (1 4R’
Erer(r) = 2 (ﬁ - 7)

ma maksimum dla r = 2v/2R, co lezy poza orbita. Maksymalna
warto$¢ E, . na orbicie jest osiagana dla r = 2R i wynosi zero.
Poniewaz dla r = 2R predkos¢ radialna dr/dt = 0, to wnioskujemy, ze
catkowita energia ruchu jest réwna 0.
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Warto zauwazy¢, ze w przypadku tego potencjatu czastka spada na
centrum. Pytanie, czy wykonuje ruch cykliczny?
Poniewaz moment pgdu jest staty, wigc mozemy obliczy¢ okres tego
ruchu, podobnie jak w przypadku trzeciego prawa Keplera: pole
powierzchni zakreslone w ciagu okresu jest réwne 7R? z jednej
strony, a TL/2m - z drugiej:
2
TR* = T%,
co daje T = 2znmR?/L.
Wynik ten mozna otrzymac nie odwotujac si¢ do statosci predkosci
katowej, catkujac réwnanie L = mr’de /dt:
2

2 1 1
LT = 2mR? / cos? pde = 2mR? [Z sin2¢ + 5qJ] = 2mR’x.
0 0
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