
Przybliżony opis uk ladów
kwarkowo–gluonowych

w chromodynamice kwantowej

Jakub Nar
↪
ebski

praca doktorska

Promotor: prof. dr hab. Stanis law G lazek

Warszawa, 2010



Promotorowi za inspiruj ↪ac ↪a pomoc i opiek ↪e w czasie wykonywanej
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Streszczenie

Tematem niniejszej pracy jest przybliżony opisu stanów zwi ↪azanych kwar-
ków i gluonów wed lug zasad opartych na chromodynamice kwantowej (QCD).
Rozważany jest najprostszy stan, w którym oprócz kwarku i antykwarku istot-
nym elementem struktury s ↪a gluony. Stan ten oznaczany jest symbolem |h〉
i nazwany mezonem hybrydowym, albo w skrócie hybryd ↪a.

Punktem wyj́scia do skonstruowanego tutaj opisu hybrydy by la metoda
renormalizacji za pomoc ↪a cz ↪astek efektywnych, zastosowana do hamiltonia-
nu QCD. Obliczenia prowadzono w ramach dynamiki na froncie świetlnym,
umożliwiaj ↪acej koncepcyjnie reprezentacj ↪e stanów zwi ↪azanych w QCD jako
stanów z lożonych z minimalnej liczby cz ↪astek efektywnych. W ramach tej re-
prezentacji za lożono, że stan hybrydy |h〉 można przybliżyć stanem |qλq̄λgλ〉,
w którym kwarki qλ i q̄λ oraz gluon gλ charakteryzuj ↪a si ↪e parametrem skali λ
rz ↪edu masy hybrydy. Badano warunki jakie musz ↪a być spe lnione przez funkcje
falowe stanu |qλq̄λgλ〉 w skonstruowanym opisie.

Uzyskane wyniki wskaza ly, że warunki symetrii szczególnej teorii wzgl ↪edno-
ści dla amplitud rozpadu hybrydy na dwa mezony, poruszaj ↪ace si ↪e z relatywi-
stycznymi pr ↪edkościami, mog ↪a być spe lnione gdy funkcja falowa stanu |qλq̄λgλ〉
przyjmuje szczególn ↪a postać. Postać ta charakteryzuje si ↪e tym, że szerokość
p ↪edowej funkcji falowej pary kwark–antykwark w hybrydzie jest rz ↪edu szero-
kości p ↪edowej czynnika kszta ltu fλ w wierzcho lkach oddzia lywania w zrenor-
malizowanym hamiltonianie QCD, który QCD wyliczono w pierwszym rz ↪edzie
w efektywnej sta lej sprz ↪eżenia gQCDλ, odpowiadaj ↪acej skali λ. Innymi s lowy,
przestrzenna funkcja falowa pary opisuje uk lad kwark–antykwark o rozmia-
rach znacznie mniejszych niż odleg lość mi ↪edzy par ↪a a gluonem. Otrzymana
relatywistyczna struktura stanu |qλq̄λgλ〉 różni si ↪e od postaci stanów |h〉 rozwa-
żanych w typowych nierelatywistycznych modelach hybrydy, w których gluon
lub struna gluonowa znajduj ↪a si ↪e mi ↪edzy kwarkami.

W poszukiwaniu dynamicznego mechanizmu powstawania otrzymanej re-
latywistycznej struktury |qλq̄λgλ〉 zauważono, że para kwark-antykwark o roz-
miarach rz ↪edu 1/λ może powstawać ze stanu |gλgλ〉 w wyniku dzia lania cz lonu
HIλ w hamiltonianie QCD, zamieniaj ↪acego gluon na par ↪e kwark-antykwark
w rozpadzie hybrydy. Cz lon HIλ zawiera czynnik kszta ltu o p ↪edowej szero-
kości λ i ta szerokość mog laby dawać duż ↪a p ↪edow ↪a szerokość funkcji falowej
ruchu wzgl ↪ednego w parze, rz ↪edu λ. Żeby sprawdzić racjonalność tej hipotezy,
zbadane zosta ly uproszczone modele dynamiczne mieszania stanu |qλq̄λgλ〉 ze
stanem |gλgλ〉, uwzgl ↪edniaj ↪ace jakościowo cechy dynamiki kwarków i gluonów
w QCD. Modelowe uproszczenia pe lnej dynamiki QCD by ly konieczne z po-
wodu wspó lczesnych braków w zrozumieniu wyników doświadczalnych i braku
teorii niezb ↪ednych struktur.

W szczególności, rozważano modele jednowymiarowe, gdyż liczba stanów
niezb ↪ednych do rachunków w 2 lub 3 wymiarach okaza la si ↪e za duża do ich
wykonania. Przej́scie od najprostszego, analitycznego modelu mieszania w jed-
nym wymiarze do modeli bardziej zbliżonych swoj ↪a struktur ↪a do struktury ha-
miltonianu QCD dla skali λ rz ↪edu masy hybrydy zwi ↪azane jest ze znacznymi
trudnościami numerycznymi. Pe lna analiza QCD jest poza zasi ↪egiem obec-
nie dost ↪epnych metod analitycznych i numerycznych. Przedstawiona w pracy
analiza uproszczonych modeli numerycznych pozwoli la jedynie stwierdzić, że
dynamiczne mieszanie stanów |qλq̄λgλ〉 i |gλgλ〉 może prowadzić do powsta-
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wania sk ladowej |qλq̄λgλ〉 o strukturze zbliżonej do otrzymanej z warunków
relatywistycznej symetrii dla procesów rozpadu hybrydy na dwa mezony.

Jednak otrzymane wyniki nie daj ↪a si ↪e zastosować wprost do opisu hy-
brydy jako stanu zdominowanego przez sk ladow ↪a |qλq̄λgλ〉. Potrzebna w tym
mechanizmie sta la sprz ↪eżenia gλ musi być rz ↪edu jedności, a wtedy prawdopo-
dobieństwo sk ladowej |gλgλ〉 jest porównywalne lub nawet wi ↪eksze od prawdo-
podobieństwa sk ladowej |qλq̄λgλ〉. Otrzymane wyniki, zak ladaj ↪ace sprz ↪eżenie
z par ↪a gluonów efektywnych, nie stosuj ↪a si ↪e do hybrydy o niezerowym izospi-
nie, mimo, że z opisanych badań rozpadów wynika tego samego typu struktura
relatywistyczna dla hybryd o dowolnym izospinie.

Obej́scie tych trudności polega na za lożeniu, że dynamiczne mieszanie
sektora |qλq̄λgλ〉 ze wszystkimi pozosta lymi sektorami Focka kwarków i glu-
onów efektywnych w hybrydzie można przybliżyć za pomoc ↪a mieszania sek-
tora |qλq̄λgλ〉 ze stanami |gλGλ〉. Cz ↪astka Gλ jest (hipotetycznym) rezonanso-
wym stanem oktetowym w kolorze, odpowiadaj ↪acym wewn ↪etrznie wzbudzone-
mu gluonowi efektywnemu. Rozpad hybrydy za pośrednictwem HIλ zachodzić
może tylko ze sk ladowej |qλq̄λgλ〉, ponieważ element macierzowy 〈qλq̄λ|HI |Gλ〉
znika. Hipoteza powstawania rezonansów Gλ nie napotyka na trudności z jaki-
mi nie radzi sobie hipoteza mieszania dynamicznego ze stanem |gλgλ〉. Można
wi ↪ec powiedzieć, że hipoteza formowania Gλ wyróżnia nowy kierunek w prze-
strzeni stanów kwarków i gluonów efektywnych, w zupe lnie nie znanym obsza-
rze nieperturbacyjnym. Dochodzimy do wniosku, że w laśnie w tym kierunku
mog ↪a ísć przysz le próby konstrukcji przybliżonych rozwi ↪azań QCD dla hy-
bryd, w zgodzie z zasadami szczególnej teorii wzgl ↪edności i procedury grupy
renormalizacji dla hamiltonianów w kwantowej teorii pola.
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3.3 Relatywistyczna niezmienniczość amplitudy rozpadu hybrydy . . . . . 24

3.4 Analiza wyników badania symetrii amplitudy rozpadu hybrydy . . . . 34

4 Dynamika mieszania hybrydy z innymi sektorami Focka 39
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1 Wprowadzenie

Chromodynamika kwantowa (QCD) jest kwantow ↪a teori ↪a pola z nieabelow ↪a gru-
p ↪a cechowania. Z niezmienniczości wzgl ↪edem cechowania wynika brak cz lonu maso-
wego dla kwantów pola cechowania A, czyli gluonów, w lagranżjanie. Nieabelowość
grupy cechowania QCD powoduje, że gluony oddzia luj ↪a nie tylko z kwarkami, ale
także z innymi gluonami. Fakt ten daje możliwość istnienia z lożonych stanów zwi ↪a-
zanych, zawieraj ↪acych jako istotn ↪a cz ↪eść sk ladow ↪a gluonow ↪a. Przyk ladem takiego
stanu jest stan kwarkowo–gluonowy z lożony z kwarku, antykwarku i gluonu, zwany
dalej hybrydowym mezonem, albo w skrócie hybryd ↪a.

Niektóre z nowych stanów ze sk ladnikiem gluonowym maj ↪a egzotyczne liczby
kwantowe, to znaczy takie jakich nie można uzyskać sk ladaj ↪ac wy l ↪acznie kwark z an-
tykwarkiem. Precyzyjne przewidywania dotycz ↪ace cz ↪astek zbudowanych z udzia lem
gluonów stanowi lyby podstaw ↪e do testu QCD za pomoc ↪a doświadczeń. Niniejsza pra-
ca dotyczy poszukiwania teoretycznego obrazu hybrydy w przestrzeni Minkowskiego,
który to obraz móg lby s lużyć jako pierwsze przybliżenie, spe lniaj ↪ace wymagania sy-
metrii i zasad dynamiki.

Efektywna sta la sprz ↪eżenia QCD maleje wraz ze wzrostem przekazu p ↪edu (asymp-
totyczna swoboda). Za pomoc ↪a rachunku zaburzeń (w skrócie zwanego dalej “pertur-
bacyjn ↪a QCD”) można zatem opisywać procesy charakteryzuj ↪ace si ↪e dużymi przeka-
zami p ↪edu mi ↪edzy kwarkami i gluonami. Podstaw ↪a opisu hadronów, bior ↪acych udzia l
w procesach wysokoenergetycznych, w których znajduje zastosowanie rachunek za-
burzeń QCD, jest model partonowy [1]. W modelu tym hadrony opisywane s ↪a za
pomoc ↪a funkcji rozk ladu kwarków i bezmasowych gluonów.

Z drugiej strony efektywna sta la sprz ↪eżenia QCD rośnie wraz ze zmniejszaniem
przekazu p ↪edu. Fakt ten powoduje, że wi ↪azanie kwarków i gluonów w hadrony nie
jest opisywane przez perturbacyjn ↪a QCD. Opis hadronów za pomoc ↪a niewielkiej
liczby sk ladników w ramach perturbacyjnej QCD jest niemożliwy.

W modelu kwarków konstytuentnych (CQM) hadrony opisywane s ↪a natomiast
jako stany zwi ↪azane 2 lub 3 kwarków sk ladnikowych [2]. Model ten powsta l w celu
wyjaśnienia systematyki hadronów zanim powsta la QCD i pos luguje si ↪e minimaln ↪a
liczb ↪a cz ↪astek potrzebnych by opisać niskoenergetyczne w lasności hadronów. Kla-
syfikacja znanych hadronów w tablicach cz ↪astek elementarnych [3] oparta jest na
liczbach kwantowych kwarków używanych w modelu konstytuentnym. Mezony opi-
sywane s ↪a jako uk lady kwark–antykwark (qq̄), a bariony jako uk lady trzech kwar-
ków (qqq). Kwarki w tym modelu maj ↪a duże masy, rz ↪edu 1/3 masy nukleonu (rz ↪edu
300 MeV). Oddzia lywania mi ↪edzy kwarkami opisywane s ↪a za pomoc ↪a odpowied-
nio dobranego potencja lu. Struktur ↪e kolorow ↪a potencja lu wybiera si ↪e tak ↪a sam ↪a jak
struktura kolorowa wymiany pojedynczego gluonu [4].

Gluonów jako takich nie ma w modelu kwarków konstytuentnych. Przy ich
uwzgl ↪ednianiu w ramach rozszerzeń modelu trzeba by loby wyjaśnić dlaczego glu-
ony s ↪a ma lo widoczne w spektrum zwyk lych mezonów i barionów. Ażeby gluony
można by lo wyeliminować, należa loby na przyk lad nadać im duże masy efektywne.
Efekty relatywistyczne w modelu CQM uwzgl ↪edniane s ↪a (mi ↪edzy innymi) wprowa-
dzaj ↪ac dodatkowe cz lony do potencja lu wi ↪azania [5, 6]; pozwala to opisać wszystkie
mezony, od π do Υ, w ramach jednego modelu.
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Nie jest znany poprawny relatywistycznie opis hadronów, który obejmowa lby
kwarkowo–gluonowe stany zwi ↪azane i ich rozpady. Nie s ↪a znane również potrzebne
rozwi ↪azania QCD, z wyj ↪atkiem symulacji sieciowych [7, 8, 9]. Obliczenia na sieci daj ↪a
bardzo dobre wyniki na masy hadronów, z dok ladności ↪a do 1%, ale nie określaj ↪a ich
funkcji falowych w przestrzeni Minkowskiego.

Powstaje zatem pytanie, jaki obraz fizyczny uk ladów kwarkowo–gluonowych mo-
że spe lniać ż ↪adania symetrii, których oczekuje si ↪e od rozwi ↪azań QCD.

Niniejsza praca opisuje wyniki analizy rozpadu i dynamiki tworzenia uk ladów
typu hybryda, w postaci jak najprostszego obrazu fizycznego. Taki obraz móg lby być
pomocny w odpowiedzi na aktualne pytanie jak uwzgl ↪edniać gluony jako sk ladniki
hadronów (jako cz ↪astki konstytuentne) na poziomie funkcji falowych.

Poszukiwany obraz i metoda jego wyprowadzenia powinny spe lniać podstawo-
we warunki, których spe lnienia oczekujemy od kandydatów na pierwsze przybliżenie
w opisie stanów kwarkowo–gluonowych. Opis ten ma być zdefiniowany w ramach
konkretnego sformu lowania QCD, z jasn ↪a ścieżk ↪a możliwości rozszerzania i udosko-
nalania w sensie zwi ↪ekszania precyzji. Ważnym wymaganiem jest aby opis stanów
zwi ↪azanych i ich rozpadów by l relatywistyczny, bowiem interesuj ↪ace nas procesy fi-
zyczne zachodz ↪a z udzia lem cz ↪astek poruszaj ↪acych si ↪e z dużymi pr ↪edkościami. Uzy-
skany obraz powinien być zgodny z fenomenologi ↪a hadronów, która opiera si ↪e na
klasyfikacji hadronów w modelu konstytuentnym. Potrzebna jest wi ↪ec metoda, za
pomoc ↪a której b ↪edzie można powi ↪azać chromodynamik ↪e kwantow ↪a z modelem kwar-
ków konstytuentnych.

Metoda, na której oparte jest rozumowanie w tej pracy to procedura grupy renor-
malizacji dla cz ↪astek efektywnych (RGPEP = Renormalization Group Procedure for
Effective Particles) [10, 11, 12]. Procedura RGPEP stwarza możliwość teoretycznego
po l ↪aczenia obrazu rozci ↪ag lych cz ↪astek konstytuentnych modelu kwarkowego z punk-
towymi kwarkami i gluonami kanonicznej QCD. Powi ↪azanie z kanoniczn ↪a QCD daje
ścieżk ↪e udoskonalania otrzymanego opisu, a powi ↪azanie z modelem kwarków kon-
stytuentnych wykorzystuje jego zgodność z fenomenologi ↪a hadronów.

Aby móg l istnieć prosty opis struktury hadronów, podobny do tego w modelu
kwarków konstytuentnych, musi istnieć prosty opis stanu podstawowego ca lej teorii,
którego wzbudzenia nazwalibyśmy hadronami. Niestety nie jest znany stan podsta-
wowy QCD, zwany

”
próżni ↪a”. Z tego powodu pomocna by laby metoda, pozwalaj ↪aca

odseparować problem opisu hadronu od problemu opisu próżni.
Użycie dynamiki na froncie świetlnym daje możliwość zastosowania ograniczenia

(obci ↪ecia), które powoduje, że próżnia sk lada si ↪e wy l ↪acznie ze stanu zerocz ↪astkowego.
Metoda ta jest bardzo krótko przedstawiona w rozdziale 2.1.

Za zastosowaniem dynamiki na froncie świetlnym przemawia ponadto fakt, że
w tym sformu lowaniu pewne pchni ↪ecia Lorentza s ↪a transformacjami kinematyczny-
mi, tzn. nie zależ ↪a od oddzia lywania. Dla modelu partonowego naturalnym uk ladem
odniesienia jest uk lad nieskończonego p ↪edu, który stosujemy w rachunkach QCD.
Z kolei statyczne w lasności hadronów rozważane s ↪a zazwyczaj w uk ladzie ich środka
masy. Uk lad środka masy jest naturalnym uk ladem dla modelu kwarkowego. To, że
w dynamice na froncie świetlnym operatory pchni ↪ecia nie zależ ↪a od oddzia lywania,
pozwala po l ↪aczyć opis w uk ladzie środka masy (model kwarków konstytuentnych)
z opisem w uk ladzie nieskończonego p ↪edu (model partonowy). Do opisu przej́scia
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od energii, dla których używa si ↪e kwarków pr ↪adowych (model partonowy), do ener-
gii w stanach zwi ↪azanych (model kwarków konstytuentnych) można użyć metody
RGPEP.

Dotychczasowe próby teoretycznego opisu mezonów hybrydowych by ly wykony-
wane za pomoc ↪a wielu różnych metod.

Obliczeniom za pomoc ↪a modeli, na przyk lad poprzez próby rozszerzenia mode-
lu kwarków konstytuentnych o gluony [13, 14, 15] brakuje cz ↪esto zwi ↪azku z QCD,
w sensie drogi wyprowadzenia modelu z pierwszych zasad. Gluony konstytuentne
zależ ↪a w takich modelach od tego jak traktuje si ↪e symetri ↪e cechowania. Modele nie
t lumacz ↪a także dlaczego gluonów nie widać w zwyk lych mezonach i ograniczaj ↪a
si ↪e zazwyczaj do przybliżenia nierelatywistycznego. Obliczenia za pomoc ↪a modeli
pozwalaj ↪a jednak na zasugerowanie postaci funkcji falowej hybrydy [16], oraz na
obliczanie w lasności jej rozpadu.

W obliczeniach przeprowadzonych w niniejszej pracy postać stanu i funkcji falo-
wej hybrydy oparta jest na modelu kwarków konstytuentnych. Niniejsza praca ko-
rzysta z metody procedury grupy renormalizacji dla cz ↪astek efektywnych, za pomoc ↪a
której można by próbować wyprowadzić obraz typu modelu kwarków konstytuent-
nych z gluonem konstytuentnym w QCD [17]. Sprawdzamy, czy za lożenie minimalnej
liczby sk ladników efektywnych jest zgodne z warunkami narzucanymi przez QCD,
w szczególności z symetriami szczególnej teorii wzgl ↪edności.

Obliczenia na sieci [18, 19, 20, 21] pozwalaj ↪a na wyliczanie mas hybryd w QCD.
Pozwalaj ↪a one także wyliczyć bardzo dok ladnie wartości elementów macierzowych,
na podstawie których wyznaczyć można szerokości rozpadu i inne jego charaktery-
styki. Obliczenia na sieci nie pozwalaj ↪a jednak na wyliczenie funkcji falowej w prze-
strzeni Minkowskiego, acz można w obliczeniach na sieci wyliczać funkcje Greene’a
(w przestrzeni euklidesowej) i znajdować wybrane w laściwości funkcji falowych na
podstawie elementów macierzowych.

Na podstawie postaci hamiltonianu QCD na sieci w granicy silnego oddzia ly-
wania wyprowadza si ↪e hamiltonian modelu

”
flux tube”, s luż ↪acy do opisu stanów

hybrydowych mezonów [22]. Za pomoc ↪a tego modelu można budować fenomenologi ↪e
rozpadów hybrydy [23, 24, 25, 26].

Obliczenia w niniejszej pracy nie korzystaj ↪a z wielkości wyliczonych za pomoc ↪a
obliczeń na sieci, acz jeden z modeli cz ↪eści spinowej funkcji falowej hybrydy inspiro-
wany jest postaci ↪a operatorów używanych w obliczeniach na sieci do reprezentowania
stanu hybrydy. Niniejsza praca przedstawia tylko pierwszy krok na drodze do wypro-
wadzenia modelu hybrydy z QCD, w przeciwieństwie do obliczeń z pierwszych zasad
z QCD dla obliczeń na sieci. Nie osi ↪agamy także tutaj, i nie zamierzamy osi ↪agać,
poziomu dok ladności obliczeń na sieci [8, 9].

Obliczenia za pomoc ↪a hamiltonianu QCD w cechowaniu Coulomba [27, 28] wy-
magaj ↪a znajomości w lasności stanu próżni, które zazwyczaj przybliża si ↪e za pomoc ↪a
wielkości obliczonych w QCD na sieci. Podzia l na gluony oddzia lywania i gluony kon-
stytuentne zależy od wyboru cechowania. Prowadzenie obliczeń za pomoc ↪a dynamiki
równoczasowej zamiast dynamiki na froncie świetlnym powoduje, że pchni ↪ecia zależ ↪a
od oddzia lywania; wymagane jest zatem narzucenie warunków symetrii ze wzgl ↪edu
na pchni ↪ecia, w porównaniu do konieczności narzucenia warunku symetrii obrotowej
w obliczeniach na froncie świetlnym.
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Analiza stanu hybrydy za pomoc ↪a wzbudzonego potencja lu adiabatycznego mi ↪e-
dzy ci ↪eżkimi kwarkami [29, 30] ogranicza si ↪e do przypadku nierelatywistycznego. Po-
stać wzbudzenia potencja lu, reprezentuj ↪acego konstytuentny gluon, wyliczana jest
za pomoc ↪a obliczeń odpowiednich elementów macierzowych na sieci.

Niniejsza praca ma na celu przedstawienie metody oraz wyników poszukiwa-
nia relatywistycznego obrazu hybrydy. Analiz ↪e rozpoczynamy od jak najprostszego
przypadku, dla którego spodziewany wynik jest znany i dla którego można kontro-
lować wszystkie kroki analizy. Dlatego też analiza przeprowadzona jest dla skalarnej
hybrydy (bez egzotycznych liczb kwantowych). Dla tego przyk ladu niepewność, jak
wygl ↪ada (jak wygl ↪adać może) stan podstawowy hybrydy, i jak powinna wygl ↪adać
amplituda rozpadu hybrydy na skalarne mezony, jest minimalna.

W niniejszej pracy za lożono, że stan hybrydy może być reprezentowany za pomo-
c ↪a minimalnej liczby sk ladników efektywnych, jako stan |qλq̄λgλ〉. Przeprowadzone
obliczenia wskaza ly, że przy tym za lożeniu warunki spe lnienia symetrii szczególnej
teorii wzgl ↪edności na amplitudy rozpadów hybrydy na dwa mezony, za pośrednic-
twem zrenormalizowanego hamiltonianu QCD, wymuszaj ↪a specjaln ↪a struktur ↪e tego
stanu. Struktura ta różni si ↪e od struktury stanów rozważanych w typowych mode-
lach nierelatywistycznych, w których wszystkie charakterystyczne szerokości p ↪edowej
funkcji falowej s ↪a tego samego rz ↪edu [16, 13, 15]. Otrzymana struktura hybrydy może
być zwi ↪eźle opisana nast ↪epuj ↪aco: ciasna (w przestrzeni po lożeniowej) para kwark–
antykwark, o szerokości p ↪edowej funkcji falowej pary rz ↪edu szerokości czynnika po-
dobieństwa λ, luźno zwi ↪azana z gluonem.

q q̄

g

(a)

q q̄

g

(b)

q q̄

g

(c)

Rysunek 1: Różne możliwe postacie struktury hybrydy: od szerokiej (w przestrzeni
po lożeniowej) pary kwark–antykwark, z gluonem leż ↪acym pomi ↪edzy kwarkami, do
w ↪askiej pary kwark–antykwark, luźno zwi ↪azanej z gluonem.

W hybrydzie para kwark–antykwark jest w stanie oktetu kolorowego (aby hybry-
da jako ca lość by la singletem kolorowym). Wymiana gluonu w oktecie daje oddzia ly-
wanie odpychaj ↪ace mi ↪edzy kwarkiem i antykwarkiem. Gdy uwzgl ↪edni si ↪e natomiast
efekt oddzia lywania kwarków z gluonem konstytuentnym, otrzymuje si ↪e wzgl ↪ednie
s labe efektywne oddzia lywanie przyci ↪agaj ↪ace mi ↪edzy kwarkiem i antykwarkiem. Tym
bardziej wyjaśnienia wymaga ma la odleg lość kwark–antykwark w hybrydzie, otrzy-
mana z analizy symetrii amplitudy rozpadu hybrydy.



1. Wprowadzenie 11

Możliwym wyjaśnieniem egzotycznej struktury hybrydy jest to, że może ona po-
wstawać w wyniku mieszania stanu |qλq̄λgλ〉 z innymi sektorami Focka. Pe lna ana-
liza takiego mieszania jest aktualnie poza zasi ↪egiem znanych metod analitycznych
i numerycznych. Na podstawie badań przedstawionych w niniejszej pracy można je-
dynie wnioskować, że uproszczone modele dynamiczne, uwzgl ↪edniaj ↪ace jakościowe
cechy dynamiki kwarków i gluonów w QCD, mog ↪a prowadzić do takiej struktury.
Do powstawania takich w laśnie specjalnych struktur mog loby dochodzić w wyni-
ku formowania si ↪e rezonansowych oktetów kolorowych w oddzia lywaniach sk ladowej
|qλq̄λgλ〉 z pozosta lymi sektorami Focka w hybrydzie.

W rozdziale 2 zosta la opisana krótko forma dynamiki na froncie świetlnym, oraz
metoda renormalizacji za pomoc ↪a cz ↪astek efektywnych (RGPEP). Metoda RGPEP
zosta la wybrana przede wszystkim w celu wyjaśnienia jak wyobrażamy sobie zwi ↪azek
modeli konstytuentnych z QCD. Pozwala ona sformu lować opis hybrydy i mezonów
jako stanów o minimalnej liczbie cz ↪astek efektywnych. Użyta metoda renormaliza-
cji wprowadza do efektywnego hamiltonianu, poza efektywnymi masami kwarków
i gluonów oraz efektywn ↪a si l ↪a oddzia lywania, czynniki podobieństwa fλ. Czynniki te
t lumi ↪a oddzia lywania o zmianie energii dużo wi ↪ekszej od szerokości λ skali renorma-
lizacji. Opisane zosta lo także znaczenie czynnika podobieństwa fλ.

W rozdziale 3 opisany jest rozpad hybrydy na dwa mezony. Ponieważ nie s ↪a znane
ścis le rozwi ↪azania QCD na stany zwi ↪azane, zw laszcza na stan hybrydowego mezonu
(który jest stanem trójcz ↪astkowym, trudniejszym do opisu niż relatywistyczne stany
mezonów), należa lo, na podstawie ogólnej wiedzy o stanach zwi ↪azanych w QCD,
zbudować modele stanów cz ↪astek bior ↪acych udzia l w rozpadzie.

Opisane zosta ly modele hybrydowego mezonu, z uwzgl ↪ednieniem różnych możli-
wości dobrania szczegó lów i przy różnych liczbach kwantowych hybrydy. Przeanali-
zowane zosta ly efekty narzucenia warunku relatywistycznie poprawnej struktury am-
plitudy rozpadu hybrydy na dwa mezony. Ustalono, że wymaganie minimalnej licz-
by cz ↪astek jest zgodne z wymaganiem spe lnienia symetrii Lorentza pod warunkiem
odpowiedniego (nietypowego) dobrania parametrów modelu. Szerokość pary kwark–
antykwark βhq w funkcji falowej hybrydy (w przestrzeni p ↪edowej) musi być rz ↪edu
szerokości λ czynnika podobieństwa (w zrenormalizowanym hamiltonianie QCD),
aby amplituda rozpadu by la relatywistycznie symetryczna. Otrzymana postać stanu
hybrydy, wymagana do spe lnienia warunków symetrii, jest jakościowo taka sama dla
wszystkich rozważanych przypadków.

W rozdziale 4 analizowany jest możliwy mechanizm dynamiczny jaki móg lby
być odpowiedzialny za jakościow ↪a cech ↪e badanych funkcji falowych widoczn ↪a w roz-
padach. Wynik taki móg lby być naturalny, gdyby para qq̄ powstawa la w wyniku
rozpadu gluonu z tym samym czynnikiem podobieństwa fλ jak w wierzcho lku od-
dzia lywania HIQCDλ.

W celu uzyskania jakościowego obrazu dynamiki mieszania, w rozdziale 4.2 prze-
analizowany zosta l prosty matematyczny model mieszania stanów o różnej liczbie
cz ↪astek z oddzia lywaniem separowalnym. Jest on ścísle rozwi ↪azywalny analitycznie.
Wnioski z tego modelu matematycznego zosta ly nast ↪epnie użyte do analizy mie-
szania stanu |qλq̄λgλ〉 ze stanem |gλgλ〉 w bardziej z lożonych modelach za pomoc ↪a
obliczeń numerycznych.

Przeprowadzone obliczenia numeryczne modelu sprz ↪eżenia stanu |qλq̄λgλ〉 ze sta-
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nem |gλgλ〉, opisane w rozdziale 4.6, da ly wyniki podobne do tych otrzymanych
z analizy symetrii rozpadu. Efektywna szerokość pary kwark–antykwark βhq (śred-
nia szerokość w kierunku khq stanu w lasnego otrzymanego w wyniku mieszania) jest
proporcjonalna do szerokości czynnika podobieństwa λ, ze wspó lczynnikiem rz ↪edu
jedności.

Uzyskany stan hybrydy zawiera jednak duży wk lad sk ladowej |gλgλ〉. Sk ladowa ta
powinna być widoczna w rozpadzie hybrydy, w wyniku dzia lania tego samego hamil-
tonianu oddzia lywania HIQCDλ dwukrotnie na stan |gλgλ〉. Model sprz ↪eżenia stanu
|qλq̄λgλ〉 ze stanem |gλgλ〉 nie może także wyjaśnić wyników dla stanów hybrydy,
które nie sprz ↪egaj ↪a si ↪e do stanów czysto gluonowych, jak np. hybrydy o niezerowym
izospinie.

Gdyby wynik otrzymany z analizy symetrii rozpadu hybrydy pokrywa l si ↪e z roz-
wi ↪azaniami równania w lasnego dla HQCD, to postać stanu |qλq̄λgλ〉 mog laby być wy-
nikiem jego oddzia lywania (mieszania) z pozosta lymi sektorami Focka. Pe lna analiza
tego zagadnienia jest jednak poza zasi ↪egiem niniejszej pracy. Niemniej, nasuwa si ↪e
hipoteza, przedstawiona w rozdziale 4.9, że efekt pozosta lych sektorów Focka da si ↪e
efektywnie przybliżyć za pomoc ↪a oddzia lywania ze stanem |gλGhλ〉 z lożonym z glu-
onu gλ i rezonansowego oktetu kolorowego, oznaczonego Ghλ. Rezonansowy oktet
kolorowy może mieć niezerowy izospin. Zatem hipoteza rezonansu oktetowego po-
zwala na wyt lumaczenie otrzymanej postaci funkcji falowej hybrydy także dla hy-
brydy o niezerowym izospinie. Duży wk lad sk ladowej gluon–oktet do stanu hybrydy
nie stanowi problemu w opisie rozpadu hybrydy, bo stan oktetu kolorowego nie daje
wk ladu do rozpadu na dwa mezony za pośrednictwem HIQCDλ. W analizie rozpadu
hybrydy widać zatem tylko wp lyw mieszania na funkcj ↪e falow ↪a sk ladowej |qλq̄λgλ〉,
a sk ladowa |gλGhλ〉 nie daje wk ladu do amplitudy rozpadu.

Rozdzia l 5 stanowi podsumowanie niniejszej pracy. Przedstawia on przegl ↪ad otrzy-
manych wyników, oraz wnioski nasuwaj ↪ace si ↪e autorowi. Wskazane zosta ly także
możliwe kierunki przysz lych badań, w celu testowania hipotezy rezonansu oktetowe-
go Ghλ jako przybliżenia do QCD dla skal p ↪edów rz ↪edu mas hadronów.
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2 Metoda cz
↪
astek efektywnych

Rozdzia l ten opisuje, w jaki sposób można by, wychodz ↪ac z QCD, uzyskać model
w którym hybryd ↪e można reprezentować za pomoc ↪a o minimalnej liczby sk ladników.
Cz ↪astki, z których budować b ↪edziemy stan hybrydy, to cz ↪astki efektywne. Opisana
dalej metoda przedstawia w jaki sposób hamiltonian QCD można by zapisać za
pomoc ↪a takich stopni swobody.

2.1 Dynamika hamiltonowska na froncie świetlnym

Do pe lnego opisu kwarków i gluonów w hadronach potrzebna jest relatywistycz-
na teoria kwantowa, w ramach której możliwy jest opis stanów zwi ↪azanych. Meto-
d ↪e po l ↪aczenia mechaniki kwantowej i szczególnej teori ↪e wzgl ↪edności zaproponowa l
Dirac [31]. Zbudowanie relatywistycznej teorii kwantowej wymaga konstrukcji 10
generatorów grupy Poincaré. S ↪a to cztery generatory przesuni ↪eć w czasoprzestrze-
ni P µ(µ = 0, 1, 2, 3), trzy generatory obrotów Li = 1

2
εijkM jk oraz trzy generatory

pchni ↪eć K i = M0i(i = 1, 2, 3). Generatory te musz ↪a spe lniać nast ↪epuj ↪ace relacje
komutacyjne:

[P µ, P ν] = 0 , (2.1a)
[

Mµν , P λ
]

= i
(

P µgνλ − P νgµλ
)

, (2.1b)
[

Mκλ,Mµν
]

= i
(

gλµMκν − gλνMκµ + gκνMλµ − gκµMλν
)

. (2.1c)

Powszechnie stosowany opis stanów fizycznych zak lada kwantowanie na hiper-
p laszczyźnie sta lego czasu t = x0 = 0. Możliwe s ↪a jednak odmienne sformu lowania
dynamiki hamiltonowskiej, które sklasyfikowa l Dirac [31, 32]. Jednym z nich jest
sformu lowanie teorii na froncie świetlnym (LF). Należy przez to rozumieć kwan-
towanie na hiperp laszczyźnie stycznej do powierzchni stożka świetlnego, gdzie rol ↪e
czasu t pe lni x+ = x0 + x3.

Notacja używana w niniejszej pracy podana zosta la w przypisie A.

Sformu lowanie QCD na froncie świetlnym wnosi uproszczenia w opisie dynamiki.
G lówne zalety korzystania z tego sformu lowania s ↪a wed lug [17] nast ↪epuj ↪ace:

• Oddzia lywania natychmiastowe w x+ obecne w hamiltonianie nie  lami ↪a zasady
przyczynowości, bo s ↪a lokalne w x⊥ i odpowiadaj ↪a rozchodzeniu si ↪e oddzia ly-
wań z pr ↪edkości ↪a świat la. W cechowaniu A+ = 0, w wyrażeniu na potencja l
natychmiastowy pojawiaj ↪a si ↪e jedynie odwrotności operatora ∂+, a nie od-
wrotności laplasjanu jak to ma miejsce w wyrażeniu na potencja l Coulomba
w cechowaniu A0 = 0 w sformu lowaniu standardowym.

• W oddzia lywaniach zawieraj ↪acych wy l ↪acznie operatory kreacji b ↪adź wy l ↪acznie
operatory anihilacji w hamiltonianie na froncie świetlnym wszystkie cz ↪astki
musz ↪a mieć indywidualne p ↪edy p+ = 0. Dzieje si ↪e tak dzi ↪eki niezmienniczości
translacyjnej HQCD i nieujemności zmiennej p+. Oznacza to, że za pomoc ↪a
prostego obci ↪ecia p ↪edów p+ > δ można si ↪e pozbyć cz lonów próżniowych. Dzi ↪eki
temu uzyskujemy prost ↪a struktur ↪e stanu próżni.
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• Rol ↪e energii w sformu lowaniu na froncie świetlnym gra sk ladowa p−, która dla
cz ↪astek swobodnych o masie m ma postać

p− =
p⊥ 2 +m2

p+
. (2.2)

Jest zatem wyrażeniem nie zawieraj ↪acym pierwiastków. Fakt ten u latwia opis
procesów kreacji i anihilacji cz ↪astek, ponieważ nie ma potrzeby identyfikacji
i interpretacji stanów o ujemnych energiach. Ponadto można spe lnić relacje
komutacyjne (2.1) bez potrzeby konstruowania pierwiastka z operatora.

• W sformu lowaniu na froncie świetlnym ruch uk ladu zawsze można roz lożyć na
ruch ca lości i ruch wzgl ↪edny. Rozk lad taki nie istnieje w relatywistycznym przy-
padku w sformu lowaniu równoczasowym. Istnienie takiego rozk ladu w sformu-
 lowaniu na froncie świetlnym jest istotne, ponieważ umożliwia regularyzacj ↪e
przez ograniczenia narzucone tylko na p ↪edy wzgl ↪edne.

• Równie ważne w przypadku rozważania stanów trójcz ↪astkowych (takich jak
stan hybrydy) jest to, że na froncie świetlnym można stosować rozk lad klastro-
wy. Przez rozk lad klastrowy rozumiemy tutaj, że można roz lożyć p ↪ed cz ↪astki
na cz ↪eść p ↪edu ca lości i p ↪ed wzgl ↪edny wzgl ↪edem reszty cz ↪astek, a nast ↪epnie za-
stosować t ↪e sam ↪a metod ↪e do pozosta lych cz ↪astek. Można tego dokonać także
w przypadku relatywistycznym.

• Opis na froncie świetlnym powi ↪azany jest z opisem cz ↪astek w uk ladzie nieskoń-
czonego p ↪edu. Pozwala to nawi ↪azać do modelu partonowego.

2.2 Grupa renormalizacji dla cz
↪
astek efektywnych

2.2.1 Potrzeba regularyzacji i renormalizacji hamiltonianu

Hamiltonian kanoniczny jest operatorem źle zdefiniowanym. Dzia laj ↪ac na stany
z przestrzeni Hilberta, hamiltonian wyprowadza je z tej przestrzeni. Objawia si ↪e
to mi ↪edzy innymi przy obliczaniu operatora ewolucji. Napotykamy na problem już
przy wyliczaniu H2, które okazuje si ↪e nieskończone. Przy obliczaniu wielkości fizycz-
nych, np. przy rozwi ↪azywaniu zagadnienia w lasnego, pojawiaj ↪a si ↪e nieskończoności
wynikaj ↪ace st ↪ad, iż stany pośrednie mog ↪a mieć dowolnie wysok ↪a energi ↪e. Nieskoń-
czoności pojawiaj ↪a si ↪e także przy wyliczaniu efektywnego hamiltonianu. Problem
jest jeszcze bardziej poważny niż ten, jaki wynika jedynie z nieskończonego zakre-
su energii oddzia lywań. Mianowicie, w kanonicznej QCD oddzia lywanie rośnie, gdy
rośnie wirtualna różnica energii mi ↪edzy stanami oddzia luj ↪acych cz ↪astek przed i po
oddzia lywaniu.

Potrzebne jest zatem wprowadzenie czynników regularyzuj ↪acych. Aby ograniczyć
oddzia lywania, ż ↪adamy by przekazy p ↪edów w wierzcho lkach by ly ograniczone. Robi-
my to wprowadzaj ↪ac wierzcho lkowe czynniki regularyzuj ↪ace zwi ↪azane z operatorami
kreacji i anihilacji [12]. Dla każdego operatora kreacji i anihilacji wprowadzamy czyn-
nik ograniczaj ↪acy w danym wierzcho lku energi ↪e kinetyczn ↪a cz ↪astki zwi ↪azanej z tym
operatorem w ruchu wzgl ↪edem pozosta lych cz ↪astek w tym samym wierzcho lku. Za-
miast cz ↪astek swobodnych pos lugujemy si ↪e zatem efektywnymi cz ↪astkami, które nie
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oddzia luj ↪a gdy masa inwariantna stanu bior ↪acego udzia l w oddzia lywaniu jest dużo
wi ↪eksza od arbitralnie ustalonej skali ∆.

Wybrany w ten sposób regulator daje ograniczenie wy l ↪acznie na p ↪edy wzgl ↪ed-
ne. Dzi ↪eki temu nie jest naruszana niezmienniczość dynamiki na froncie świetlnym
wzgl ↪edem pchni ↪eć [12, 33]. Do celów regularyzacji nadfioletowej używana jest funkcja
wyk ladnicza t lumi ↪aca oddzia lywania dla wysokich energii.

Ponieważ QCD jest teori ↪a z cechowaniem, zawieraj ↪ac ↪a cz ↪astki bezmasowe, po-
jawiaj ↪a si ↪e rozbieżności dla ma lych p ↪edów pod lużnych. Rozbieżności te wyst ↪epuj ↪a
w wektorach polaryzacji gluonów oraz w cz lonach oddzia lywania natychmiastowego,
powsta lych z wyeliminowania niefizycznych stopni swobody. Potrzebny jest dodat-
kowy czynnik regularyzuj ↪acy [17, 34].

Dzi ↪eki wprowadzeniu regularyzacji otrzymuje si ↪e wyniki skończone. Aby zregu-
laryzowany hamiltonian opisywa l t ↪e sam ↪a teori ↪e co hamiltonian wyj́sciowy, nie wy-
starczy jednakże samo wprowadzenie obci ↪eć. W wyniku eliminacji stanów o ener-
gii wi ↪ekszej niż ∆ w hamiltonianie zregularyzowanym pojawiaj ↪a si ↪e kontrcz lony:
Heff = H∆ +X∆. Wyznacza si ↪e je przez ż ↪adanie, by wyniki fizyczne nie zależa ly od
regularyzacji, używaj ↪ac silnego warunku by niskoenergetyczne elementy macierzowe
hamiltonianu nie zależa ly od obci ↪ecia [12].

2.2.2 Procedura grupy renormalizacji za pomoc
↪

a transformacji podo-

bieństwa

Zależność hamiltonianu od obci ↪ecia (regularyzacji) można przeanalizować bada-
j ↪ac co dzieje si ↪e przy zmianie parametru obci ↪ecia ∆ czynnika regularyzuj ↪acego.

Metoda renormalizacji za pomoc ↪a transformacji podobieństwa polega na zna-
lezieniu transformacji unitarnej Uλ, która dzia laj ↪ac na hamiltonian powoduje je-
go cz ↪eściow ↪a diagonalizacj ↪e [10]. Ta cz ↪eściowa diagonalizacja objawia si ↪e w postaci
czynnika fλ, ograniczaj ↪acego przekaz p ↪edów w oddzia lywaniach mi ↪edzy cz ↪astkami.
Wprowadzony do teorii parametr λ o wymiarze p ↪edu lub energii (c = 1) opisuje
szerokość takiego przekszta lconego hamiltonianu jako macierzy w bazie stanów w la-
snych H0 = H −HI . Ze wzgl ↪edu na użycie transformacji unitarnej, w metodzie tej
ten sam hamiltonian wyrażany jest za pomoc ↪a innych stopni swobody.

Kontrcz lony w tym uj ↪eciu wyznacza si ↪e z ż ↪adania, aby niskoenergetyczne ele-
menty macierzowe hamiltonianu efektywnego Hλ by ly niezależne od obci ↪ecia [10].

Ponieważ transformacj ↪e podobieństwa wylicza si ↪e zazwyczaj w rachunku zabu-
rzeń, nie można uczynić szerokości hamiltonianu λ dowolnie ma l ↪a. Baza przestrzeni
stanów zbudowana ze stanów swobodnych i baza zbudowana ze stanów b ↪ed ↪acych
ścis lymi rozwi ↪azaniami zagadnienia w lasnego s ↪a powi ↪azane zależności ↪a nieperturba-
cyjn ↪a. Wiadomo też, że efektywna sta la sprz ↪eżenia gλ rośnie w QCD, gdy λ → 0
i rachunek zaburzeń stosować można do obliczenia hamiltonianu efektywnego tylko
dla λ wi ↪ekszych niż pewna skala nieperturbacyjna.

Jeśli hamiltonian można zapisać za pomoc ↪a kombinacji iloczynów operatorów
kreacji i anihilacji cz ↪astek, dzia lanie transformacji podobieństwa Uλ można rozu-
mieć jako operacj ↪e zmiany bazy w przestrzeni operatorów z bazy operatorów kreacji
i anihilacji q∞ do bazy operatorów kreacji i anihilacji qλ cz ↪astek efektywnych [11, 12],

qλ = Uλq∞U †λ . (2.3)
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Zapisanie hamiltonianu za pomoc ↪a operatorów qλ nie zmienia H jako operatora,
wi ↪ec

Hλ(qλ) = Hkanon(q∞) . (2.4)

Hamiltonian zapisany w bazie cz ↪astek efektywnych opisuje oddzia lywania o przekazie
p ↪edów ograniczonym przez czynnik wierzcho lkowy fλ.

W renormalizacji za pomoc ↪a transformacji podobieństwa zak lada si ↪e zatem, że
cz ↪astki efektywne maj ↪a te same liczby kwantowe co cz ↪astki wyst ↪epuj ↪ace w niezrenor-
malizowanym hamiltonianie wyj́sciowym. Za lożenie to zgodne jest z obserwacj ↪a, że
kwarki w lagranżjanie QCD i kwarki w modelu kwarków konstytuentnych opisywane
s ↪a przez te same liczby kwantowe.

Przy obliczaniu transformacji podobieństwa za pomoc ↪a równania różniczkowego
grupy renormalizacji czynnik wierzcho lkowy fλ powinien być funkcj ↪a g ladk ↪a. Powi-
nien on także zachowywać symetrie frontu świetlnego, co oznacza, że należy wyrazić
go za pomoc ↪a niezmienników lorentzowskich. Ponadto, aby w rachunku zaburzeń nie
pojawia ly si ↪e ma le mianowniki energetyczne, zarówno 1 − fλ, jak i dfλ/dλ powinny
znikać szybciej niż liniowo w funkcji zmiany energii przez oddzia lywanie [33].

W niniejszej pracy przyj ↪ety zosta l czynnik podobieństwa fλ dany przez funkcj ↪e
wyk ladnicz ↪a zanikaj ↪ac ↪a jak kwadrat różnicy mas inwariantnych cz ↪astek przed i po
oddzia lywaniu [33], który spe lnia przedstawione powyżej wymagania:

fλ(u, v) = exp

[

−(M2
uv −M2

vu)2

λ4
,

]

(2.5)

M2
uv w wyrażeniu (2.5) oznacza mas ↪e niezmiennicz ↪a uk ladu cz ↪astek u bior ↪acych

udzia l w oddzia lywaniu z uk ladem cz ↪astek v:

M2
uv =

[

∑

i∈u(v)

ki

]2

. (2.6)

2.3 Rola czynników podobieństwa fλ

Powstaje pytanie w jaki sposób wierzcho lkowy czynnik podobieństwa fλ w hamil-
tonianie efektywnym pozwala na usuni ↪ecie zależności wyników od skali regularyzacji,
i jak ↪a rol ↪e odgrywa ten czynnik w obliczeniach i analizie amplitudy rozpadu hybrydy.

Czynniki podobieństwa fλ, wyst ↪epuj ↪ace w zrenormalizowanym hamiltonianie, po-
woduj ↪a, że macierz hamiltonianu w bazie cz ↪astek efektywnych odpowiadaj ↪acych skali
renormalizacji λ jest macierz ↪a przydiagonaln ↪a, tzn. jej elementy macierzowe znika-
j ↪a mi ↪edzy stanami, które różni ↪a si ↪e mas ↪a inwariantn ↪a o znacznie wi ↪ecej niż λ. Dla
znalezienia wartości i stanów w lasnych takiego

”
w ↪askiego” zrenormalizowanego ha-

miltonianu zwykle1 nie potrzeba diagonalizować jego pe lnej, nieskończonej macierzy.
Wystarczy wybrać okno (patrz rysunek 2) w macierzy hamiltonianu. Diagonalizacja
takiego ma lego okna jest dużo prostsza niż diagonalizacja pe lnej macierzy. Jeśli roz-
miar okna jest odpowiednio duży w porównaniu do szerokości λ, centralne wartości

1Z wyj ↪atkiem sytuacji, gdy elementy macierzowe hamiltonianu rosn ↪a zbyt szybko wraz ze wzro-
stem energii.
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0

∆

Uλ−−−−−→

0

∆

λ

Rysunek 2: Transformacja podobieństwa dla macierzy hamiltonianu w procedurze
RGPEP.

w lasne okna zwykle zgadzaj ↪a si ↪e z wartościami w lasnymi pe lnej macierzy. W pra-
cach [35, 36] pokazano, że dla prostego ścísle rozwi ↪azywalnego modelu macierzowego
z asymptotyczn ↪a swobod ↪a, wartości w lasne okna wyliczonego w drugim rz ↪edzie ra-
chunku zaburzeń dla transformacji podobieństwa zgadzaj ↪a si ↪e z dok ladności ↪a 10%
z rozwi ↪azaniem dla ca lej macierzy, z dok ladności ↪a 1% dla 6 rz ↪edu.

Wybór okna (podhamiltonianu) otrzymuje si ↪e przez ograniczenie rozważań do
wybranych sektorów Focka i ustalonego zakresu p ↪edów. Przy za lożeniu, że pomi-
ni ↪ete sektory odseparowane s ↪a przerw ↪a energetyczn ↪a (np. zwi ↪azan ↪a z mas ↪a efektyw-
n ↪a dodatkowych cz ↪astek), ten wybór okna pozwala na wyprowadzenie przybliżenia
minimalnej liczby sk ladników. Ograniczenie to wymaga jednak odpowiednio ma lej
szerokości λ zrenormalizowanego hamiltonianu, tak, aby przerwa energetyczna po-
mi ↪edzy sektorem o minimalnej liczbie cz ↪astek a pozosta lymi sektorami Focka, które
maj ↪a być ignorowane, by la wi ↪eksza niż λ. Z drugiej jednak strony nie można za po-
moc ↪a rachunku zaburzeń wyliczyć transformacji podobieństwa dla λ zbyt ma lych,
gdyż natrafia si ↪e wtedy na obszar zagadnień nieperturbacyjnych. Zmniejszenie λ do
zera oznacza loby diagonalizacj ↪e macierzy hamiltonianu, czyli rozwi ↪azanie równania
w lasnego (równania Schroedingera), zaś zagadnienia w lasnego nie można rozwi ↪azać
za pomoc ↪a rachunku zaburzeń. Istnieje zatem granica minimalnej wielkości λ, dla
której można prowadzić obliczenia za pomoc ↪a transformacji podobieństwa wyliczonej
w rachunku zaburzeń do określonego rz ↪edu.

Okazuje si ↪e (patrz rozdzia ly 3.3 i 3.4), że czynnik fλ odgrywa znacz ↪ac ↪a rol ↪e
w spe lnianiu symetrii relatywistycznych przez amplitud ↪e rozpadu hybrydy na dwa
mezony. Dla rozpadu hybrydy dużo powyżej progu rozpadu, tzn. gdy produkty roz-
padu poruszaj ↪a si ↪e z dużymi pr ↪edkościami, niezb ↪edn ↪a symetri ↪e amplitudy rozpadu
otrzymuje si ↪e dla λ rz ↪edu 4 − 8 GeV. Dla hybrydy o minimalnej liczbie sk ladników
amplituda relatywistycznego rozpadu  lamie symetri ↪e obrotow ↪a również jeśli λ jest
bardzo duża. Wynik ten nie jest nieoczekiwany; spodziewamy si ↪e, że przybliżenie
minimalnej liczby sk ladników  lamie si ↪e gdy λ jest duże i cz ↪astki qλ zachowuj ↪a si ↪e
bardziej jak cz ↪astki pr ↪adowe niż jak w modelu cz ↪astek konstytuentnych.
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Rozdzia l 4 pokazuje, że mieszanie sektora |qλq̄λgλ〉 z innymi sektorami przestrze-
ni Focka może być odpowiedzialne za otrzyman ↪a nietypow ↪a postać stanu hybrydy.
Szerokość λ czynnika podobieństwa, rz ↪edu 5 GeV, mog laby być odpowiedzialna za
duż ↪a szerokość p ↪edow ↪a βhq funkcji falowej ruchu wzgl ↪ednego kwarku i antykwar-
ku w hybrydzie ze wzgl ↪edu na to, że para ta miesza si ↪e za pomoc ↪a oddzia lywania
HIQCDλ z czynnikiem podobieństwa fλ z innymi stanami w przestrzeni Focka, np. ze
stanem |gλgλ〉, gdy para nie ma izospinu (zapachu).
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3 Rozpad hybrydy

W rozdziale tym hybryd ↪a (mezonem hybrydowym) nazywać b ↪edziemy jedynie
stany z lożone z kwarku, antykwarku i gluonu. Podj ↪eta analiza jakościowa i ilościowa
maj ↪a na celu uzyskanie przybliżonego obrazu, który może stanowić jedynie punkt
wyj́scia do dalszych, bardziej precyzyjnych obliczeń. W podj ↪etych badaniach szuka-
my pierwszego przybliżenia niezb ↪ednego w przysz lych próbach rozwi ↪azania teorii.

Oczekuje si ↪e, że amplitudy rozpadu wzbudzeń gluonowych w hybrydowych me-
zonach z egzotycznymi liczbami kwantowymi różni ↪a si ↪e od tych charakteryzuj ↪acych
rozpad zwyk lych rezonansów mezonowych [13, 14, 37]. Przewidywania te oparte s ↪a
jednak na nierelatywistycznym obrazie kwarków konstytuentnych.

Obliczenia stanów podstawowych hybrydowych mezonów o liczbach kwantowych
JPC = 0−+, 1−+, 1−−, 2−+ przewiduj ↪a masy rz ↪edu 1.7 do 1.9 GeV [38, 39]. Oblicze-
nia na sieci dla hybrydy JPC = 1−+ przewiduj ↪a mas ↪e 1.9 GeV [18, 19] hybrydy.
Znalezione doświadczalnie stany π1(1400) oraz π1(1600) mog ↪a być stanami egzo-
tycznej hybrydy 1−+ (nie mog ↪a być one gluonium, ale mog ↪a być stanem cztero-
kwarkowym) [40]. Zaobserwowany stan π(1800) może być stanem hybrydy 0−+, lub
wzbudzonym radialnie stanem pionu [41].

Rozpad ci ↪eżkiej hybrydy produkuje lekkie mezony, poruszaj ↪ace si ↪e z pr ↪edkościa-
mi bliskimi pr ↪edkości świat la. Fenomenologiczne modele rozpadu winny zatem prze-
strzegać symetrii szczególnej teorii wzgl ↪edności.

Przy opracowywaniu modelu rozpadu hybrydy należa lo spe lniać wymagania szcze-
gólnej teorii wzgl ↪edności w klasie prostych modeli konstytuentnych ze spinem, skon-
struowanych w zgodzie z oczekiwaniami teorii na podstawie odpowiedniego hamil-
tonianu efektywnego w QCD. W opracowanym modelu zachowana zosta la symetria
wzgl ↪edem pchni ↪eć Lorentzowskich, ponieważ zosta l on zbudowany w zgodzie z za-
sadami niezmienniczej ze wzgl ↪edu na pchni ↪ecia procedury grupy renormalizacji dla
cz ↪astek efektywnych w QCD na froncie świetlnym.

Efektywny cz lon oddzia lywania w hamiltonianie, odpowiedzialny za rozpad hy-
brydy, ma t ↪e sam ↪a struktur ↪e co cz lon kwark–antykwark–gluon otrzymany przez roz-
wi ↪azanie równania grupy renormalizacji dla hamiltonianów w pierwszym rz ↪edzie
rachunku zaburzeń.

Należy zauważyć, że w zastosowanym tutaj podej́sciu symetria obrotowa w roz-
padzie hybrydy nie jest zachowywana jawnie. W dynamice na froncie świetlnym
operatory obrotu zawieraj ↪a cz lon zależny od oddzia lywania. Jak można b ↪edzie zo-
baczyć w dalszych obliczeniach, parametry modelowej funkcji falowej musz ↪a przyj-
mować specjalne wartości aby symetria ta by la zachowana. Nie znajduje natomiast
zastosowania nierelatywistyczny obraz hybrydy jako uk ladu z lożonego z kwarku,
antykwarku i ci ↪eżkiego gluonu leż ↪acego pomi ↪edzy kwarkami. Podkreślić jednak na-
leży, że istnieje alternatywny obraz, który zachowuje wymagania szczególnej teorii
wzgl ↪edności w rozpadach hybryd. W obrazie tym odleg lość pomi ↪edzy kwarkiem i an-
tykwarkiem jest dużo mniejsza niż odleg lość pomi ↪edzy gluonem a par ↪a kwarków. Jest
to tak jak gdyby hybryda by la podobna do gluonium, w którym gluon jest zast ↪apiony
przez par ↪e kwark–antykwark o ma lych rozmiarach.
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3.1 Opis rozpadu skalarnej hybrydy na dwa mezony

Opracowany w niniejszej pracy model rozpadu hybrydy, jako możliwe do roz-
ważenia pierwsze przybliżenia, jest rozszerzeniem skalarnego modelu z pracy [42].
W cytowanej pracy dla uproszczenia gluony by ly traktowane jako cz ↪astki skalarne.

Nowym elementem w obecnej pracy jest uwzgl ↪ednienie spinu gluonu konstytu-
entnego [43].

Hamiltonian oddzia lywania HIλ, opisuj ↪acy rozpad konstytuentnego gluonu, jest
wzi ↪ety bezpośrednio z LF QCD, z parametrem szerokości grupy renormalizacji λ
wzi ↪etym równym skali mas hadronowych:

HIλ = gfλψ̄λγ
µAa

µ,λt
aψλ . (3.1)

Równanie (3.1) przedstawia sk ladnik hamiltonianu, który kreuje par ↪e kwark–
antykwark z efektywnego konstytuentnego gluonu. Jest to jedyny cz lon, który daje
wk lad do obliczeń amplitudy rozpadu hybrydy. Cz lon oddzia lywania zawiera wierz-
cho lkowy czynnik kszta ltu fλ [12]

fλ = e−(M2
qq̄−m2

0g)2/λ4

. (3.2)

Niezmiennicza masa pary kwark–antykwark zosta la oznaczona przez przez Mqq̄,
zaś masa gluonu w hamiltonianie kanonicznym przez m0g. W hamiltonianie kano-
nicznym QCD, z którego wychodzimy, gluony s ↪a bozonami cechowania i s ↪a cz ↪astkami
bezmasowymi. Przyjmuje si ↪e zatem m0g = 0. Wyniki otrzymane w tej pracy okazuj ↪a
sie nieczu le na wartość masy gluonu wstawion ↪a do wzoru (3.2), w badanym zakresie
λ.

3.1.1 Funkcje falowe mezonów

Funkcja falowa mezonu qq̄ jest za lożona w postaci

|p〉 =
∑

12

∫

[12] p+δ̃(1 + 2 − p)Ψp
JPC (1, 2) b†λ1d

†
λ2|0〉 , (3.3)

gdzie czynnik Ψp
JPC (1, 2) jest iloczynem czynników kolorowych, zapachowych (izo-

spinowych), spinowych i zależnych od p ↪edu

Ψp
JPC (1, 2) = χ†c1Cpχc2

χ†i1Ipχi2
χ†s1

Sp(1, 2)χs2
ψp(1, 2) . (3.4)

W wyrażeniu (3.4) Cp = 1/
√

3 (singlet kolorowy), zaś Sp(1, 2) jest macierz ↪a 2 na 2
pomi ↪edzy dwu–komponentowymi spinorami. Dla najprostszego przypadku mezonu
o zerowym izospinie czynnik izospinowy Ip wynosi Ip = 1/

√
2 (singlet izospino-

wy). Dla neutralnego  ladunkowo mezonu izowektorowego czynnik izospinowy Ip jest
równy Ip = σ3/

√
2, zaś dla na ladowanego dodatnio (ujemnie) sk ladnika izowektora

Ip = σ+/
√

2 (odpowiednio Ip = σ−/
√

2). Symbole σi oznaczaj ↪a macierze Pauliego.
Symbol δ̃(k) oznacza 16π3 razy funkcja δ (delta Diraca) sk ladowych prostopad lych
(⊥) i pod lużnych (+) p ↪edu cz ↪astek;

δ̃(k) = 16π3 δ(k+) δ(2)(k⊥) . (3.5)
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Funkcj ↪e falow ↪a ψp(1, 2) wybieramy jako funkcj ↪e gaussowsk ↪a

ψp(1, 2) = NpNpm(~k12)Nps(k12) exp

[−k 2
12

2β2
p

]

. (3.6)

Wektor k12 jest trójp ↪edem wzgl ↪ednym kwarków w uk ladzie środka masy pary kwark–
antykwark. Jest on zdefiniowany za pomoc ↪a nast ↪epuj ↪acego warunku [44]:

k⊥12 = κ⊥12 ,

4(k 2
12 +m2

q) = M2
12 .

(3.7)

Szczegó ly obliczeń k12 opisano w przypisie C.
Funkcje p ↪edów Npm i Nps w (3.6) s ↪a dodane arbitralnie. Jedn ↪a z możliwości jest

przyj ↪ecie ich tożsamościowo równych jedności. W tym przypadku ca lki po p ↪edach
zawieraj ↪a pe ln ↪a relatywistyczn ↪a miar ↪e ca lkowania i pe ln ↪a struktur ↪e czynników spino-
wych. W szczególności, normalizacja stanu mezonu dana jest przez iloczyn kwadratu
gaussowskiej funkcji falowej, czynnika powsta lego z relatywistycznej miary ca lkowa-
nia w przestrzeni p ↪edów oraz z lożonego czynnika zależnego od spinu.

Alternatywnym rozwi ↪azaniem jest przyj ↪ecie takich funkcji Npm i Nps aby ska-
sować wspomniane z lożone czynniki, przynajmniej w mierze ca lkowania mezonu.
Warunek normalizacji ma postać

〈p|p′〉 = p+δ̃(p− p′) . (3.8)

Kiedy zarówno czynnik zwi ↪azany z miar ↪a ca lkowania jak i czynnik zwi ↪azany ze spi-
nem s ↪a kasowane odpowiednio przez Npm (miara) i Nps (spin), czynnik normalizacji
sprowadza si ↪e do zwyk lej ca lki funkcji gaussowskiej w nierelatywistycznej mechanice
kwantowej.

Należa lo ustalić jak silnie wi ↪ezy symetrii relatywistycznych na lożone na amplitu-
d ↪e rozpadu hybrydy zależ ↪a od postaci czynników Npm i Nps (wyrażenia na wszystkie
czynniki N s ↪a podane w przypisie C). Przypadki, które b ↪ed ↪a rozważane, s ↪a ozna-
czone odpowiednio jako N = 1 (w pe lni relatywistyczna, skomplikowana funkcja
falowa modelu) oraz N 6= 1 (z uwzgl ↪ednieniem podanych tutaj postaci czynników
N , prowadz ↪acych do prostych ca lek w warunku normalizacji (3.8)).

Dla mezonów o liczbach kwantowych JPC = 0++ użyto nast ↪epuj ↪acego czynnika
spinowego:

χ†s1
Sp(1, 2)χs2

= ū1v2 , (3.9)

gdzie u1 i v2 oznaczaj ↪a spinory Diraca dla kwarków.
Dla mezonów pseudoskalarnych o liczbach kwantowych JPC = 0−+ czynnik spi-

nowy ma postać:
χ†s1

Sp(1, 2)χs2
= ū1γ

5v2 . (3.10)

Wyst ↪epuj ↪ace w (3.9) i w (3.10) spinory frontowe opisane s ↪a w przypisie B (wzo-
ry (B.1)).

Opracowany tutaj model stanów mezonowych wymaga komentarzy dotycz ↪acych
użytych oznaczeń i parametrów modelu. Po pierwsze, użyte określenie mezon b ozna-
cza, że mezon jest wzgl ↪ednie ci ↪eżki (o masie porównywalnej z masami mezonu b1 lub



22 3. Rozpad hybrydy

η(1295)). Spin mezonu b przyj ↪ety zosta l równy zero; uwzgl ↪ednione zosta ly tylko naj-
prostsze przypadki skalara i pseudoskalara. Nie opisywany by l zatem spin prawdzi-
wych mezonów b1. W rozważanym modelu parametry mezonu b nie s ↪a ograniczone
przez konieczność przyj ↪ecia parametrów jakiegokolwiek prawdziwego mezonu. Pa-
rametry te pozostawiamy swobodne (w sensownym zakresie wartości) aby zbadać
jakie, jeśli w ogóle, wartości parametrów mog ↪a dać amplitud ↪e rozpadu zachowuj ↪ac ↪a
odpowiednie symetrie obrotowe.

Ta sama uwaga dotyczy stanu lekkiego mezonu, oznaczonego tutaj jako mezon
p, który może mieć mas ↪e tak ma l ↪a jak pion (mezon π).

3.1.2 Funkcja falowa hybrydy

W opracowywanym modelu stanu hybrydy o liczbach kwantowych JPC = 0++

przyj ↪eto jako

|h〉 =
∑

123

∫

[123] h+δ̃(1 + 2 + 3 − h)Ψh
JPC (1, 2, 3) b†λ1d

†
λ2a
†
λ3|0〉 . (3.11)

Operator kreacji a†λ3 dla efektywnego (konstytuentnego) gluonu, odpowiadaj ↪acego
skali λ, niesie spin, a funkcja falowa Ψh

JPC (1, 2, 3) zależy od tego spinu. Gluon konsty-
tuentny ma efektywn ↪a mas ↪e mg. Funkcja falowa hybrydy jest iloczynem czynników
kolorowych, zapachowych oraz gaussowskiej funkcji p ↪edu wzgl ↪ednego trzech cz ↪astek:

ΨJPC (1, 2, 3) = χ†c1C
c3
h χc2 χ

†
i1
Ihχi2

χ†s1
Sh(1, 2, 3)χs2

ψh(1, 2, 3) . (3.12)

W (3.12) czynnik kolorowy wynosi Cc3
h = tc3/2. Czynnik izospinowy dla najprostsze-

go przypadku izoskalarnej hybrydy jest równy Ih = 1/
√

2 (jak dla mezonu). Dla hy-
brydy b ↪ed ↪acej sk ladnikiem wektora izospinowego, czynnik izospinowy Ih w (3.12) da-
ny jest takim wyrażeniem jak odpowiedni czynnik izospinowy Ip dla mezonu w (3.4).

Zak ladamy, że czynnik zależny od p ↪edu (funkcja falowa hybrydy) daje si ↪e przed-
stawić w postaci klastrowej [16]

ψh(1, 2, 3) = Nh Nhm(~kq, ~kg) Nhs(~kq, ~kg) exp

[

−~k 2
q

2β2
hq

]

exp

[

−~k 2
g

2β2
hg

]

, (3.13)

z gaussowsk ↪a funkcj ↪a p ↪edów wzgl ↪ednych. Tutaj ~kq oznacza trójp ↪ed wzgl ↪edny [44]
kwarku wzgl ↪edem antykwarku w uk ladzie środka masy pary kwark–antykwark, zaś
~kg jest trójp ↪edem wzgl ↪ednym gluonu wzgl ↪edem pary kwark–antykwark (zobacz przy-
pis C). Konstrukcja użyta w niniejszej pracy opiera si ↪e na w lasnościach dynamiki
na froncie świetlnym; na froncie świetlnym rozdzia l p ↪edów na p ↪ed ca lości i p ↪ed
wzgl ↪edny oraz rozk lad klastrowy p ↪edów wzgl ↪ednych jest dobrze zdefiniowany także
w przypadku relatywistycznym.

Opcjonalne dodatkowe czynniki Nhm i Nhs mog ↪a, jak dla mezonów, być przy-
j ↪ete równe jedności lub wybrane tak, iż równanie normalizacji hybrydy przyjmuje
znan ↪a postać nierelatywistyczn ↪a. Przypadek oznaczony za pomoc ↪a symbolu N = 1
odnosi si ↪e do wyboru Npm, Nps, Nbm, Nbs w funkcjach falowych mezonów, oraz Nhm

i Nhs w funkcji falowej hybrydy tożsamościowo równych jedności. Przypadek N 6= 1
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oznacza Npm, Nps, Nbm, Nbs, Nhm i Nhs dobrane tak by odpowiednio równania nor-
malizacji stanu mezonu i równanie normalizacji stanu hybrydy przyj ↪e ly znana postać
nierelatywistyczn ↪a.

Najprostszy czynnik spinowy dla skalarnej hybrydy, który móg l być rozważany
w teorii relatywistycznej, ma postać:

χ†1Sh(1, 2, 3)χ2 = ū1γµε
µ
3v2 , (3.14)

gdzie ε3 jest czterowektorem polaryzacji gluonu. Przypadek ten b ↪edzie oznaczany
jako ’uev’. Dla efektywnego gluonu w cechowaniu frontowym A+ ≡ 0, wektor pola-
ryzacji przedstawia si ↪e nast ↪epuj ↪aco:

εµ
kσ =

(

ε+
kσ = 0, ε−kσ =

2k⊥ε⊥σ
k+

, ε⊥kσ = ε⊥σ

)

. (3.15)

Suma po wszystkich polaryzacjach (2 stanach spinowych) gluonu jest równa:

∑

σ

εµ
k3σε

∗ ν
k3σ = −gµν +

kµ
3g

+ν + g+µkν
3

k+
3

. (3.16)

W powyższym wyrażeniu sk ladowa k−3 p ↪edu gluonu jest taka sama jak dla gluonów
bezmasowych, tzn. k−3 = k⊥ 2

3 /k+
3 .

Alternatywnym wyrażeniem na czynnik spinowy, uwzgl ↪edniaj ↪acym nieabelowość
grupy cechowania, ale niekoniecznie lepszym z punktu widzenia teorii dynamicznej
niż czynnik dany równaniem (3.14), jest

χ†s1
Sh(1, 2, 3)χs2

= ū1γµv2G
µνPν , (3.17)

gdzie Gµν = kµ
3 ε

ν
kσ − kν

3ε
µ
kσ, zaś P = k1 + k2 + k3. Wyrażenia takie wyst ↪epuj ↪a przy

opisie gluonu w obliczeniach na sieci dla hybrydy, zobacz np. [45, 46, 21].
Czterowektor εν

kσ jest wektorem polaryzacji bezmasowego bozonu cechowania.
Ale k−3 może być wyliczana jak gdyby masa gluonu wynosi la 0, lub używaj ↪ac para-
metru mg (efektywnej masy gluonu); nie wiemy która z tych możliwości jest bar-
dziej realistyczna w teorii dynamicznej. Przypadek dla którego do wzoru k−3 =
(k⊥ 2

3 + m2
g)/k+

3 zosta la wstawiona nieznana efektywna masa gluonu mg oznaczamy
jako ūGPv.

Rozważane zosta ly także alternatywne wersje czynnika spinowego (3.17), w któ-
rych obliczamy k−3 (sk ladow ↪a − p ↪edu gluonu) jak gdyby masa gluonu powinna być
wstawiona 0 w Gµν i/lub w P ν. Przypadki te zosta ly oznaczone odpowiednio jako
ūG̃P̃ v, ūGP̃v, i ūG̃Pv. Znak tyldy nad odpowiednim symbolem oznacza że wsta-
wiamy mg = 0 w obliczaniu k−3 w czynniku oznaczonym za pomoc ↪a tyldy.

Należy przy tym zauważyć, że sk ladowa k−3 = (k⊥ 2
3 + m2

g)/k+
3 p ↪edu gluonu nie

daje wk ladu do iloczynu k3εkσ dla wybranego cechowaniu, oraz że podgrupa trans-
formacji Poincaré, która zachowuje hiperp laszczyzn ↪e frontu świetlnego, zachowuje
także warunek cechowania A+ ≡ 0. Oznacza to, że nadanie masy efektywnemu
gluonowi w stanie hybrydy nie jest sprzeczne z wyborem cechowania. Jest to waż-
ne spostrzeżenie, gdyż inaczej rozpatrywany w niniejszej pracy model hybrydy nie
mia lby sensu.
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3.2 Obliczenia numeryczne amplitudy rozpadu hybrydy

Zbadane zosta ly symetrie relatywistyczne amplitudy rozpadu hybrydy dla róż-
nych przypadków wyboru szczegó lów modelu. Obliczenia zosta ly przeprowadzone
z uwzgl ↪ednieniem różnych czynników spinowych mezonów (rozpad na skalary (3.9)
lub pseudoskalary (3.10)), różnego wyboru czynnika spinowego dla hybrydy (naj-
prostszy (3.14) albo alternatywny (3.17)), oraz dla różnego wyboru ekstra czynni-
ków N . Zbadano czy wyniki analizy symetrii rozpadu zależ ↪a od podanych szczegó lów
modelu i określono charakterystyki, które s ↪a uniwersalne (nie zależ ↪a od tych szcze-
gó lów). Szczegó ly obliczeń s ↪a podane w przypisie C.

Postać czynników spinowych we wzorze na amplitud ↪e rozpadu hybrydy, oraz
postaci opcjonalnych dodatkowych czynników normalizuj ↪acych Nps, Nbs, Nhs zosta ly
wyliczone za pomoc ↪a dwóch różnych metod: za pomoc ↪a spinorów dwusk ladnikowych
z przypisu B i za pomoc ↪a śladów macierzy 4 x 4. Sprawdzono, że obie metody daj ↪a
takie same wyniki.

Sześciowymiarowe ca lkowanie, potrzebne do wyliczenia amplitudy rozpadu, zo-
sta lo wyliczone za pomoc ↪a ca lkowania Monte Carlo (używaj ↪ac procedury vegas [47,
48]). Obliczenia amplitudy rozpadu zosta ly wykonane za pomoc ↪a dwu osobnych
programów: jeden w Fortranie, drugi w C korzystaj ↪acy z GNU Scientific Library
(GSL) [49]. Daj ↪a one takie same wyniki, z dok ladności ↪a do oszacowania b l ↪edu obli-
czeń metody vegas (odchylenia standardowego podawanego przez t ↪a metod ↪e), które
jest rz ↪edu 10−3.

Minimalizacja zależności amplitudy rozpadu od k ↪ata θ zosta la wykonana za po-
moc ↪a procedury lokalnej minimalizacji wielowymiarowej Powella [50], lub za pomoc ↪a
metody globalnej minimalizacji wielowymiarowej za pomoc ↪a procedury adaptywne-
go symulowanego wyżarzania (Adaptive Simulated Annealing – ASA) [51, 52].

3.3 Relatywistyczna niezmienniczość amplitudy rozpadu hy-

brydy

Amplituda rozpadu skalarnej hybrydy, o liczbach kwantowych JPC = 0++ na
dwa (pseudo)skalarne mezony (o liczbach kwantowych JPC = 0++ lub JPC = 0−+)
powinna być sferycznie symetryczna. Model konstytuentny na froncie świetlnym
wprowadza jednakże zależność amplitudy rozpadu od k ↪ata θ (k ↪ata pomi ↪edzy osi ↪a
z a kierunkiem ruchu lekkiego mezonu). Ten efekt jest cen ↪a jak ↪a p laci si ↪e za nie-
zmienniczość ze wzgl ↪edu na pchni ↪ecia Lorentza. Zosta l on odkryty i zbadany dla
skalarnych gluonów w [42].

Rysunek 3 ilustruje jak silnie  lamana jest symetria obrotowa w obliczeniach roz-
padu na dwa skalarne mezony (czynniki spinowe ūv), gdy masa lekkiego mezonu
zmienia si ↪e od 664 MeV do 138 MeV. Na tym rysunku, wyst ↪epuj ↪ace w funkcjach
falowych czynniki Nhm, Nhs, Nbm, Nbs, Npm, i Nps s ↪a dobrane tak, aby dać nierelaty-
wistyczn ↪a postać ca lek w warunkach normalizacji. W przypadku gdy masa lekkiego
mezonu jest równa 664 MeV, masa hybrydy mh jest tuż powyżej progu mb+mp i pro-
dukty rozpadu prawie nie poruszaj ↪a si ↪e. Model konstytuentny na froncie świetlnym
daje wtedy amplitud ↪e, która nie zależy od k ↪ata θ.

W przypadku gdy masa lekkiego mezonu równa jest 138 MeV, co odpowiada
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Rysunek 3: Zależność amplitudy rozpadu hybrydy z uwzgl ↪ednieniem różnych mas
lekkiego mezonu mp. Na wykresie a) czynnik spinowy jest równy ūγµvεµ (ozn. ū/εv),
zaś na wykresie b) czynnik spinowy jest dany wzorem ūγµvGµνP

ν
123 (ozn. ūGPv).

W obydwu przypadkach hybryda rozpada si ↪e na dwa skalarne mezony o liczbach
kwantowych JPC = 0++ (o czynnikach spinowych ūv). Funkcja falowa modelu zawie-
ra czynniki Nps, Npm, Nbs, Nbm i Nhs, Nhm które zapewniaj ↪a iż funkcje podca lkowe,
pojawiaj ↪ace si ↪e w warunkach normalizacji, maj ↪a nierelatywistyczn ↪a postać prostych
funkcji gaussowskich (przypadek N 6= 1). Parametry funkcji falowych s ↪a podane
w pierwszej kolumnie tabeli 1 na stronie 28.
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Rysunek 4: Jak na rysunku 3; wartość czynnika N = 1.
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Rysunek 5: Jak na rysunku 3, przy za lożeniu rozpadu hybrydy na dwa pseudoska-
larne mezony o JPC = 0−+ (o czynnikach spinowych ūγ5v).
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Rysunek 6: Jak na rysunku 3, z uwzgl ↪ednieniem  l ↪acznego efektu zmian z wykresu 4
i 5, tzn. N = 1 i przy za lożeniu rozpadu hybrydy na dwa mezony pseudoskalarne.

masie mezonów π, masa hybrydy jest wysoko powyżej progu, i lekki mezon osi ↪aga
pr ↪edkości relatywistyczne. W tym przypadku wyliczona amplituda zależy od k ↪ata θ
w nieakceptowalnym stopniu. Efekt ten jest spowodowany faktem, że kiedy wylatu-
j ↪acy lekki mezon leci wzd luż osi z z pr ↪edkości ↪a blisk ↪a pr ↪edkości świat la, musi on być
zbudowany z kwarków, które maj ↪a bardzo ma ly p ↪ed pod lużny k+, a takie kwarki s ↪a
t lumione w przypadku funkcji falowych hybrydy przyj ↪etych w obliczeniach.

Wartości użytych do obliczeń parametrów s ↪a podane w pierwszej kolumnie tabe-
li 1 na stronie 28. Rysunki 4 do 6 ilustruj ↪a ten sam efekt co rysunek 3, lecz z wszyst-
kimi czynnikami Nhm, Nhs, Nbm, Nbs, Npm, i Nps równymi 1, lub dla rozpadu na
dwa mezony pseudoskalarne (JPC = 0−+), lub też dla przypadku gdy obydwa te wa-
runki wyst ↪epuj ↪a razem. Aby spe lnić wi ↪ezy szczególnej teorii wzgl ↪edności, amplituda
rozpadu powinna być niezależna od k ↪ata θ.

Ogólnie,  lamanie symetrii obrotowej jest rezultatem tego, że modelowe funkcje
falowe nie s ↪a ograniczone dynamicznie przez teori ↪e relatywistyczn ↪a, leż ↪ac ↪a u podstaw
obliczeń. Opracowany model jest rozs ↪adny, przez co rozumie si ↪e, że:

(1) stany mezonów s ↪a opisane za pomoc ↪a dobrze zdefiniowanych stopni swobody,
pojawiaj ↪acych si ↪e w zrenormalizowanym hamiltonianie Hλ w QCD na froncie
świetlnym z ma lym parametrem λ grupy renormalizacji za pomoc ↪a transformacji
podobieństwa dla cz ↪astek efektywnych,

(2) symetria ze wzgl ↪edu na pchni ↪ecia Lorentzowskie jest zachowana ścísle,

(3) rozpad hybrydy jest powodowany przez cz lon oddzia lywania w zrenormalizowa-
nym hamiltonianie QCD.

Najbardziej w ↪atpliwe w modelu jest za lożenie, że ma la liczba sk ladników wystar-
czy do zbudowania rozwi ↪azania na pod lożu teorii relatywistycznej. W opracowanym
modelu liczba sk ladników jest najmniejsza z możliwych.

Można by loby przypuszczać, że zachowanie symetrii obrotowej w przedstawio-
nym modelu nie b ↪edzie możliwe. By loby to wynikiem faktu, że w dynamice na froncie
świetlnym symetria obrotowa jest symetri ↪a dynamiczn ↪a, tzn. zależy od oddzia lywa-
nia. Oddzia lywania mog ↪a zatem zmienić liczb ↪e cz ↪astek (sk ladników).
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Rysunek 7: Amplituda rozpadu hybrydy w funkcji k ↪ata θ dla czterech przypadków:
a) ū/εv, N 6= 1 (druga kolumna tabeli 1 na nast ↪epnej stronie), b) ū/εv, N = 1 (trzecia
kolumna tabeli 1), c) ūGPv, N 6= 1 (czwarta kolumna tabeli 1), d) ūGPv, N = 1
(pi ↪ata kolumna tabeli 1). Rozpad na dwa skalarne mezony JPC = 0++.

Na rysunkach 3 do 6 jest widoczne, że wszystkie testowane modele bardzo dobrze
zachowuj ↪a symetri ↪e obrotow ↪a w przypadku rozpadów nierelatywistycznych (na dwa
ci ↪eżkie mezony). Natomiast w przypadku rozpadów relatywistycznych, wszystkie
modele zawodz ↪a. (Rozpady na pseudoskalary  lami ↪a symetri ↪e odrobin ↪e mniej. Wyni-
ka to st ↪ad, że pseudoskalary s ↪a zdominowane w funkcjach falowych przez czynniki
nierelatywistyczne, to znaczy niezależne od p ↪edu).

Nasuwa lo si ↪e zatem pytanie, czy wyniki te oznaczaj ↪a, że wszystkie modele oparte
na za lożeniu najmniejszej możliwej liczby sk ladników nie mog ↪a spe lniać symetrii
relatywistycznych?

Odpowiedź na to ważne pytanie brzmi nie. Model konstytuentny z minimaln ↪a
liczb ↪a sk ladników nie musi być b l ↪edny. Ze wzgl ↪edu na to, że symetria obrotowa
w rozważanym podej́sciu jest symetri ↪a dynamiczn ↪a, nie jest jednoznacznie wiado-
me czy parametry podane w pierwszej kolumnie tabeli 1 (strona 28) odpowiadaj ↪a
rozwi ↪azaniu teorii relatywistycznej.

Za lóżmy, że inny zestaw parametrów powinien być użyty w rozs ↪adnym modelu,
który przybliża rozwi ↪azanie teorii relatywistycznej. Czy można znaleźć zestaw war-
tości parametrów funkcji falowych modelu konstytuentnego, dla których otrzymamy
wymagan ↪a symetri ↪e obrotow ↪a? Odpowiedź jest pozytywna. Równocześnie jednak
znaleziony zestaw wartości parametrów wskazuje na nowy obraz hybryd. Obraz ten
wygl ↪ada na ogólny, w tym znaczeniu, że jego dominuj ↪ace w lasności nie zależ ↪a od tego
w jaki sposób uwzgl ↪edniamy spin gluonu i spiny kwarków. Przeprowadzone badania
numeryczne dostarczaj ↪a przyk ladów modeli z najmniejsz ↪a liczb ↪a sk ladników, w któ-
rych symetria obrotowa jest zachowana z dobr ↪a dok ladności ↪a. Zachodzi to wówczas,
gdy pozwolimy by wartości parametrów w funkcjach falowych i wartość czynnika
skali λ RGPEP w hamiltonianie ulega ly zmianie. Bezwzgl ↪ednie należy jednak pa-
mi ↪etać, że liczba zmiennych parametrów w rozważanej klasie modeli wynosi 7, co
daje duż ↪a liczb ↪e przypadków do sprawdzenia. Każdy z tych przypadków wymaga
6–wymiarowego ca lkowania dla każdej wartości k ↪ata θ.

Na rysunku 7 widoczne jest jak dobrze może być odtworzona symetria obrotowa
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Rys. # 3–6a,b 7a 7b 7c 7d hs
mh 1.9 s s s s s
mb 1.235 s s s s s
mp zmienne 0.1375 s s s s
mq 0.3 0.68 0.75 0.67 0.87 0.365
mg 0.8 2.6 1.4 3.7 1.3 1.63
βp 0.4 0.19 0.34 0.14 0.21 0.375
βb 0.4 0.77 1.2 1.0 0.96 0.719
βhg 1.0 0.28 0.31 0.31 0.52 0.60
βhq 1.0 3.8 4.4 3.8 7.5 4.61
λ 10000 4.8 4.4 4.4 4.4 4.49

Tabela 1: Parametry funkcji falowych (w GeV), użyte w obliczeniach przedstawio-
nych na rysunkach 3–7 (pos lużono si ↪e t ↪a sam ↪a notacj ↪a co w pracy [42]). Symbol s
oznacza że parametr ma t ↪e sam ↪a wartość co w s ↪asiedniej kolumnie z lewej strony.
Kolumny 7a–d zawieraj ↪a wyniki lokalnej minimalizacji za pomoc ↪a metody Powel-
la [50], obliczone startuj ↪ac z wartości danych w ostatniej kolumnie (oznaczonej

”
hs”);

jest ona taka sama jak odpowiednia kolumna w tabeli I w pracy [42].

przez wybranie innego zestawu wartości parametrów w funkcjach falowych (para-
metry odpowiadaj ↪ace rys. 7 s ↪a podane w kolumnach 7a–d tabeli 1). Krzywe

”
a”

i
”
b” przedstawiaj ↪a amplitud ↪e rozpadu hybrydowego mezonu z czynnikiem spino-

wym danym równaniem (3.14) (przypadek oznaczony ū/εv). Krzywe
”
c” i

”
d” na tym

samym rysunku przedstawiaj ↪a amplitud ↪e rozpadu dla hybrydy z czynnikiem spino-
wym danym równaniem (3.17) (przypadek oznaczony ūGPv). Wartości parametrów
zestawione s ↪a w trzeciej kolumnie tabeli 1. Krzywe

”
a” i

”
c” s ↪a wynikiem obliczeń

przy N 6= 1, zaś krzywe
”
b” i

”
d” dla N = 1.

Optymalny wybór parametrów uzyskanych z wymagania warunku symetrii ob-
rotowej zawiera βp oko lo dwa razy mniejsze niż startowa wartość 0.4 GeV. Wielkość
βp rz ↪edu 0.4 GeV odpowiada rozmiarowi prawdziwego mezonu π (powrócimy do te-
go zagadnienia później). Możliwe jest zatem znalezienie innych zestawów wartości
parametrów z jeszcze mniejszymi βp i znacz ↪aco mniejszymi masami kwarków. T↪e
w lasność odkryto już w pracy [42]. Przypadki pokazane tutaj zosta ly uzyskane przez
zastosowanie lokalnej metody minimalizacji wielowymiarowej Powella [50], startuj ↪ac
z zestawu parametrów oznaczonego jako hs (od

”
heavy-scalar”) znalezionego w mo-

delu skalarnym w pracy [42]. Wprowadzone oznaczenie odpowiada wzgl ↪ednie ci ↪eżkim
cz ↪astkom skalarnym, które odgrywa ly rol ↪e kwarków w [42].

Wyniki badań opisane w niniejszej pracy charakteryzuj ↪a si ↪e wzgl ↪ednie dobrym
zachowaniem symetrii sferycznej, w porównaniu z innymi lokalnymi minimami, które
bylísmy w stanie zidentyfikować. Wybieraj ↪ac minimum optymalne z różnych możli-
wych minimów lokalnych, kierowalísmy si ↪e warunkiem aby sferycznie symetryczna
amplituda rozpadu hybrydy w danym minimum nie by la wiele rz ↪edów mniejsza niż
amplituda dla przypadku parametrów podanych w pierwszej kolumnie tabeli 1. Na-
leży jednak zauważyć, że amplitudy na rysunku 7 s ↪a w rzeczywistości o pe len rz ↪ad
mniejsze niż na rysunkach 3–6. Fakt ten wskazuje jak ważne mog ↪a być wi ↪ezy szczegól-
nej teorii wzgl ↪edności dla analizy danych doświadczalnych. Należy także zaznaczyć,
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że wielkość sta lej sprz ↪eżenia w hamiltonianie oddzia lywania jest ustalona jak w [42]
i nie ulega la zmianom przy znajdywaniu wartości parametrów.

parametr mq mg βp βb βhg βhq λ
min 0.1 0.5 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
max 0.6 2.0 0.8 1.6 2.0 8.0 8.0

Tabela 2: Ograniczenia na wartości parametrów funkcji falowych (w GeV), użytych
nast ↪epnie w procedurze minimalizacji globalnej za pomoc ↪a adaptatywnego symulo-
wanego wyżarzania ASA (Adaptive Simulated Annealing) [51, 52].

Jest oczywiste, że nieukierunkowana i nieograniczona co do wartości parame-
trów minimalizacja  lamania symetrii jest uproszczonym podej́sciem. Minimalizacja
powinna uwzgl ↪edniać znane wi ↪ezy, w tym ograniczenia takie jak średnica mezonu
p, oraz możliwie jak najwi ↪ecej ograniczeń dynamicznych. Ale nie znamy dynamiki
minimalnej liczby sk ladników i naszym celem jest jej oszacowanie. Należy uważać
na to, w jaki sposób wyliczane s ↪a te ograniczenia, w tym czy wyliczenia spe lniaj ↪a
ograniczenia szczególnej teorii wzgl ↪edności.

Najprostsz ↪a i najmniej ograniczaj ↪ac ↪a metod ↪a zadania ograniczeń w testowanych
modelach jest po prostu ograniczenie wartości każdego z parametrów do ustalonego
zakresu wokó l wartości, które uznajemy za rozs ↪adne. Takie najs labsze ograniczenia
wartości parametrów zaadoptowane do opisanych minimalizacji s ↪a podane w tabeli 2.

Dokonana zosta la globalna minimalizacja odst ↪epstw symetrii obrotowej, przy
użyciu różnych oszacowań na odst ↪epstwo amplitudy rozpadu od funkcji sferycznie
symetrycznej (sta lej w funkcji k ↪ata θ). Jednym z tych oszacowań jest odchylenie stan-
dardowe od wielkości średniej, czyli suma kwadratów odleg lości od średniej (ozna-
czona symbolem

”
stddev” na rysunkach w przypisie D). Drugim kryterium osza-

cowania by lo maksimum z wartości bezwzgl ↪ednej odchylenia od wartości średniej
(oznaczone

”
maxdev” w przypisie D). Obydwa te kryteria by ly mierzone wzgl ↪edem

średniej amplitudy rozpadu. Globalna minimalizacja w za lożonym zakresie parame-
trów (tabela 2) wykonana zosta la za pomoc ↪a metody adaptatywnego symulowanego
wyżarzania ASA [51, 52] (Adaptive Simulated Annealing).

Rysunek 8 przedstawia wyniki uzyskane przy użyciu czynnika spinowego hybrydy
danego równaniem (3.14): krzywa

”
a” dla przypadku N 6= 1 i krzywa

”
b” dla przy-

padku N = 1; oraz czynnika spinowego danego równaniem (3.17): krzywa
”
c” dla

przypadku N 6= 1 i krzywa
”
d” dla przypadku N = 1. Wszystkie obliczenia dotycz ↪a

rozpadu na dwa mezony skalarne (o czynnikach spinowych ūv). Czynniki N maj ↪a
znacz ↪acy wp lyw na rz ↪ad wielkości amplitud i mog ↪a skompensować lub dramatycznie
zwi ↪ekszyć efekt zmiany czynników spinowych. Oznacza to że najprawdopodobniej
nie powinno si ↪e ufać modelom hybryd opartym wy l ↪acznie na intuicjach nierelatywi-
stycznych.

Wyniki rozpadu na dwa pseudoskalarne mezony JPC = 0−+ (o czynniku spi-
nowym ūγ5v s ↪a przedstawione na rysunku 10. Odpowiednie wartości parametrów
funkcji falowych s ↪a podane w tabeli 5. Analogicznie, rysunki 9 i 11 ilustruj ↪a wyniki
uzyskane przy alternatywnych wyborach czynnika spinowego hybrydy danego równa-
niem (3.17) (przypadki oznaczone jako ūGPv, ūG̃Pv i ūG̃P̃ v, patrz rozdzia l 3.1.2).
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Rysunek 8: Amplituda rozpadu hybrydy na dwa skalarne mezony JPC = 0++

w funkcji kata θ dla przypadków: a) ū/εv, N 6= 1 (pierwsza kolumna tabeli 3), b)
ū/εv, N = 1 (druga kolumna tabeli 3), c) ūGPv, N 6= 1 (trzecia kolumna tabeli 3),
d) ūGPv, N = 1 (czwarta kolumna tabeli 3).

Fig. # 8a 8b 8c 8d
spin ū/εv ū/εv ūGPv ūGPv
N N 6= 1 N = 1 N 6= 1 N = 1

mh 1.9 s s s
mb 1.235 s s s
mp 0.1375 s s s
mq 0.152 0.21 0.17 0.155
mg 1.28 1.07 1.70 1.90
βp 0.132 0.219 0.1 0.1
βb 0.320 0.536 0.321 0.371
βhg 0.766 1.05 0.267 0.263
βhq 8.0 7.83 4.59 5.73
λ 7.68 6.13 2.86 7.98

Tabela 3: Optymalne wartości parametrów funkcji falowych w GeV dla rozpadu
hybrydy na dwa mezony JPC = 0++. S ↪a to wyniki globalnej minimalizacji za po-
moc ↪a procedury ASA. Minimalizowane by lo wzgl ↪edne standardowe odchylenie od
średniej wartości amplitudy, dla parametrów z zakresów danych w tabeli 2. Uzyska-
ne amplitudy s ↪a przedstawione na rysunku 8. Liczby zapisane pogrubionym fontem
odpowiadaj ↪a granicy dozwolonego zakresu zmienności parametrów.
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Rysunek 9: Amplituda rozpadu hybrydy na dwa skalarne mezony JPC = 0++ w funk-
cji k ↪ata θ, dla przypadków: a) ūGPv z N 6= 1, b) ūGPv z N = 1, c) ūG̃Pv z N 6= 1,
d) ūG̃Pv z N = 1, e) ūG̃P̃ v z N 6= 1, f) ūG̃P̃ v z N = 1. Wartości parametrów s ↪a
podane w tabeli 4.

Rys. # 9a 9b 9c 9d 9e 9f

spin ūGPv ūGPv ūG̃Pv ūG̃Pv ūG̃P̃ v ūG̃P̃ v
N N 6= 1 N = 1 N 6= 1 N = 1 N 6= 1 N = 1

mh 1.9 s s s s s
mb 1.235 s s s s s
mp 0.1375 s s s s s
mq 0.17 0.155 0.373 0.1 0.214 0.268
mg 1.70 1.90 1.82 2.0 1.82 1.46
βp 0.1 0.1 0.286 0.1 0.211 0.411
βb 0.321 0.371 0.209 1.23 0.365 0.470
βhg 0.267 0.263 0.565 1.02 0.244 0.434
βhq 4.59 5.73 4.44 8.0 7.60 3.22
λ 2.86 7.98 3.57 8.0 4.11 3.86

Tabela 4: Optymalne wartości parametrów funkcji falowych w GeV dla rozpadu hy-
brydy na dwa mezony JPC = 0++. S ↪a to wyniki globalnej minimalizacji za pomoc ↪a
procedury ASA. Minimalizowane by lo wzgl ↪edne standardowe odchylenie od śred-
niej wartości amplitudy, dla parametrów z zakresów danych w tabeli 2. Uzyskane
amplitudy s ↪a pokazane na rysunku 9. Różne kolumny odpowiadaj ↪a różnym wybo-
rom alternatywnego czynnika spinowego dla hybrydy. Liczby zapisane pogrubionym
fontem odpowiadaj ↪a granicy dozwolonego zakresu zmienności parametrów.
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Rysunek 10: Amplituda rozpadu hybrydy na dwa pseudoskalarne mezony JPC =
0−+, o czynnikach spinowych ūγ5v, w funkcji k ↪ata θ (oznaczenia jak na rysun-
ku 8). Optymalne wartości parametrów funkcji falowych zestawione s ↪a w odpowied-
nio oznaczonych kolumnach tabeli 5.

Fig. # 10a 10b 10c 10d
spin ū/εv ū/εv ūGPv ūGPv
N N 6= 1 N = 1 N 6= 1 N = 1

mh 1.9 s s s
mb 1.235 s s s
mp 0.1375 s s s
mq 0.15 0.16 0.18 0.19
mg 1.08 0.88 1.69 1.79
βp 0.21 0.25 0.16 0.22
βb 0.59 0.59 0.42 0.30
βhg 0.59 0.72 0.68 0.47
βhq 2.40 2.62 6.96 6.80
λ 3.97 3.71 2.29 2.39

Tabela 5: Optymalne wartości parametrów funkcji falowych (w GeV) dla rozpadu
hybrydy na dwa mezony pseudoskalarne JPC = 0−+. S ↪a to wyniki minimalizacji
globalnej za pomoc ↪a procedury ASA. Minimalizowane zosta lo wzgl ↪edne odchylenie
standardowe od średniej wartości amplitudy rozpadu, dla parametrów z zakresu
podanego w tabeli 2. Amplitudy rozpadu s ↪a przedstawione na rysunku 10.
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Rysunek 11: Amplituda rozpadu hybrydy na dwa pseudoskalarne mezony JPC = 0−+

w funkcji k ↪ata θ, dla przypadków: a) ūGPv z N 6= 1, b) ūGPv z N = 1, c) ūG̃Pv
z N 6= 1, d) ūG̃Pv z N = 1, e) ūG̃P̃ v z N 6= 1, f) ūG̃P̃ v z N = 1. Wartości
parametrów podano w tabeli 6.

Rys. # 11a 11b 11c 11d 11e 11f

spin ūGPv ūGPv ūG̃Pv ūG̃Pv ūG̃P̃ v ūG̃P̃ v
N N 6= 1 N = 1 N 6= 1 N = 1 N 6= 1 N = 1

mh 1.9 s s s s s
mb 1.235 s s s s s
mp 0.1375 s s s s s
mq 0.26 0.42 0.29 0.18 0.31 0.31
mg 1.34 1.85 1.21 1.62 1.22 0.61
βp 0.21 0.21 0.25 0.19 0.28 0.54
βb 0.48 0.21 0.59 0.40 0.58 0.56
βhg 0.57 1.40 0.47 0.57 0.43 0.96
βhq 7.53 6.88 7.80 4.75 7.99 4.58
λ 2.26 7.66 2.41 2.71 2.37 2.61

Tabela 6: Optymalne wartości parametrów funkcji falowych (w GeV) dla rozpadu
hybrydy na dwa mezony JPC = 0−+. S ↪a to wyniki minimalizacji globalnej metod ↪a
ASA, dla funkcji minimalizowanej b ↪ed ↪acej stosunkiem odchylenia standardowego
do średniej amplitudy, dla parametrów z zakresu danego w tabeli 2. Odpowiednie
amplitudy s ↪a przedstawione na rysunku 11.



34 3. Rozpad hybrydy

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

 0  60  120  180

|A
+B

|

θ [deg]

a

b
c

d

Rysunek 12: Amplituda rozpadu hybrydy dla rozpadu na dwa skalarne mezony
w funkcja k ↪ata θ, jak na rysunku 8. Wartości parametrów s ↪a podane w odpowiednich
kolumnach tabeli 7; dolne ograniczenie na mas ↪e kwarku mq ≥ 300 MeV.

W pracy [42] znaleziono dwa zestawy najlepszych wartości parametrów dla dwóch
przypadków: jednego z wszystkimi cz ↪astkami sk ladowymi b ↪ed ↪acymi skalarami, i dru-
giego z kwarkami o spinie 1/2 i gluonem modelowanym przez cz ↪astk ↪e skalarn ↪a. Te
zestawy dobrych wartości parametrów charakteryzuj ↪a si ↪e albo lekk ↪a, albo ci ↪eżk ↪a ma-
s ↪a kwarków. W obecnych badaniach, uwzgl ↪edniaj ↪acych spin gluonu, pe lny algorytm
ASA, który jest metod ↪a minimalizacji globalnej, znajduje tylko jeden najlepszy ze-
staw wartości parametrów. Znalezione zestawy charakteryzuj ↪a si ↪e ma lymi masami
kwarków mq i ma l ↪a szerokości ↪a funkcji falowej lekkiego mezonu βp. Takie ma le βp

odpowiada zbyt wielkiemu rozmiarowi mezonu p, pozornie odpowiadaj ↪acemu zbyt
s labemu wi ↪azaniu zbyt lekkich kwarków. Można by loby zatem wnioskować, że liczba
takich lekkich sk ladników nie może być wy l ↪acznie minimalna. Można jednak znaleźć
inne minima, jeśli narzucone b ↪ed ↪a dodatkowe ograniczenia: masa kwarku mq jest

”
ci ↪eżka”, tzn. wi ↪eksza niż 300 MeV. Inne wartości parametrów pozostaj ↪a ograniczo-

ne do zakresów podanych w tabeli 2.
Przyk lad takiej minimalizacji z ograniczonym zakresem parametrów dla

”
ci ↪eż-

kich” efektywnych kwarków konstytuentnych zestawiony zosta l na rysunku 12. Od-
powiednie optymalne wartości parametrów s ↪a zestawione w tabeli 7. We wszystkich
przypadkach, z wyj ↪atkiem przypadku oznaczonego

”
d,”, rozmiar lekkiego mezonu

p jest dużo bliższy rozmiarowi prawdziwych mezonów π. Pozwala to wnioskować,
że rozmiar lekkiego mezonu może nie stanowić tak wielkiego problemu, jak można
by loby s ↪adzić opieraj ↪ac si ↪e na wynikach minimalizacji, gdy zezwolilísmy aby kwarki
mog ly być dużo lżejsze niż 300 MeV (przypadek omówiony wcześniej).

3.4 Analiza wyników badania symetrii amplitudy rozpadu

hybrydy

Uwzgl ↪ednienie spinu konstytuentnego gluonu nie zmienia jakościowo otrzyma-
nych wcześniej w [42] wyników dla gluonów skalarnych. Symetria obrotowa jest za-
chowana gdy szerokość pary kwark–antykwark w przestrzeni p ↪edów, βhq, jest tego
samego rz ↪edu co szerokość λ czynnika podobieństwa fλ w zrenormalizowanym hamil-
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Rys. # 12a 12b 12c 12d
spin ū/εv ū/εv ūGPv ūGPv
N N 6= 1 N = 1 N 6= 1 N = 1

mh 1.9 s s s
mb 1.235 s s s
mp 0.1375 s s s
mq 0.3 0.459 0.31 0.31

mg 1.95 1.37 1.90 1.89
βp 0.211 0.353 0.344 0.1
βb 0.295 0.722 0.263 0.169
βhg 0.894 0.754 0.450 1.21
βhq 5.83 7.75 7.69 8.0
λ 4.67 7.75 4.44 7.96

Tabela 7: Optymalne wartości parametrów funkcji falowych (w GeV) uzyskane za
pomoc ↪a globalnej minimalizacji metod ↪a ASA, przy minimalizacji odchylenia stan-
dardowego wzgl ↪edem średniej amplitudy rozpadu, z wszystkimi parametrami w za-
kresie podanym w tabeli 2, z wyj ↪atkiem ograniczenia od do lu na mas ↪e kwarku
mq ≥ 300 MeV. Uzyskane amplitudy zestawione s ↪a na rysunku 12.

tonianie QCD. Ponadto symetria jest zachowana gdy obydwie te wielkości s ↪a rz ↪edu
4-5 GeV, to jest: s ↪a dużo wi ↪eksze niż pozosta le parametry modelu. Na podstawie
niniejszych badań wielu przypadków uwzgl ↪edniaj ↪acych spin gluonu na różne sposoby
(patrz dodatek D), z różnymi czynnikami spinowymi mezonów, można wnioskować,
że wymagana struktura w przestrzeni p ↪edów wzgl ↪ednych wydaje si ↪e być jakościowo
niezależna od spinu cz ↪astek sk ladników hybrydy. Ogólnie, parametry βhq i λ okazuj ↪a
si ↪e być oko lo czterokrotnie wi ↪eksze niż pozosta le parametry (patrz tabele 1 i 3– 7).
Te wyniki sugeruj ↪a, że para kwark–antykwark powinna być ma la w przestrzeni po-
 lożeń w porównaniu z rozmiarem hybrydy. Sugeruj ↪a one także, że para ta mog laby
pochodzić z gluonu pochodz ↪acego z gluonium zanim oddzia lywanie zmieni lo jeden
z gluonów w par ↪e kwark–antykwark.

Pewne w ↪atpliwości nasuwać może fakt, że wynik ten zosta l otrzymany przy mini-
malizacji tylko jednej wielkości w przestrzeni siedmiu parametrów. Wychodzi tutaj
jednak na jaw si la narzucania warunku spe lnienia ci ↪ag lej symetrii w rozs ↪adnych
modelach. Szczególna teoria wzgl ↪edności dostarcza nieskończenie wielu warunków
zamiast tylko jednego, którym w wykonanych badaniach by la niezależność amplitu-
dy rozpadu skalarnej hybrydy na skalarne mezony od k ↪ata θ. By lo w ↪atpliwe, że jest
możliwe osi ↪agni ↪ecie funkcji niezależnej od k ↪ata (nawet w przybliżeniu), zanim doko-
nane zosta ly przedstawione tu wyniki badań, uwzgl ↪edniaj ↪ace czynniki spinowe dla
gluonu. Istotnym jest to, że symetria nie może być spe lniona w modelu z minimaln ↪a
liczb ↪a sk ladników, o ile w modelu tym hybryda nie jest zbudowana w szczególny
sposób. Ten specjalny sposób budowy stanu hybrydy wygl ↪ada inaczej niż można
by loby si ↪e spodziewać, przy za lożeniu, że gluony pod ↪ażaj ↪a za kwarkami. Obraz ten
nie wydaje si ↪e zależny od żadnego konkretnego szczegó lu poza ogólnym za lożeniem,
że model z minimaln ↪a liczb ↪a sk ladników może przybliżać efektywn ↪a dynamik ↪e na
froncie świetlnym.



36 3. Rozpad hybrydy

Nast ↪epnym wnioskiem z badań jest ma ly rozmiar przestrzenny pary kwark–
antykwark. Jest on oko lo 4 do 5 razy mniejszy niż odleg lość mi ↪edzy gluonem a par ↪a.
Rozmiar ten jest skorelowany z λ, oba rz ↪edu 3 lub nawet 5 GeV. Pytaniem jest dla ja-
kich wartości λ konstytuentny obraz hybrydy może spe lniać wymagania szczególnej
teorii wzgl ↪edności.

W zasadzie, gdyby równania RGPEP i równania w lasne na funkcje falowe ha-
dronów by ly rozwi ↪azane ścísle, uzyskane wielkości fizyczne nie powinny zależeć od
λ. Wówczas niezależnie od użytego λ powinnísmy otrzymać sferycznie symetryczn ↪a
amplitud ↪e rozpadu hybrydy. Wiadome jest jednak, że w celu przybliżenia pe lnej dy-
namiki w teorii z asymptotyczn ↪a swobod ↪a, λ powinno mieć wartość oko lo dwa razy
wi ↪eksz ↪a niż skala opisywanych wartości w lasnych. Nie możliwe jest jednak obniżenie
λ do mniejszych wartości, używaj ↪ac RGPEP w rachunku zaburzeń. W tym przy-
padku bowiem zrenormalizowany hamiltonian Hλ zawiera lby zbyt duże b l ↪edy (patrz
rozważania w rozdziale 2.3). Zatem skala, któr ↪a otrzymujemy z naszego heurystycz-
nego dopasowania jest rozs ↪adna.

Istniej ↪a niewielkie różnice pomi ↪edzy przypadkiem rozpadu na dwa skalarne, a roz-
padem na dwa pseudoskalarne mezony, oraz pomi ↪edzy wynikami uzyskanymi przy
różnym modelowaniu spinu konstytuentnego gluonu w hybrydzie. We wszystkich
tych przypadkach zwraca jednak uwag ↪e fakt, że βhq jest zawsze tego samego rz ↪edu
co λ, oraz że obydwa te parametry s ↪a wi ↪eksze niż pozosta le. Inn ↪a cech ↪a wspóln ↪a jest
to, że efektywna masa gluonu, mg, wydaje si ↪e być dużo wi ↪eksza niż efektywna masa
kwarku, mq.

Alternatywny cz lon spinowy funkcji falowej hybrydy z równania (3.17), lecz
z czterop ↪edem masywnego gluonu, daje minima z dużo mniejsz ↪a amplituda rozpadu
A niż najprostsza możliwa postać czynnika spinowego (3.14). Ten rezultat wskazuje,
że należy być bardzo ostrożnym w wyborze metody uwzgl ↪edniania spinu gluonu przy
tworzeniu modelu.

Należy podkreślić, że w przedstawionych obliczeniach bezwzgl ↪edna wartość am-
plitudy rozpadu hybrydy nie jest w pe lni kontrolowana. Wynika to st ↪ad, że nie
zosta ly w nich uwzgl ↪ednione dynamiczne wi ↪ezy pomi ↪edzy sta l ↪a sprz ↪eżenia gλ (si l ↪a
oddzia lywania), parametrem λ procedury grupy renormalizacji RGPEP i parame-
trami funkcji falowych.

Wyjaśnienia wymaga fakt zmniejszania si ↪e amplitudy rozpadu przy przej́sciu do
parametrów, dla których symetria jest zachowana. Kiedy jeden z parametrów funkcji
falowej zmienia si ↪e od zestawu wartości podanych w pierwszej kolumnie tabeli 1, do
zestawu wartości narzuconych przez wymaganie symetrii obrotowej, jak w kolumnach
2–5 w tabeli 1, lub wartości w tabelach 3–7, wówczas wielkość amplitudy rozpadu
zmienia si ↪e od wartości 0.9 do 0.1 (na rysunkach 3–6) do dużo mniejszych wartości
10−2 lub 10−3 (na rysunku 7), lub 10−2 do 10−4 (na rysunkach 8 to 12).

S ↪a to znacz ↪ace zmiany wielkości amplitudy rozpadu. Jest ma lo prawdopodobne,
aby sta la sprz ↪eżenia zmienia la si ↪e tak bardzo by skompensować t ↪e zmian ↪e. S ↪adzić na-
leży, że zmiana ta jest tak duża wy l ↪acznie ze wzgl ↪edu na relatywistyczny ruch lekkie-
go mezonu, b ↪ed ↪acego produktem rozpadu hybrydy. Jeśli mezony powsta le z rozpadu
hybrydy s ↪a powolne, symetria obrotowa w naszym modelu jest zachowana bardzo
dok ladnie. Zachodzi to nawet dla typowych, standardowych wartości parametrów,
których przyk ladem jest pierwsza kolumna tabeli 1. Nasuwa si ↪e zatem wniosek, że
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relatywistyczny rozpad hybrydy (zawieraj ↪acy szybki mezon p) może być zależny od
relatywistycznych efektów, których nie widać w przypadku nierelatywistycznej feno-
menologii.

Celowe jest również omówienie zaobserwowanej prawid lowości, że minima dla
przypadku czynnika spinowego hybrydy danego równaniem (3.17) s ↪a w ↪eższe niż
w przypadku równania (3.14). Jeśli zakres parametrów, dla których symetria ob-
rotowa jest spe lniona, jest bardzo w ↪aski, rozważania symetrii same w sobie staj ↪a si ↪e
ważnym źród lem informacji na temat doboru ich wartości (nawet jeśli dynamiczne
równania trudno rozwi ↪azać z porównywaln ↪a dok ladności ↪a). Konsekwencj ↪a jest bar-
dzo ścis le kryterium spe lniania symetrii relatywistycznych, którego można używać
do oceny modeli.

Prosty model opisany w tej pracy sugeruje, że parametry funkcji falowych dla
cz ↪astek bior ↪acych udzia l w relatywistycznym rozpadzie hybrydy musz ↪a być silnie sko-
relowane. Ta korelacja jest konieczna, aby amplituda rozpadu spe lnia la wymagania
szczególnej teorii wzgl ↪edności. W prowadzonych obliczeniach, dzi ↪eki użyciu dynami-
ki na froncie świetlnym, symetria ze wzgl ↪edu na pchni ↪ecia jest spe lniona dok ladnie,
a parametry funkcji falowych s ↪a ograniczone przez wymaganie symetrii obrotowej.
W rozważanych przyk ladach parametry przybieraj ↪a wartości, które nie odpowiada-
j ↪a obrazowi opartemu na intuicji nierelatywistycznej, że gluon znajduje si ↪e g lównie
pomi ↪edzy dwoma kwarkami. Zamiast tego relatywistyczny obraz efektywnych sk lad-
ników (konstytuentów) prowadzi w prawie uniwersalny sposób do struktury, w której
ci ↪eżki gluon towarzyszy parze kwark–antykwark o ma lych rozmiarach.

Jest to niespodziewany, zaskakuj ↪acy wynik. Sugeruje on, że obraz z gluonami
graj ↪acymi rol ↪e struny pomi ↪edzy wzgl ↪ednie ci ↪eżkimi kwarkami może nie być tak re-
alistyczny, jak można by loby oczekiwać korzystaj ↪ac z intuicji nierelatywistycznej.

Alternatywna struktura hybrydy pojawia si ↪e w szerokim zakresie przypadków
różni ↪acych si ↪e czynnikami spinowymi dla gluonów i kwarków. Jednakże wymagania
symetrii relatywistycznej okazuj ↪a si ↪e mocno ograniczaj ↪ace, jeśli za lożymy, że tylko
sektory z najmniejsz ↪a liczb ↪a cz ↪astek s ↪a ważne. Wnioskujemy zatem, że przy rozwa-
żaniu dynamiki konstytuentnych cz ↪astek efektywnych w QCD powinny zawsze być
uwzgl ↪edniane wi ↪ezy szczególnej teorii wzgl ↪edności. Te wi ↪ezy okazuj ↪a si ↪e zdolne do
zmiany rozumienia hadronów ze znacz ↪acym wk ladem gluonowym. Nie musi bowiem
być tak, jak gdyby gluony by ly po prostu dodane do kwarków i antykwarków. Może
być tak, że gluony dominuj ↪a w dynamice hybryd i zmuszaj ↪a kwarki do pod ↪ażania za
nimi.

Parametry funkcji falowych, które znajdujemy przez wymaganie spe lniania syme-
trii obrotowej amplitudy rozpadu modelowej hybrydy, mog ↪a okazać si ↪e niew laściwe
gdy uwzgl ↪ednimy w analizie dynamik ↪e cz ↪astek. Może si ↪e okazać, że przybliżenie, iż
wystarczy użyć sektorów Focka z najmniejsz ↪a możliw ↪a liczb ↪a cz ↪astek nie jest po-
prawne. Jest natomiast jasne, że wi ↪ezy szczególnej teorii wzgl ↪edności nie mog ↪a być
ignorowane w poszukiwaniu wiod ↪acego obrazu konstytuentnego.

Dyskusja przedstawiona tutaj jest ograniczona (dla prostoty) do hybryd JPC =
0++, podczas gdy najbardziej interesuj ↪ac ↪a z praktycznego punktu widzenia jest
struktura hybryd o egzotycznych liczbach kwantowych (liczbach kwantowych, któ-
re nie mog ↪a być uzyskane przez zwyk le mezony). Aby modelować tak ↪a egzotyczn ↪a
hybryd ↪e, w przysz lych obliczeniach można by loby zmienić czynniki w funkcjach fa-
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lowych hybrydy. Na przyk lad można by loby zamienić kolorowe pole elektryczne na
kolorowe pole magnetyczne, albo wprowadzić funkcje falowe stanu P . Proste użycie
fali P dla gluonu (dodaj ↪ac czynnik ~kg w funkcji falowej hybrydy) zmienia rozwa-
żany stan hybrydy do egzotycznego mezonu hybrydowego o liczbach kwantowych
JPC = 1−+, najbardziej interesuj ↪acego doświadczalnie. W takich modelach amplitu-
da rozpadu wyliczona w schemacie na froncie świetlnym powinna dawać wymagan ↪a
zależność od k ↪ata w uk ladzie środka masy egzotycznej hybrydy.

Otrzymany z analizy symetrii relatywistycznych amplitudy rozpadu obraz hybry-
dy, z rozmiarem pary kwark–antykwark rz ↪edu odwrotności szerokości λ hamiltonianu
efektywnego, sugeruje, że para kwark–antykwark mog laby pochodzić z rozpadu jed-
nego z gluonów konstytuentnych w gluonium (zob. rysunek 13 na 40 stronie). Nasuwa
si ↪e wniosek, że odleg lość pomi ↪edzy wspomnian ↪a par ↪a a gluonem w hybrydzie, repre-
zentowana przez βhg, by laby rz ↪edu odleg lości mi ↪edzy gluonami w stanie gluon–gluon,
reprezentowanej przez βgg. W naturalny sposób rozpad jednego z gluonów w stanie
|gλgλ〉 na par ↪e kwark–antykwark za pomoc ↪a oddzia lywania o szerokości λ dawa lby
szerokość βhq tej pary także rz ↪edu λ. Parametr λ, b ↪ed ↪ac parametrem grupy renor-
malizacji dla hamiltonianu efektywnego, powinien być rz ↪edu wielokrotności energii
rozważanych stanów. Pozwoli loby to otrzymać ustalone wartości parametrów, co
daje uzasadnienie, że λ powinno być rz ↪edu 3-5 GeV.

Rozszerzaj ↪ac analiz ↪e wyników należy jednak zauważyć, że mieszanie stanu |qλq̄λgλ〉
ze stanem |gλgλ〉 może zachodzić tylko jeśli kwark i antykwark w hybrydzie maj ↪a
ten sam zapach i mog ↪a anihilować tworz ↪ac gluon, czyli dla hybrydy b ↪ed ↪acej skala-
rem izospinowym. Nasuwa si ↪e pytanie, jak si ↪e rozpada na dwa mezony hybryda nie
b ↪ed ↪aca izoskalarem. Obliczenia dla różnych stanów izospinowych sprowadzaj ↪a si ↪e do
podstawienia odpowiedniego czynnika izospinowego Ix, co daje odpowiedni czynnik
numeryczny dla amplitud A i B.

I tak, na przyk lad, hybryda b ↪ed ↪aca sk ladow ↪a neutraln ↪a izowektora może rozpa-
dać si ↪e na dwa mezony, z których jeden jest izoskalarem a drugi także sk ladow ↪a
neutraln ↪a izowektora. Zatem mog ↪a istnieć mezony hybrydowe o niezerowym ca lko-
witym izospinie, które rozpadaj ↪a si ↪e na dwa mezony, ale nie sprz ↪egaj ↪a si ↪e do stanu
gluon–gluon.
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4 Dynamika mieszania hybrydy z innymi sektora-

mi przestrzeni Focka

Wymaganie, aby amplituda rozpadu hybrydy na dwa mezony spe lnia la relatywi-
styczne warunki symetrii, wymusza w rozważanych w tej pracy modelach nietypowy
kszta lt funkcji falowej hybrydy. Szerokość pary kwark–antykwark βhq w przestrzeni
p ↪edów jest rz ↪edu szerokości λ czynnika podobieństwa w hamiltonianie efektywnym,

βhq ' λ (4.1)

przy λ rz ↪edu 5 GeV: patrz tabele 1, 3–7. Oznacza to ma l ↪a w przestrzeni po lożeniowej,
tzn. ciasno zwi ↪azan ↪a par ↪e kwark–antykwark, która razem z gluonem kr ↪aży wokó l
wspólnego środka. W typowym modelu hybrydy wartości βhq i βhg s ↪a tego samego
rz ↪edu [13, 15], lub gluon (b ↪adź wzbudzenie gluonowe) wyst ↪epuje pomi ↪edzy kwarkiem
i antykwarkiem [22, 29].

W niniejszej pracy wymaganie nietypowego kszta ltu hybrydy otrzymane zosta lo
z jej relatywistycznego rozpadu. Oznacza to, że przynajmniej jeden z mezonów po-
rusza si ↪e z relatywistycznymi pr ↪edkościami. Jest to przypadek, który zachodzi dużo
powyżej progu rozpadu. Rozpad nierelatywistyczny, na progu rozpadu, gdzie mezo-
ny s ↪a ci ↪eżkie i poruszaj ↪a si ↪e z niewielkimi pr ↪edkościami, nie narzuca szczególnych
wymagań na parametry funkcji falowej hybrydy. W obliczeniach za lożono także, iż
rozpad daje si ↪e opisać za pomoc ↪a stanów o najmniejszej możliwej liczbie efektywnych
cz ↪astek konstytuentnych (za lożenie możliwe dzi ↪eki użyciu metody renormalizacji dla
cz ↪astek efektywnych). Ponadto w jakościowych obliczeniach w niniejszej pracy za-
 lożono, że stany hybrydy i mezonów, na które hybryda si ↪e rozpada, daj ↪a si ↪e opisać
prostymi stanami gaussowskimi. Amplituda rozpadu by la wyliczana przy za lożeniu,
że rozpad ten daje si ↪e opisać w pierwszym rz ↪edzie rachunku zaburzeń dla hamilto-
nianu efektywnego w RGPEP.

Powstaje pytanie jaki móg lby być dynamiczny mechanizm powstawania takiego
nietypowego kszta ltu funkcji falowej hybrydy.

Otrzymany z analizy symetrii relatywistycznych amplitudy obraz hybrydy suge-
ruje, że para kwark–antykwark w hybrydzie mog laby pochodzić z rozpadu jednego
z gluonów konstytuentnych w stanie |gλgλ〉 za pośrednictwem cz lonu HIλ w Hamil-
tonianie efektywnym, zobacz rysunek 13. Cz lon HIλ zawiera czynnik podobieństwa
o szerokości λ.

Na rysunku 13 widać, że gdy oddzia lywanie mieszaj ↪ace stan |qλq̄λgλ〉 ze stanem
|gλgλ〉 jest przybliżone przez HIQCDλ z RGPEP, to cz lon oddzia lywania wprowadza
czynnik fλ do funkcji falowej sk ladowej |qλq̄λgλ〉. Można wi ↪ec przypuszczać, że takie
mieszanie prowadzi do kszta ltu hybrydy z βhq ' λ.

Nasuwa si ↪e również wniosek, że odleg lość pomi ↪edzy par ↪a qλq̄λ a gluonem w stanie
|qλq̄λgλ〉, reprezentowana przez βhg, by laby rz ↪edu odleg lości mi ↪edzy gluonami w sta-
nie |gλgλ〉, reprezentowanej przez βgg. W naturalny sposób rozpad jednego z gluonów
w stanie |gλgλ〉 na par ↪e kwark–antykwark za pomoc ↪a oddzia lywania o szerokości λ
dawa lby szerokość βhq tej pary także rz ↪edu λ. Parametr λ, b ↪ed ↪ac parametrem renor-
malizacji hamiltonianu efektywnego, powinien być rz ↪edu mas i energii rozważanych
stanów [53, 35, 36] aby móc zastosować metod ↪e wycinania

”
okna” w hamiltonianie
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qq̄g gg

Rysunek 13: Mieszanie stanu z lożonego z kwarku, antykwarku i gluonu (podstawo-
wego sk ladnika hybrydy) ze stanem gluon – gluon (podstawowy sk ladnik gluonium).
Mieszanie zachodzi za pomoc ↪a rozpadu jednego z gluonów w stanie gluon – gluon
na par ↪e kwark – antykwark. Wierzcho lek oddzia lywania by l wyliczony w pierwszym
rz ↪edzie rachunku zaburzeń grupy renormalizacji w QCD na froncie świetlnym dla
λ ∼ 3 − 5 GeV.

efektywnym (rozdzia l 2.3), co w rozważanym przypadku oznacza możliwość stoso-
wania przybliżenia minimalnej liczby cz ↪astek. Daje to uzasadnienie, że λ powinno
być rz ↪edu 3-5 GeV.

Można postawić pytanie, czy taki prosty obraz dynamicznego uzasadnienia obra-
zu hybrydy opisanego w cz ↪eści 3 znajduje potwierdzenie w obliczeniach. W tym celu
należy zbadać jaki wp lyw na funkcj ↪e falow ↪a hybrydy ma mieszanie stanu kwark–
antykwark–gluon ze stanem gluon–gluon.

Jakościowy obraz hybrydy, uzyskany z obliczeń przedstawionych w cz ↪eści 3, nie
zależy od przyj ↪etego sposobu uwzgl ↪edniania spinu gluonu ani spinów kwarków. Nie
zależy nawet od tego czy spin jest uwzgl ↪edniony [43]. W pierwszym przybliżeniu
wystarczy wi ↪ec zbadać mieszanie stanu |qλq̄λgλ〉 ze stanem |gλgλ〉 dla kwarków i glu-
onów reprezentowanych przez cz ↪astki skalarne. Na tym przybliżeniu skupiamy si ↪e
w tej pracy.

To uproszczenie pozwala unikn ↪ać trudności zwi ↪azanych z czynnikami spinowymi
w funkcjach falowych, w tym szczegó lów ich zależności od p ↪edów. Należa lo jednak
zachować w pami ↪eci istnienie w wyj́sciowej lokalnej teorii kanonicznej rozbieżności
ultrafioletowych powodowanych zależności ↪a czynników spinowych od p ↪edu, usuwa-
nych czynnikiem fλ. Po uproszczeniu czynników spinowych efekty zwi ↪azane z tymi
czynnikami b ↪ed ↪a musia ly być uwzgl ↪ednione za pomoc ↪a dodatkowych czynników za-
leżnych od p ↪edu, zachowuj ↪acych rol ↪e fλ.

4.1 Zagadnienie mieszania różnych sektorów Focka

Aby zbadać, jaki wp lyw na funkcje falow ↪a hybrydy ma mieszanie stanu kwark–
antykwark–gluon ze stanem gluon–gluon, należy rozwi ↪azać zagadnienie w lasne dla
zrenormalizowanego hamiltonianu HQCD ograniczone do wymienionych sektorów
Focka

HQCDλ|Ψ〉 = E|Ψ〉 , (4.2)
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lub przynajmniej znaleźć przybliżone rozwi ↪azanie modelu tego sektora w QCD. Za-
k lada si ↪e, że dzi ↪eki temu, że używana jest procedura grupy renormalizacji za pomoc ↪a
transformacji podobieństwa, można zagadnienie mieszania różnych sektorów Focka
rozwi ↪azywać w pierwszym przybliżeniu po prostu za pomoc ↪a wyci ↪ecia

”
okna” z lożo-

nego tylko z tych dwóch sektorów Focka (patrz rozdzia l 2.3).

W formie dynamiki na froncie świetlnym rol ↪e hamiltonianu pe lni sk ladowa P−
operatora p ↪edu. Pozosta le sk ladowe operatora p ↪edu s ↪a kinematyczne, tzn. nie zależ ↪a
od oddzia lywania. Na froncie świetlnym hamiltonian jest powi ↪azany z operatorem
M̂2 masy niezmienniczej danym jako kwadrat operatora p ↪edu: P̂µP̂µ = M̂2 :

P̂− =
P̂⊥ 2 + M̂2

P+
. (4.3)

Kiedy rozpatruje si ↪e zbiór stanów o ustalonych wartościach w lasnych P+ i P⊥,
jak widać z równania (4.3) stany w lasne P− maja ustalona wartość M 2. Wartości
w lasne P+ i P⊥ można wyeliminować z równania na wartość w lasna P−, otrzymuj ↪ac
równanie w lasne na M 2.

M̂2|Ψ〉 = M2|Ψ〉 . (4.4)

W uk ladzie środka masy ca lkowity p ↪ed prostopad ly jest równy zeru, a p ↪ed P+ jest
sta ly i dany przez M , czyli mas ↪e hybrydy (w wierzcho lku oddzia lywania zachowane
s ↪a sk ladowa p+ i p⊥). W równaniu w lasnym dla M 2 na funkcje falowe stanu |qλq̄λgλ〉
oraz |gλgλ〉 wyst ↪epuj ↪a tylko p ↪edy wzgl ↪edne.

4.2 Ścísle rozwi
↪

azywalny model mieszania stanów o różnej

liczbie cz
↪

astek

Ponieważ nie istnieje ścis le rozwi ↪azanie zagadnienia stanów zwi ↪azanych w QCD,
ani tym bardziej zagadnienia mieszania pomi ↪edzy stanami zwi ↪azanymi (jak np. po-
mi ↪edzy stanem kwark–antykwark–gluon a stanem gluon–gluon), konieczne by lo za-
stosowanie obliczeń przybliżonych. Aby wst ↪epnie oszacować w lasności i konsekwen-
cje sprz ↪eżenia mi ↪edzy sk ladowymi hybrydy, użyty zosta l ścísle rozwi ↪azywalny model
matematyczny mieszania stanów |qλq̄λgλ〉 z |gλgλ〉. Ścis le rozwi ↪azanie uproszczonego
modelu matematycznego pomaga w analizie rozwi ↪azań otrzymanych numerycznie
w bardziej realistycznych modelach.

W celu otrzymania ścísle rozwi ↪azywalnego i prostego do analizy modelu za lożono,
że oddzia lywanie, które jest odpowiedzialne za mieszanie pomi ↪edzy stanami repre-
zentuj ↪acymi |qλq̄λgλ〉 z |gλgλ〉, wybrano w postaci separowalnej. Taka postać cz lonu
mieszania zosta la wybrana ze wzgl ↪edu na to, że rozwi ↪azanie modeli z użyciem roz-
wi ↪azań separowalnych jest proste. Oddzia lywania bardziej ogólnego typu daj ↪a si ↪e
przybliżać za pomoc ↪a sumy oddzia lywań separowalnych.

Punktem wyj́scia by l model, w którym stan |gλgλ〉 reprezentowany jest przez stan

”
zerocz ↪astkowy”(sta la razy stan próżni), zaś stan |qλq̄λgλ〉 przez stan jednocz ↪astkowy

(ruch wzgl ↪edny qλ i q̄λ w parze).

Operator masy niezmienniczej tego modelu dla wymiaru d (gdzie d wynosi 1, 2 lub
3), zapisany za pomoc ↪a operatorów rzutowych na stan jednocz ↪astkowy |k〉 o p ↪edzie
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k, oraz operatorów rzutowych na zerocz ↪astkowy stan próżni |Ω〉, ma postać:

M̂2 =

∫

[k] 4(m2 + k2) |k〉〈k| +
gmY

md−2
I

∫

[k] f(k)
(

|k〉〈Ω| + |Ω〉〈k|
)

− α

md−2
α

∫

[kk′] h(k)h(k′)
(

|k′〉〈k| + |k〉〈k′|
)

+m2
g|Ω〉〈Ω|

(4.5)

Symbol [k] oznacza w tym wzorze niezmiennicz ↪a miar ↪e ca lkowania po p ↪edach. P ↪ed
k odpowiada w tym modelu p ↪edowi wzgl ↪ednemu w uk ladzie q̄q, czyli khq.

Wybór operatora M̂2 upraszcza postać równania w lasnego, oraz pozwala na wy-
ci ↪agni ↪ecie wniosków dotycz ↪acych zarówno obliczeń w dynamice na froncie świetlnym,
jak i dla obliczeń równoczasowych.

Równanie w lasne

M̂2|Ψ〉 = M2|Ψ〉 (4.6)

w tym modelu odpowiada równaniu w lasnemu operatora masy niezmienniczej dla
zagadnienia mieszania stanu kwark–antykwark–gluon ze stanem gluon–gluon.

Czynnik mY w cz lonie mieszania jest potrzebny aby zgadza ly si ↪e wymiary ma-
sowe. Czynniki m2−d

I oraz m2−d
α (zależne od wymiaru) potrzebne s ↪a natomiast, aby

wspó lczynniki α i g by ly bezwymiarowe. Dla uproszczenia za lożono, żemα = mI = m.
Oddzia lywanie wewn ↪atrz stanu jednocz ↪astkowego V (k, k′) = h(k)h(k′) jest oddzia-
 lywaniem separowalnym.

Badany stan jest superpozycj ↪a stanów 1– i 0–cz ↪astkowych.

|Ψ〉 =

∫

[k]ψ(k) |k〉 + φ|Ω〉 . (4.7)

Modeluje on stan zbudowany z sektorów |qλq̄λgλ〉 (modelowany przez stan 1–cz ↪astkowy
w tym modelu) i |gλgλ〉 (modelowany przez stan 0–cz ↪astkowy).

Równanie w lasne (4.6) ma nast ↪epuj ↪ac ↪a postać:







4(m2 + k2) − α′
∫

[k′]h(k)h(k′) g′mY f(k)

g′mY

∫

[k′]f(k′) m2
g













ψ(k)

φ






= M2







ψ(k)

φ






. (4.8)

Dla skrócenia zapisu wprowadzono oznaczenia α′ = α/md−2
α , g′ = g/md−2

I . Powyższe
równanie w lasne zapisane jako uk lad równań ma postać:

4(m2 + k2)ψ(k) − α′
∫

[k′]h(k)h(k′)ψ(k′) + g′mY f(k)φ = M2ψ(k) (4.9a)

g′mY

∫

[k′]f(k′)ψ(k′) +m2
gφ = M2φ (4.9b)

Z równania (4.9b) wyliczyć można sk ladow ↪a zerocz ↪astkow ↪a φ

φ = − g′mY

m2
g −M2

∫

[k′]f(k′)ψ(k′) (4.10)
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Podstawiaj ↪ac ten wynik do równania w (4.9a), dostaje si ↪e nast ↪epuj ↪ace wyrażenie na
ψ(k)

ψ(k) =
1

4(k2 +m2) −M2

[

α′h(k)

∫

[k′]h(k′)ψ(k′) +

+
g′2m2

Y

m2
g −M2

f(k)

∫

[k′]f(k′)ψ(k′)

]

.

(4.11)

Zak ladamy, że funkcje h(k) i f(k) s ↪a takie, że ca lki wyst ↪epuj ↪ace w tym równaniu
daj ↪a skończone wyniki, oznaczone odpowiednio

H =

∫

[k]h(k)ψ(k) , (4.12a)

F =

∫

[k]f(k)ψ(k) . (4.12b)

Podstawienie wyrażenia (4.11) na ψ(k) do uk ladu równań (4.9) daje nast ↪epuj ↪ace
warunki samozgodności na sta le F i H:

H = αHIhh + ξFIfh , (4.13a)

F = αHIfh + ξFIff , (4.13b)

gdzie wprowadzone zosta lo oznaczenie

ξ =
g2m2

Y

m2
g −M2

. (4.14)

Symbole Iff , Ifh oraz Ihh oznaczaj ↪a odpowiednio ca lki

Ihh = m2−d

∫

[k]
h2(k)

4(k2 +m2) −M2
, (4.15a)

Iff = m2−d

∫

[k]
f 2(k)

4(k2 +m2) −M2
, (4.15b)

Ifh = m2−d

∫

[k]
f(k)h(k)

4(k2 +m2) −M2
. (4.15c)

Wymaganie by istnia lo rozwi ↪azanie na F i H (skończone i nie równe tożsamościowo
zero) sprowadza si ↪e do warunku na M 2, czyli na mas ↪e w lasn ↪a rozwi ↪azania. Wyma-
ganie to można zapisać w postaci

1 = αIhh + ξIff − αξ(IffIhh − I2
fh) . (4.16)

Należy pami ↪etać, że wielkość ξ zdefiniowana w (4.14) oraz wielkości Iff , Ifh i Ihh

zdefiniowane w (4.15) zależ ↪a od M2. Równanie (4.16) to skomplikowane nieliniowe
równanie w lasne, którego rozwi ↪azanie można znajdować numerycznie. Można też za-
uważyć, że przy za lożeniu mg > 2m oraz za lożeniu dodatniości parametrów równanie
to ma tylko jeden pierwiastek.
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Po znalezieniu masy w lasnej M 2, b ↪ed ↪acej rozwi ↪azaniem (4.16), należy wstawić
j ↪a do równań (4.13) na sta le F i H. Równania (4.13) s ↪a jednorodne (dla M 2 b ↪ed ↪acej
rozwi ↪azaniem równania w lasnego) i nie wyznaczaj ↪a wielkości F i H, a jedynie ich
stosunek. Za pomoc ↪a tego uk ladu równań można wyrazić jedn ↪a z tych sta lych przez
drug ↪a i wstawić do równania (4.11) na funkcj ↪e falow ↪a ψ(k) w stanie w lasnym (4.7).
Wartość odpowiedniej sta lej (F lub H) znajduje si ↪e z warunku normalizacji stanu
|Ψ〉.

Jedn ↪a z możliwości wyrażenia ψ(k) (równoważnych dla M spe lniaj ↪acego równa-
nie (4.16)) jest

ψ(k) =

[

α
1 − ξIff

αIfh
h(k) + ξf(k)

]

F

4(k2 +m2) −M2
. (4.17)

Podstawiaj ↪ac ten wynik do wzoru (4.10) na φ, dostaje si ↪e

φ = − g′mY

m2
g −M2

F . (4.18)

Warunek na normalizacj ↪e stanu |Ψ〉 daje równanie na sta l ↪a F :

1 = 〈Ψ|Ψ〉

=
ξ

m2
g −M2

F 2 +

[

(

1 − ξIff

Ifh

)2

Jhh + ξ2Jff + 2ξ
1 − ξIff

Ifh
Jfh

]

F 2 ,
(4.19)

gdzie Jhh, Jff , Jfh s ↪a zdefiniowane jako

Jhh = m2−d

∫

[k]
h2(k)

[

4(k2 +m2) −M2
]2 , (4.20a)

Jff = m2−d

∫

[k]
f 2(k)

[

4(k2 +m2) −M2
]2 , (4.20b)

Jfh = m2−d

∫

[k]
f(k)h(k)

[

4(k2 +m2) −M2
]2 . (4.20c)

Ca lki typu Jfh różni ↪a si ↪e od ca lek typu Ifh we wzorach (4.15) pot ↪egami mianownika
energetycznego.

Dla uproszczenia dalszej analizy za lożono, że funkcje h(k) i f(k) s ↪a tego samego
kszta ltu, to znaczy że s ↪a dane takim samym wzorem, ale różni ↪a si ↪e tylko parametrem
szerokości. Szerokość funkcji h(x), która opisuje stan zwi ↪azany 1–cz ↪astkowy w tym
modelu, oznaczona zosta la przez βhq, bo odpowiada βhq szerokości stanu bazowego
w stanie |qλq̄λgλ〉 w mieszaniu sektorów Focka w QCD. Szerokość funkcji f(k), która
opisuje szerokość wierzcho lka mieszania stanu 1–cz ↪astkowego i 0–cz ↪astkowego w tym
modelu, oznaczona zosta la przez λ, bo odpowiada szerokości czynnika podobieństwa
λ w zrenormalizowanym hamiltonianie QCD.

Rozważane by ly nast ↪epuj ↪ace postaci funkcji h(k) (funkcja f(k) dana jest takim
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samym wzorem jak h(k), tylko z βhq zast ↪apionym przez λ):

h(k) = Θ(βhq − k) (4.21a)

h(k) =
β2

hq

β2
hq + k2

(4.21b)

h(k) = exp

[

− k2

2β2
hq

]

(4.21c)

Dla wszystkich tych postaci wartości Ihh, Ifh oraz Iff daj ↪a si ↪e wyliczyć analitycznie.
Rozwi ↪azanie (4.11) na funkcj ↪e falow ↪a ψ(k) można przedstawić jako

ψ(k) = [hch(k) + fcf(k)]
C

4(k2 +m2) −M2
, (4.22)

gdzie C jest sta l ↪a normalizacji. Wyrażenie to mówi, że otrzymana funkcja falowa
ψ(k) jest kombinacj ↪a funkcji h(k) o szerokości βhq, i funkcji f(k) o szerokości λ.
Wnioskować st ↪ad można, że wynik mieszania sektorów |qλq̄λgλ〉 i |gλgλ〉 w modelo-
wym hamiltonianie inspirowanym przez zrenormalizowany hamiltonian QCD b ↪edzie
zawiera l sk ladow ↪a o szerokości βhq, odpowiadaj ↪acej szerokości potencja lu ωhq, oraz
sk ladow ↪a o szerokości czynnika podobieństwa, λ. Wniosek ten jest zgodny z oczeki-
waniami na podstawie znajomości rachunku zaburzeń dla stanów zwi ↪azanych w me-
chanice kwantowej, gdy sta la g jest bardzo ma la (g oznacza gλ).
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Rysunek 14: Wykres zależności wartości w lasnej M , b ↪ed ↪acej rozwi ↪azaniem równa-
nia (4.16) (wykres po lewej stronie, oznaczony (a)), oraz wykres zależności stosunku
fc/hc z równania (4.22) (wykres po prawej stronie, oznaczony (b)) od parametru g
(sta lej sprz ↪eżenia odpowiedzialnej za mieszanie) dla m = 0.3 GeV, mg = 1.2 GeV,
βhq = 1.0 GeV, λ = 5.0 GeV, α = 0.3, mY = 1.0 GeV.

Na wykresach na rysunku 14 widać, że ze wzrostem g maleje M , aż do M = 0
dla gc. Ze wzrostem g rośnie też w przybliżeniu liniowo stosunek fc/hc, czyli sto-
sunek wspó lczynnika przy f(k) do wspó lczynnika przy h(k) w ψ(k), patrz oznacze-
nia (4.22). Prawy wykres na rysunku 14 urywa si ↪e gdy g dochodzi do wartości dla
której M2 = 0.
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Spodziewamy si ↪e, że podobna zależność zachodzi także dla superpozycji stanu
|qλq̄λgλ〉 z |gλgλ〉 w QCD, bo oba problemy w lasne s ↪a jakościowo podobne, chociaż
różni ↪a si ↪e wieloma szczegó lami. Wraz ze wzrostem g rośnie wk lad sk ladowej o szero-
kości λ (a zatem rośnie efektywna szerokość stanu βeff

hq).

PSfrag replacements

Zależność φ2 od g, dla βhq = 1 GeV, λ = 5 GeV
φ

2

g
0

0
0.1 0.2

0.2

0.3 0.4
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0.6

0.6

0.8

1

Rysunek 15: Wykres zależności znormalizowanej wartości φ2 ze wzoru (4.7) (odpo-
wiednika prawdopodobieństwa Pgg stanu |gλgλ〉 w hybrydzie) od parametru g dla
m = 0.3 GeV, mg = 1.2 GeV, βhq = 1.0 GeV, λ = 5.0 GeV, α = 0.3, mY = 1.0 GeV.

Na wykresie z rysunku 15 widać, że ze wzrostem g (i ze wzrostem stosunku fc/hc,
jak widać na rysunku 14(b)) rośnie wk lad sk ladowej o mniejszej liczbie cz ↪astek (ro-
śnie φ2 ze wzoru (4.7)). Wk lad sk ladowej sektora 1–cz ↪astkowego, czyli odpowiada-

j ↪acego stanowi |qλq̄λgλ〉, określony jest stosunkiem ||φ(k)||2/
∥

∥|Ψ〉
∥

∥

2
. Stosunek ten

maleje od 1 dla g = 0, przy braku mieszania, zbliżaj ↪ac si ↪e w okolice 1/2 dla g dla
którego M 2 = 0.

Otrzymujemy wniosek, że zwi ↪ekszenie wk ladu sk ladnika o szerokości λ, zawie-
raj ↪acego f(k), do funkcji falowej stanu 1–cz ↪astkowego, odpowiadaj ↪acego stanowi
|qλq̄λgλ〉, okupione jest zwi ↪ekszeniem prawdopodobieństwa sektora 0–cz ↪astkowego,
odpowiadaj ↪acego stanowi |gλgλ〉, w stanie b ↪ed ↪acym wynikiem mieszania sektorów.
Można wysun ↪ać wniosek, że fakt ten jest uniwersalny w klasie modeli mieszania sek-
torów o różnej liczbie cz ↪astek za pomoc ↪a oddzia lywania o szerokości λ. Oznacza loby
to, że dla dynamicznego mieszania sektora |qλq̄λgλ〉 z sektorem |gλgλ〉, zwi ↪ekszenie
efektywnej szerokości βhq sektora |qλq̄λgλ〉 do wielkości λ oznacza także zwi ↪eksze-
nie prawdopodobieństwa Pgg sektora |gλgλ〉 w stanie hybrydy, b ↪ed ↪acym wynikiem
podobnego mieszania dynamicznego.

Na podstawie tego prostego modelu oddzia lywania stanów o różnych liczbach
cz ↪astek, rozwi ↪azywalnego analitycznie, można spodziewać si ↪e, że w wyniku miesza-
nia stanu |qλq̄λgλ〉 ze stanem |gλgλ〉 za pomoc ↪a oddzia lywania HIQCDλ, stan hybrydy
uzyska domieszk ↪e sk ladowej o szerokości λ, tzn. takiej samej jak szerokość p ↪edowa
czynnika podobieństwa. Okupione to b ↪edzie jednak zwi ↪ekszonym prawdopodobień-
stwem sk ladowej |gλgλ〉 w tym stanie.
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4.3 Hamiltoniany efektywne w sektorach qλq̄λgλ i gλgλ

Do analizy mieszania stanu |qλq̄λgλ〉 ze stanem |gλgλ〉 potrzeba, oprócz cz lonu
rozpadu gluonu na par ↪e kwark–antykwark (identycznego jak w analizie rozpadu hy-
brydy na dwa mezony), także znajomości cz lonów wi ↪aż ↪acych w hamiltonianie. Pro-
cedura grupy renormalizacji dla cz ↪astek efektywnych umożliwia powi ↪azanie cz lonu
odpowiedzialnego za rozpad oraz cz lonu odpowiedzialnego za wi ↪azanie (tzn. za ist-
nienie i postać cz ↪astek takich jak hybryda czy gluonium) z cz lonem oddzia lywania
HIQCDλ w hamiltonianie QCD. Przyk lady wyprowadzeń efektywnych oddzia lywań
za pomoc ↪a procedury RGPEP s ↪a znane dla teorii Yanga–Millsa [33], oraz dla przy-
padku ci ↪eżkiego (nierelatywistycznego) kwarkonium [54, 55, 56]. Nie istniej ↪a jednak
obliczenia efektywnego potencja lu wi ↪aż ↪acego w pe lnej teorii dla przypadku relaty-
wistycznego kwarku, antykwarku i gluonu.

Obliczenia mieszania ograniczaj ↪a si ↪e do przybliżenia, polegaj ↪acego na ograni-
czeniu do minimalnej liczby jawnie uwzgl ↪ednionych sektorów Focka. Uwzgl ↪edniono
sektor Focka z lożony ze stanów |qλq̄λgλ〉 w singlecie kolorowym, oraz sektor z lożony
ze stanów |gλgλ〉 także w singlecie kolorowym.

Dla cz ↪astek skalarnych (dla przypadku, gdy gluony i kwarki s ↪a reprezentowane
przez cz ↪astki skalarne) cz lon odpowiedzialny za mieszanie stanu |qλq̄λgλ〉 ze stanem
|gλgλ〉 w hamiltonianie efektywnym dany jest wyrażeniem

Vqq̄g = g

∫

[123] fλ(12, 3) (b†1d
†
2a3 + h.c.) (4.23)

gdzie fλ jest czynnikiem podobieństwa w procedurze grupy renormalizacji dla ha-
miltonianów. Jest to ten sam cz lon jaki użyty by l przy analizie amplitudy rozpadu
hybrydy na mezony, przy za lożeniu, że gluony i kwarki s ↪a reprezentowane za pomoc ↪a
cz ↪astek skalarnych [42].

Obliczenie efektywnego Hamiltonianu QCD (ograniczonego do sektora qλq̄λ) na
froncie świetlnym za pomoc ↪a RGPEP daje w pierwszych rz ↪edach potencja l efek-
tywny mi ↪edzy kwarkiem i antykwarkiem z czynnikiem kolorowym jak dla wymiany
jednogluonowej, przynajmniej dla przypadku nierelatywistycznego, np. [57]. Wynik
ten ma tak ↪a sam ↪a struktur ↪e, jak w od dawna używanych modelach fenomenologicz-
nych potencja lu kolorowego [4]:

Vxx = −
∑

i<j

Fi · Fj V (|xi − xj|) (4.24)

Przyj ↪eto, że oddzia lywanie efektywne pomi ↪edzy kwarkiem i gluonem, oraz od-
dzia lywanie mi ↪edzy gluonami me t ↪e sam ↪a postać potencja lu kolorowego, z czynni-
kiem kolorowym jak dla wymiany jednogluonowej.

W powyższym wyrażeniu sumowanie rozci ↪aga si ↪e na wszystkie pary cz ↪astek (qλq̄λ,
qλgλ, q̄λgλ). We wzorze (4.24) Fi oznacza odpowiedni czynnik kolorowy, zaś V (|xi −
xj|) jest efektywnym potencja lem wi ↪aż ↪acym.
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Czynniki kolorowe CF = Fi · Fj s ↪a równe [58]

CF = 3 dla gλgλ (singlet kolorowy) (4.25a)

CF = −1

6
dla qλq̄λ (oktet kolorowy) (4.25b)

CF =
3

2
dla gλqλ (tryplet kolorowy) (4.25c)

CF =
3

2
dla gλq̄λ (antytryplet kolorowy) (4.25d)

Czynnik kolorowy (4.25b) jest ujemny, co oznacza, że oddzia lywanie kolorowe mi ↪e-
dzy kwarkiem i antykwarkiem w oktecie (który wyst ↪epuje w stanie |qλq̄λgλ〉) jest
odpychaj ↪ace. Odpychanie to jest kompensowane przez oddzia lywanie przyci ↪agaj ↪ace
mi ↪edzy kwarkiem i gluonem oraz antykwarkiem i gluonem.

Oddzia lywanie wi ↪aż ↪ace V (|xi−xj|) we wzorze (4.24) można przyj ↪ać (w pierwszym
przybliżeniu) w postaci potencja lu harmonicznego [59]. Wybór takiej postaci poten-
cja lu jest dodatkowo uzasadniony przez obliczenia za pomoc ↪a procedury RGPEP,
które daj ↪a, przynajmniej w przybliżeniu nierelatywistycznym, potencja l efektywny
mi ↪edzy (ci ↪eżkimi) kwarkami który dla ma lych odleg lości zachowuje si ↪e jak oscylator
harmoniczny [55, 56]. Użycie potencja lu kwantowego oscylatora harmonicznego daje
proste obliczenia, a przeprowadzone w niniejszej pracy obliczenia s ↪a tylko pierwszym
krokiem na drodze badania, jak może dynamicznie powstawać relatywistyczny stan
hybrydy.

Odpowiedni cz lon oddzia lywania w sektorze qλq̄λgλ, uwzgl ↪edniaj ↪acy czynniki ko-
lorowe jak w równaniu (4.24), zapisuje si ↪e nast ↪epuj ↪aco:

− 1

6
r2
qq̄ +

3

2
r2
qg +

3

2
r2
q̄g =

= −1

6
r2
hq +

3

2
(rhg + rhq/2)2 +

3

2
(rhg − rhq/2)2 =

= 3r2
hg +

7

12
r2
hq (4.26)

Ten przyk lad wskazuje, że efektywne oddzia lywanie wi ↪aż ↪ace w hybrydzie można
reprezentować jako s labe przyci ↪aganie pomi ↪edzy kwarkiem i antykwarkiem, oraz
silne przyci ↪aganie pomi ↪edzy par ↪a kwark–antykwark a gluonem, pomimo obecności
ujemnego znaku w (4.25b).

Oznacza to, że oczekiwanym wynikiem na postać funkcji falowej hybrydy, jest
luźno (w porównaniu do oddzia lywania pary z gluonem) zwi ↪azana para kwark–
antykwark, czyli ma le βhq. Jest to zupe lnie inna postać od tej wymaganej przez
symetrie relatywistyczne amplitudy rozpadu hybrydy, z dużym βhq. W powyższych
rozważaniach pomini ↪eto efekty sektorów Focka innych niż qλq̄λgλ, oraz wyższe rz ↪edy
rachunku zaburzeń.

Obliczenia wyższego rz ↪edu oraz efekty nieperturbacyjne mog lyby zredukować,
b ↪adź nawet wyeliminować odpychanie mi ↪edzy kwarkiem i antykwarkiem b ↪ed ↪acymi
jako ca lość w oktecie wewn ↪atrz stanu kwark–antykwark–gluon. Tak za lożono na
przyk lad w [16]. Wówczas szerokość βhq w funkcji falowej hybrydy nie musia la by być
ma la, a mog laby być porównywalna z innymi szerokościami (być tej samej wielkości
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co βhg i βgg). Należy pami ↪etać o tej możliwości, gdyby mieszanie z innymi sektorami
Focka nie da loby dużych βhq startuj ↪ac z ma lego βhq.

4.4 Hamiltonian efektywny mieszania stanu |qλq̄λgλ〉 ze sta-

nem |gλgλ〉
Jedn ↪a z metod jakie można zastosować do obliczenia efektów wp lywu mieszania

stanu |gλgλ〉 ze stanem |qλq̄λgλ〉 na stan hybrydy jest rozwi ↪azanie (numeryczne)
równania Schrödingera dla Hamiltonianu efektywnego obci ↪etego (ograniczonego) do
sektorów qλq̄λgλ oraz gλgλ. Hamiltonian ten rozpisany na sektory Focka ma postać
(opuszczamy λ we wzorach do (4.32)):

[

H0h HI

HI H0g

] [

qqg
gg

]

= E

[

qqg
gg

]

(4.27)

Hamiltonian w sektorze gλgλ jest postaci

H0g =

∫

[k]
k⊥ 2 +m2

g

k+
a†kak

+

∫

[1234]Vgg(12, 34) a†1a
†
2a3a4

(4.28)

gdzie Vgg(12, 34) jest potencja lem wi ↪aż ↪acym pomi ↪edzy dwoma gluonami konstytu-
entnymi w gluonium.

Potencja l Vgg(12, 34) w powyższym wzorze zależy tylko od różnicy p ↪edów i można
go zapisać jako

Vgg = −αgg∇2
~kgg

= αgg~r
2
gg . (4.29)

Wspó lczynnik αgg, określaj ↪acy si l ↪e potencja lu mi ↪edzy gluonami, zawiera odpowiedni

czynnik kolorowy. Trójwektor ~kgg w powyższym równaniu jest sposobem zapisu p ↪edu
wzgl ↪ednego na froncie świetlnym [44] (patrz dodatek G); nie oznacza on przej́scia do
obliczeń równoczasowych. Użycie bazy stanów w lasnych oscylatora harmonicznego
powoduje, że dzia lanie tej sk ladowej hamiltonianu efektywnego na stan bazy jest
proste.

Hamiltonian w sektorze qλq̄λgλ jest nieco bardziej z lożony. Gdy zapiszemy go za
pomoc ↪a operatorów kreacji i anihilacji, przybiera nast ↪epuj ↪ac ↪a postać

H0h =

∫

[k]
k⊥ 2 +m2

g

k+
a†kak +

∫

[k]
k⊥ 2 +m2

q

k+
(b†kbk + d†kdk)

+

∫

[1234]Vqq̄(12, 34) b†1d2b3d
†
4

+

∫

[1234]Vqg(12, 34) b†1a2b3a
†
4

+

∫

[1234]Vq̄g(12, 34) a†1d2a3d
†
4

(4.30)

W zapisie tym Vqq̄(12, 34) jest potencja lem efektywnym pomi ↪edzy kwarkiem i an-
tykwarkiem, Vqg(12, 34) pomi ↪edzy kwarkiem i gluonem, oraz Vq̄g(12, 34) pomi ↪edzy
antykwarkiem i gluonem.
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Dla potencja lu harmonicznego można by lo wyrazić cz lon oddzia lywania w hy-
brydzie jako funkcj ↪e p ↪edów wzgl ↪ednych kwarku wzgl ↪edem antykwarku, oraz gluonu
wzgl ↪edem pary kwark–antykwark, tak jak zosta lo to zrobione w funkcji falowej hy-
brydy (3.13):

Vqqg = −αhq∇2
~khq

− αhg∇2
~khg

= αhq~r
2
hq + αhg~r

2
hg . (4.31)

Trójwektory ~khq i ~khg s ↪a sposobem zapisu (frontowych) p ↪edów wzgl ↪ednych w stanie
kwark–antykwark–gluon. W ogólnym przypadku obliczenie dzia lania tej sk ladowej
na funkcj ↪e falow ↪a by loby trudne. Unika si ↪e komplikacji przez zastosowanie bazy
oscylatora harmonicznego.

Fakt, że stany dla których szukamy rozwi ↪azania równania Schroedingera zawiera-
j ↪a mieszanin ↪e stanów o różnych liczbach cz ↪astek ogranicza możliwe do zastosowania
metody numeryczne. Wybrana zosta la metoda zapisu Hamiltonianu w bazie stanów
ortogonalnych, a nast ↪epnie numerycznego znalezienia wartości i wektorów (stanów)
w lasnych w obci ↪etej bazie. Wybrana zosta la baza stanów w lasnych kwantowego oscy-
latora harmonicznego. Szerokości p ↪edowe funkcji falowych stanów bazy mog ↪a, ale nie
musz ↪a być równe odpowiednim szerokościom harmonicznego potencja lu wi ↪aż ↪acego.

Jako stany bazowe w przestrzeni qλq̄λgλ wybrano stany używane do opisu roz-
padu hybrydy, gdzie zamiast funkcji Gaussa wyst ↪epuj ↪a funkcje w lasne oscylatora
harmonicznego.

Stan |gλgλ〉 dany jest wzorem analogicznym do wzoru na stan mezonu (3.3), tzn.
wzorem

|gλgλ〉 =
∑

12

∫

[12] p+δ̃(1 + 2 − p)Ψg
JPC (1, 2) a†λ1a

†
λ2|0〉 , (4.32)

gdzie czynnik Ψg
JPC (1, 2) jest iloczynem czynników kolorowych, spinowych i zależ-

nych od p ↪edu. Funkcj ↪e falow ↪a ψg(1, 2) w sektorze gλgλ można zapisać jako kombinacj ↪e
funkcji bazowych oscylatora harmonicznego.

4.5 Trudności matematyczne i numeryczne modelowania mie-

szania

Nawet przy uproszczeniu zak ladaj ↪acym, że kwarki i gluony s ↪a opisywane jako
cz ↪astki skalarne oraz przy za lożeniu, że potencja l wi ↪aż ↪acy daje si ↪e przybliżyć jako
potencja l harmoniczny, rozwi ↪azanie pe lnego trójwymiarowego modelu nie jest osi ↪a-
galne za pomoc ↪a dost ↪epnych mocy obliczeniowych. Jest to spowodowane przez fakt,
że liczba (istotnych) stanów rośnie w przypadku trójwymiarowym bardzo szybko ze
wzrostem wielkości obci ↪ecia bazy, a to obci ↪ecie musi rosn ↪ać, gdy zwi ↪ekszamy λ.

Stany bazowe trójwymiarowego oscylatora harmonicznego charakteryzuj ↪a si ↪e trze-
ma liczbami kwantowymi. W przypadku użycia wspó lrz ↪ednych sferycznych dla trój-
p ↪edów wzgl ↪ednych s ↪a to liczby kwantowe nr, l, −l ≤ ml ≤ l. Ze wzgl ↪edu na fakt, że
obliczenia prowadzone s ↪a na froncie świetlnym, a zatem zachowan ↪a sk ladow ↪a p ↪edu
w wierzcho lku rozpadu gluonu na par ↪e kwark antykwark (w wierzcho lku mieszania
stanów |qλq̄λgλ〉 i |gλgλ〉) jest sk ladowa P+ a nie Pz, sk ladowa kz

gg p ↪edu wzgl ↪ednego
mi ↪edzy dwoma gluonami w stanie |gλgλ〉 nie zależy wy l ↪acznie od sk ladowych kz

hq

i kz
hg, ale także od sk ladowych poprzecznych p ↪edów wzgl ↪ednych ~khq i ~khg. Oznacza
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to, że mieszanie nie ogranicza si ↪e do stanów o tych samych radialnych liczbach kwan-
towych. Nawet zak ladaj ↪ac, że stany o różnych liczbach kwantowych ml odprz ↪egaj ↪a
si ↪e, ze wzoru na energi ↪e trójwymiarowego izotropowego oscylatora harmonicznego
(używamy notacji ~ = 1)

Enr,l,ml
= ω

(

2nr + l +
3

2

)

, (4.33)

oraz z tego, że bazowa funkcja falowa w stanie |qλq̄λgλ〉 jest iloczynem funkcji fa-
lowych oscylatora, dostajemy, że liczba stanów o energii poniżej zadanego progu
obci ↪ecia rośnie jak czwarta pot ↪ega energii obci ↪ecia.

Dla rozwi ↪azania numerycznego równania Schroedingera potrzebne by lo zatem
wprowadzenie dalszych uproszczeń. Użyto dalej modelu stanów |qλq̄λgλ〉 i |gλgλ〉
w jednym wymiarze, zamiast w trzech wymiarach. Poszukiwane zależności s ↪a wów-
czas prostsze, gdyż unikamy trudności zwi ↪azanych z p ↪edami poprzecznymi. Ponadto
obliczenia numeryczne s ↪a szybsze ze wzgl ↪edu na to, iż ca lki s ↪a obliczane po najwyżej
dwu zmiennych, a nie po sześciu. Najważniejsze jest jednak, że (jak zobaczymy da-
lej) potrzeba znacznie mniej stanów do uzyskania niezależności wyników od obci ↪ecia
liczby stanów bazy do skończonej i wzgl ↪ednie ma lej liczby. Dla iloczynu dwu oscy-
latorów jak w stanie |qλq̄λgλ〉 w modelu jednowymiarowym liczba stanów bazowych
o energii mniejszej niż zadana energia obci ↪ecia rośnie jak kwadrat obci ↪ecia, zamiast
co najmniej jak czwarta pot ↪ega dla przypadku trójwymiarowego. Należy przy tym
pami ↪etać, że czas obliczania wartości i wektorów w lasnych rośnie jak kwadrat wiel-
kości macierzy.

Dzi ↪eki temu uproszczeniu można rozwi ↪azać numerycznie zagadnienie mieszania
stanu |qλq̄λgλ〉 ze stanem |gλgλ〉, dla wielu różnych wartości parametrów modelu.

Równanie w lasne rozwi ↪azujemy w bazie jednowymiarowego oscylatora harmo-
nicznego. Wówczas funkcje falowe elementów bazy maja nast ↪epuj ↪ace postaci:

φh
nhq ,nhg

(khq, khg) = Nnhq
Hnhq

(

khq

βhq

)

exp

[

−
k2

hq

2β2
hq

]

(4.34a)

×Nnhg
Hnhg

(

khg

βhg

)

exp

[

−
k2

hg

2β2
hg

]

φg
ngg

(kgg) = Nngg
Hngg

(

kgg

βgg

)

exp

[

− k2
gg

2β2
gg

]

(4.34b)

Rachunki pilotażowe pokaza ly, że najwi ↪ekszy wp lyw na stan w lasny rozwi ↪azania
zagadnienia mieszania sektorów o najmniejszej wartości w lasnej ma mieszanie ze
stanem bazowym |gλgλ〉 o liczbie kwantowej ngg = 0. Sprawdzono dla λ = 2 GeV, że
kszta lt zależności najniższej wartości w lasnej i efektywnej szerokości stanu w lasnego
o najniższej wartości w lasnej jest jakościowo taki sam dla przypadku przybliżenia do-
minacji jednego stanu |gλgλ〉, jak dla rozwi ↪azania pe lnego problemu, gdy ngg zmienia
si ↪e aż do wartości obci ↪ecia. Przybliżenie to skraca znacznie obliczenia; na przyk lad
dla λ = 2 GeV (dla której to obci ↪ecie M2

lim = 30 GeV jest wystarczaj ↪ace) czas
wyliczenia wykresu zależności wartości w lasnych i kszta ltu stanów w lasnych od si ly
mieszania g zmniejszy l si ↪e z 36 minut do 5 minut, kiedy przechodzimy do sytuacji
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ngg = 0. W dalszej cz ↪eści pracy obliczenia s ↪a zatem prowadzone dla przybliżenia, że
tylko stan ngg = 0 ma znaczenie.

4.6 Model numeryczny mieszania stanów |qλq̄λgλ〉 z |gλgλ〉
4.6.1 Oznaczenia

Hamiltonian kwantowego oscylatora harmonicznego, dla jednej cz ↪astki o masie m
umieszczonej w polu si ly harmonicznej o cz ↪estości ω dany jest nast ↪epuj ↪acym wzorem
w reprezentacji po lożeniowej (jeśli przyjmie si ↪e notacj ↪e w której ~ = 1):

Hosc = − 1

2m

d2

dx2
+
ω2m

2
x2 . (4.35)

W reprezentacji p ↪edowej, bardziej naturalnej dla problemu rozpadu hybrydy, wzór (4.35)
sprowadza si ↪e do

Hosc =
1

2m
k2 − ω2m

2

d2

dk2
. (4.36)

Wspó lczynnik przy potencjale harmonicznym oznaczono symbolem α, tzn.

α =
ω2m

2
. (4.37)

Stanem podstawowym rozwi ↪azania równania Schrödingera dla kwantowego oscy-
latora harmonicznego jest funkcja:

φosc = N exp

[

−mω̃
2
x2

]

, (4.38)

któr ↪a można zapisać w reprezentacji p ↪edowej jako

ψosc = N exp

[

− k2

2β2

]

. (4.39)

W przypadku dwu cz ↪astek oddzia luj ↪acych ze sob ↪a za pomoc ↪a efektywnego po-
tencja lu harmonicznego, sk ladnik hamiltonianu, odpowiadaj ↪acy temu oddzia lywa-
niu, można zapisać jak w (4.35) lub (4.36). Masa m w tym zapisie zast ↪apiona jest
zredukowan ↪a mas ↪a µ pary cz ↪astek.

Wielkości β, ω i α wyst ↪epuj ↪ace w (4.35)–(4.39) powi ↪azane s ↪a nast ↪epuj ↪acymi
zależnościami:

β2 = µω , (4.40a)

α =
µω2

2
. (4.40b)

Zagadnienie mieszania pomi ↪edzy stanami |qλq̄λgλ〉 i |gλgλ〉 by lo rozwi ↪azywane
poprzez wyliczanie macierzy hamiltonianu uk ladu w obci ↪etej bazie oscylatora har-
monicznego. Dla przypadku, gdy cz ↪estości funkcji bazy s ↪a wybrane różne od cz ↪estości
potencja lów harmonicznych w hamiltonianie, cz ↪estości bazy b ↪ed ↪a oznaczane przez
ω, zaś cz ↪estości potencja lu harmonicznego przez Ω.

Jeśli za lożyć, że wszystkie potencja ly w efektywnym hamiltonianie maj ↪a to samo
wspólne podstawowe źród lo, stosunki mi ↪edzy wspó lczynnikami przy różnych poten-
cja lach typu x2 dane s ↪a za pomoc ↪a czynników kolorowych. Swobodnym parametrem
pozostaje tylko jeden wspó lczynnik spr ↪eżystości dla wszystkich oscylatorów.
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4.6.2 Elementy macierzowe hamiltonianu

Elementy macierzowe hamiltonianu efektywnego, obci ↪etego do przestrzeni sta-
nów |qλq̄λgλ〉 i |gλgλ〉, patrz (4.27), by ly wyliczane w bazie oscylatora harmonicznego.
Stosujemy przybliżenie jednowymiarowe, patrz rozdzia l 4.5. Stany bazy charaktery-
zowane s ↪a przez liczby kwantowe nhq, nhg dla stanów |qλq̄λgλ〉, oraz ngg dla stanów
|gλgλ〉.

Elementy macierzowe hamiltonianu oddzia lywania harmonicznego (4.36) o cz ↪e-
stości Ω, w bazie stanów w lasnych jednowymiarowego oscylatora harmonicznego
|ψosc

n 〉 o cz ↪estości ω, wyrazić można w nast ↪epuj ↪acy sposób:

〈ψk|Hosc|ψl〉 =
Ω2 − ω2

2ω
h

(2)
k,l +

(2l + 1)ω

2
h

(0)
k,l , (4.41)

gdzie h̃
(2)
k,l oznacza element macierzowy k2, zaś h̃

(0)
k,l oznacza element macierzowy k0

w bazie |ψn〉. h(2)
k,l oraz h

(2)
k,l sprowadzaj ↪a si ↪e do ca lek

h
(2)
k,l =

∫ ∞

−∞

dzz2 ψosc
k (z)ψosc

l (z) , (4.42)

h
(0)
k,l =

∫ ∞

−∞

dzψosc
k (z)ψosc

l (z) . (4.43)

Te ca lki (te elementy macierzowe) można wyliczyć analitycznie (przypis F):

h
(2)
k,l =

1

2
(1 + 2k)δk,l +

1

2

√

k(k + 1) [δk−1,k+1 + δk+1,k−1] , (4.44)

h
(0)
k,l = δk,l . (4.45)

Elementy diagonalne macierzy hamiltonianu efektywnego z oddzia lywaniem har-
monicznym, w bazie stanów w lasnych oscylatora harmonicznego, dane s ↪a zatem na-
st ↪epuj ↪acymi wzorami:

Hnhqnhg ,nhqnhg
= Tqq̄g + ωeff

hq

(

nhq +
1

2

)

+ ωeff
hg

(

nhg +
1

2

)

, (4.46a)

Hngg,ngg
= Tgg + ωeff

gg

(

ngg +
1

2

)

. (4.46b)

W powyższych wzorach Tqq̄g oznacza cz lon kinetyczny hamiltonianu w sektorze
qλq̄λgλ, wyrażony przez p ↪edy wzgl ↪edne, zaś Tgg oznacza odpowiedni cz lon kinetyczny
w sektorze gλgλ. We wzorze (4.46) wprowadzone zosta lo oznaczenie ωeff na efektywn ↪a
cz ↪estość w macierzy hamiltonianu

ωeff =
Ω2 + ω2

2ω
(4.47)

Elementy pozadiagonalne macierzy hamiltonianu pomi ↪edzy stanami |gλgλ〉 (dla
hamiltonianu w przestrzeni p ↪edowej) można przedstawić jako:

Hngg−1,ngg+1 = Hngg+1,ngg−1 = −ωadiag 1

2

√

ngg(ngg + 1) . (4.48)
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Pozosta le pozadiagonalne elementy macierzowe s ↪a równe zeru. Wprowadzono ozna-
czenie

ωadiag =
Ω2 − ω2

2ω
. (4.49)

Analogiczne wyrażenia zapisać można także dla sektora |qλq̄λgλ〉, zast ↪epuj ↪ac ngg

przez nhg lub nhq. Widać zatem, że wewn ↪atrz pojedynczego sektora macierz hamil-
tonianu jest diagonalna jeśli ω = Ω. Elementy macierzowe hamiltonianu pomi ↪edzy
stanami tego samego typu można zatem wyliczyć analitycznie, nawet jeśli cz ↪estość
potencja lu harmonicznego w hamiltonianie jest różna od cz ↪estości wybranych funkcji
bazowych.

Elementy macierzowe cz lonu mieszania pomi ↪edzy stanem |qλq̄λgλ〉 i stanem |gλgλ〉
można przedstawić w nast ↪epuj ↪acej postaci (patrz przypis G)

Hnhqnhg ,ngg
= gλ

∫

[khqkhg]fλ(khq, khg)φnhqnhg
(khq, khg)φngg

(kgg)/(1 − xgg) . (4.50)

Wartości te trzeba wyliczać numerycznie. We wzorze tym [khqkhg] oznacza niezmien-
nicz ↪a miar ↪e ca lkowania po p ↪edach wzgl ↪ednych, zaś φnhqnhg

i φngg
jest funkcj ↪a falow ↪a

bazy odpowiednio w sektorze qλq̄λgλ i w sektorze gλgλ, zaś fλ jest czynnikiem po-
dobieństwa grupy renormalizacji. Obliczenia s ↪a prowadzone na froncie świetlnym;
zachowan ↪a sk ladow ↪a p ↪edu jest P+. Wzór na xgg = x3 i uzasadnienie czynnika
1/(1 − xgg) podane s ↪a w przypisie G.

Zależności pomi ↪edzy p ↪edami wzgl ↪ednymi zapisanymi w postaci khq, khg i kgg,
oraz w postaci xgg podane s ↪a w przypisie G.

Wszystkie p ↪edy obliczone zosta ly na froncie świetlnym (LF), korzystaj ↪ac z na-
st ↪epuj ↪acego zapisu na p ↪edy wzgl ↪edne k:

√

k2 +m2
1 +

√

k2 +m2
2 = M (4.51)

W przypadku wyliczania kgg oraz xg z p ↪edów wzgl ↪ednych khq (pomi ↪edzy kwarkiem
i antykwarkiem w qq̄g) i khg (pomi ↪edzy par ↪a kwark–antykwark i gluonem konstytu-
entnym) używana jest nast ↪epuj ↪aca sekwencja wzorów:

M12 = 2
√

k2
hq +m2

q , (4.52a)

M123 =
√

k2
hg +m2

g +
√

k2
hg + M2

12 , (4.52b)

xgg = x3 =
khg +

√

k2
hg +m2

g

M123

, (4.52c)

M2
43 =

m2
g

xgg(1 − xgg)
, (4.52d)

kgg =

(

xgg −
1

2

)

M43 . (4.52e)

gdzie 1,2,3 s ↪a odpowiednio p ↪edami kwarku, antykwarku i gluonu w |qλq̄λgλ〉, zaś 3
i 4 s ↪a p ↪edami gluonów w |gλgλ〉.
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4.7 Obliczenia numeryczne mieszania stanu |qλq̄λgλ〉 ze sta-

nem |gλgλ〉
Dla przypadku modelu jednowymiarowego obliczenia elementów macierzowych

hamiltonianu pomi ↪edzy stanami bazowymi |qλq̄λgλ〉 i stanami bazowymi |gλgλ〉 wy-
magaj ↪a ca lki dwuwymiarowej. Zosta lo zatem użyte wielokrotne ca lkowanie za pomo-
c ↪a kwadratur Gaussa–Kronroda [50, 60] (używaj ↪ac procedur z GNU Scientific Libra-
ry [49]). Przy porównywaniu elementów macierzowych dla uproszczonego przypadku
jednowymiarowego z elementami macierzowymi w przypadku trójwymiarowym zo-
sta lo użyte ca lkowanie Monte Carlo za pomoc ↪a procedury vegas [47, 48].

Jako test poprawności ca lkowania zosta ly przeprowadzone obliczenia za pomo-
c ↪a różnych metod ca lkowania: iteracyjne (wielokrotne) ca lkowanie metod ↪a Gaussa–
Kronroda i ca lkowanie wielowymiarowe Monte Carlo, oraz sprawdzono, że ca lkowanie
przy różnych wyborach zmiennych ca lkowania daje takie same wyniki.

Elementy macierzowe mi ↪edzy stanami w tym samym sektorze zosta ly wyliczone
analitycznie (znane wzory dla oscylatora harmonicznego).

Po wyliczeniu elementów macierzowych hamiltonianu w bazie oscylatora har-
monicznego, wartości i wektory w lasne macierzy hamiltonianu zosta ly wyliczone za
pomoc ↪a metody DSYEVR z pakietu LAPACK [61]. Poprawność diagonalizacji spraw-
dzono przeprowadzaj ↪ac testowe obliczenia za pomoc ↪a różnych metod znajdowania
wartości (i wektorów) w lasnych macierzy symetrycznej o elementach rzeczywistych
z pakietu LAPACK (DSYEV, DSYEVD, DSYEVR, DSYEVX), za pomoc ↪a procedury z GNU
Scientific Library (GSL), oraz sprawdzaj ↪ac że znaleziony wektor w lasny spe lnia rów-
nanie w lasne.

4.7.1 Analiza cz lonu mieszania

Na podstawie wzorów na poprawki do stanów w lasnych w rachunku zaburzeń
dla stanów zwi ↪azanych w mechanice kwantowej, można si ↪e spodziewać, że mieszanie
stanu |qλq̄λgλ〉 ze stanem |gλgλ〉 da poprawk ↪e o szerokości rz ↪edu szerokości cz lonu
mieszania. Podobne jakościowo wyniki otrzymać można za pomoc ↪a rachunku wa-
riacyjnego. Obliczenia w rozdziale 4.2, dla ścísle rozwi ↪azywalnego modelu mieszania
stanów o różnej liczbie cz ↪astek poza rachunkiem zaburzeń, również pozwalaj ↪a spo-
dziewać si ↪e sk ladnika o szerokości rz ↪edu szerokości czynnika mieszania.

Na podstawie zależności elementu macierzowego cz lonu mieszania HI mi ↪edzy
stanami podstawowymi |qλq̄λgλ〉 i |gλgλ〉 (tzn. 〈h0,0|H|g0〉 = H00,0) od parame-
trów βhq, βhg, βgg stanów i od skali renormalizacji λ, widać, że dla fλ(khq, khg) =
exp[−(M2

hq)
2/λ4] elementy macierzowe cz lonu mieszania HI maj ↪a maksimum przy

szerokości p ↪edowej rz ↪edu szerokości stanów podstawowych (patrz wykres (a) na ry-
sunku 16).

Badanie kszta ltu nawet tylko jednego elementu macierzowego cz lonu mieszania
pomi ↪edzy stanami |qλq̄λgλ〉 i |gλgλ〉 nasuwa sugestie co do tego jak ↪a postać mog ↪a
przybrać wyniki mieszania. Nast ↪epnym krokiem jest analiza wielkości elementów
macierzowych cz lonu mieszania w hamiltonianie mi ↪edzy różnymi stanami, dla usta-
lonych parametrów bazowych funkcji falowych. Należa lo si ↪e spodziewać, że aby uzy-
skać wynik mieszania na stan hybrydy o szerokości βhq rz ↪edu λ (czyli ten sam wynik
co z analizy rozpadu), mieszanie powinno dodać sk ladnik o wi ↪ekszej szerokości, czyli
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Rysunek 16: Zależność cz lonu mieszania HI = 〈qq̄g|H|gg〉 od wartości podanego
w legendzie parametru w funkcji bazowej, przy pozosta lych parametrach ustalonych.
Wartości parametrów: mq = 0.3GeV, mg = 1.2GeV, βhq = βhg = βgg = 0.4GeV,
λ = 2GeV. Rysunki po lewej stronie: (a), (c) i (e) s ↪a wynikiem obliczeń dla przy-
padku jednowymiarowego (1d), zaś rysunki po prawej stronie, (b), (d) i (f), dotycz ↪a
przypadku trójwymiarowego (oryginalnego problemu). Rysunki (a) oraz (b) dotycz ↪a
obliczeń prowadzonych dla fλ określonych równaniem (4.53a), rysunki (c) oraz (d)
dotycz ↪a obliczeń prowadzonych dla fλ z równania (4.53b), zaś rysunki (e) oraz (f)
obliczeń prowadzonych dla fλ z równania (4.53c).
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o wi ↪ekszych liczbach kwantowych nhq. Oczekiwano zatem maksimum w elementach
macierzowych dla pewnego nhq 6= 0. Na rysunku 17(a) jednak maksimum takiego
nie widać.
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Rysunek 17: Zależność cz lonu mieszania HI = 〈qq̄g|H|gg〉 od liczby kwantowej od-
powiednio nhq, nhg oraz ngg dla pozosta lych liczb kwantowych równych 0 (dla przy-
padku trójwymiarowego przedstawiona liczba kwantowa, np. nhq, oznacza radialn ↪a
liczb ↪e kwantow ↪a). Rysunki po lewej stronie: (a), (c) i (e) s ↪a wynikiem obliczeń dla
przypadku jednowymiarowego (1d), zaś rysunki po prawej stronie, (b), (d) i (f), do-
tycz ↪a przypadku trójwymiarowego (oryginalnego problemu). Rysunek (a) oraz (b)
dotyczy obliczeń prowadzonych dla fλ określonych równaniem (4.53a), rysunek (c)
oraz (d) obliczeń prowadzonych dla fλ z równania (4.53b), zaś rysunek (e) obliczeń
prowadzonych dla fλ z równania (4.53c).

Analiz ↪e mieszania przeprowadzono dla kwarków i gluonów zast ↪apionych cz ↪ast-
kami skalarnymi. Pozwoli lo to unikn ↪ać dodatkowych trudności technicznych zwi ↪a-
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Rysunek 18: Jak na rysunku 17, ale wy l ↪acznie zależność od jednej liczby kwantowej
nhq / nrhq, i wykresy przeskalowane w taki sposób, aby uwidocznić maksimum dla
n 6= 0. Dla obliczeń w przypadku jednowymiarowym, wykresy (a), (c) i (e) po lewej
stronie pomini ↪ete zosta ly dodatkowo elementy macierzowe które s ↪a tożsamościowo
równe zeru ze wzgl ↪edu na symetri ↪e.



4.7. Obliczenia numeryczne mieszania stanu |qλq̄λgλ〉 ze stanem |gλgλ〉 59

zanych z obecności ↪a wielu cz lonów spinowych i ich zależności ↪a od p ↪edów (k ↪atów).
Należy jednak pami ↪etać, że cz lony spinowe wprowadzaj ↪a dodatkowe czynniki w ha-
miltonianie.

Nie by lo wiadome jednak, jak ↪a dok ladnie postać powinien mieć modelowy czyn-
nik zależny od p ↪edu, który należy uwzgl ↪ednić w cz lonie mieszania w modelu 1 + 1
wymiarowym. Dodatkowo redukcja wymiarów z 3 do 1 wymaga czynnika o wymia-
rze p ↪edu. Efekt ten można by lo zauważyć w analizie ścísle rozwi ↪azywalnego modelu
mieszania stanów o różnej liczbie cz ↪astek, przedstawionego w rozdziale 4.2. Porówna-
nie elementów macierzowych hamiltonianu efektywnego pomi ↪edzy stanami |qλq̄λgλ〉
i |gλgλ〉 dla trzech wymiarów i dla jednego wymiaru na wykresach odpowiednio po
lewej i po prawej stronie rysunków 16– 18 także sugeruje konieczność dodania takie-
go czynnika. Wobec braku wiedzy jak dok ladnie powinien zostać zdefiniowany cz lon
mieszania, rozważono różne definicje tego cz lonu.

Sumaryczny efekt czynnika spinowego w oryginalnym zagadnieniu mieszania sek-
tora |qλq̄λgλ〉 z sektorem |gλgλ〉 można sprowadzić do modyfikacji czynnika podobień-
stwa fλ, wed lug podanych niżej wzorów:

fλ = exp

[

−(M2
12 −m2

g0)2

λ4

]

(4.53a)

fλ =
k2

hq

m2
d

exp

[

−(M2
12 −m2

g0)2

λ4

]

(4.53b)

fλ =
(M2

12)
2

m4
d

exp

[

−(M2
12 −m2

g0)2

λ4

]

(4.53c)

Na wykresach od (c) do (f) elementu macierzowego mieszania na rysunkach 16
i 17, widoczne jest, że dla podanych w (4.53) modyfikacji fλ, nast ↪epuje silne mie-
szanie mi ↪edzy stanem bazowym |gλgλ〉 o ngg = 0, a stanami bazowymi |qλq̄λgλ〉
o nhq 6= 0. Oznacza to, że w wyniku mieszania tych sektorów stan hybrydy uzyskać
może wk lad stanu |qλq̄λgλ〉 o nhq > 0, a zatem o efektywnej szerokości wi ↪ekszej od

βbazy
hq . Zatem efektem mieszania |qλq̄λgλ〉 z |gλgλ〉 może być zwi ↪ekszanie efektywnej

szerokości βhq w funkcji falowej b ↪ed ↪acej rozwi ↪azaniem zagadnienia w lasnego miesza-
nia.

Dodatkowy czynnik zależny od p ↪edu w cz lonie mieszania powoduje, że stan pod-
stawowy |gλgλ〉 miesza si ↪e silnie ze stanem wzbudzonym |qλq̄λgλ〉. Na podstawie dru-
giego rz ↪edu rachunku zaburzeń dla stanów w lasnych hamiltonianu, można zauważyć,
że dodatkowy czynnik prowadzić powinien do domieszki stanu wzbudzonego |qλq̄λgλ〉
o wi ↪ekszej szerokości niż szerokość stanu podstawowego |qλq̄λgλ〉.

4.7.2 Wyniki analizy mieszania

Metoda wyliczania macierzy Hamiltonianu w obci ↪etej bazie (tutaj w bazie sta-
nów w lasnych oscylatora harmonicznego) i rozwi ↪azywania zagadnienia w lasnego dla
wyliczonej macierzy, daje wynik na stany w lasne w postaci kombinacji liniowych
stanów bazy:

|ψeig〉 =
∑

nhq ,nhg

cnhq ,nhg
|qq̄g(nhq, nhg)〉 +

∑

ngg

cngg
|gg(ngg)〉 , (4.54)
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gdzie |qq̄g(nhq, nhg)〉 oznacza stan bazy w sektorze |qq̄g〉 o liczbach kwantowych nhq

i nhg, zaś |gg(ngg)〉 oznacza stan bazy w sektorze |gg〉 o liczbie kwantowej ngg.
Stan bazowy |gg(ngg)〉 w sektorze |gg〉 wybieramy w nast ↪epuj ↪acej postaci:

|gg(ngg)〉 =
∑

12

∫

[12] p+δ̃(1 + 2 − p)Ψg
ngg

(1, 2) a†λ1a
†
λ2|0〉 , (4.55)

Funkcja falowa Ψg
ngg

(1, 2) stanu bazowego wyraża si ↪e za pomoc ↪a p ↪edu wzgl ↪ednego kgg

jako funkcja falowa jednowymiarowego oscylatora harmonicznego o liczbie kwantowej
ngg

Ψg
ngg

(kgg) = Nngg
Hngg

(

kgg

βgg

)

exp

[

− k2
gg

2β2
gg

]

, (4.56)

gdzie Hn(k) jest odpowiednim wielomianem Hermite’a, zaś Nn czynnikiem normali-
zuj ↪acym. Analogicznie zdefiniowany jest stan bazowy |qq̄g(nhq, nhg)〉.

Aby sprawdzić czy otrzymane rozwi ↪azanie dla |qλq̄λgλ〉 ma oczekiwane charakte-
rystyki, potrzebna by la metoda oszacowania szerokości otrzymanego stanu w prze-
strzeni p ↪edów. Jednym ze sposobów szacowania tej szerokości by laby minimalizacja
odleg lości pomi ↪edzy otrzymanym stanem |ψeig〉 b ↪ed ↪acym rozwi ↪azaniem równania
w lasnego dla zagadnienia mieszania, a stanem próbnym o znanych szerokościach
|ψβ〉, ze wzgl ↪edu na szerokości β:

β = idxminβ‖ψeig − ψβ‖ .
idxminβ oznacza po lożenie minimum przy minimalizacji ze wzgl ↪edu na parametr β.
Model stanu |qλq̄λgλ〉 w analizie rozpadu hybrydy w rozdziale 3 zak lada rozk lad kla-
strowy (faktoryzowalność funkcji falowej), tzn. funkcj ↪e falow ↪a postaci ψ(khq)ψ(khg)
(patrz wzór (3.13)) ale odleg lość w sensie normy mówi, jaki kszta lt funkcji falowej
jest bardziej prawdopodobny.

Prostszym i szybszym rozwi ↪azaniem jest jednak wyliczenie szerokości stanu βhq,
βhg, βgg na podstawie wartości średniej operatorów k2

hq, k
2
hg, k

2
gg w tym stanie. Sze-

rokość otrzymanego stanu szacujemy jako:

βeff
hq =

√

√

√

√2
〈ψ|k̂2

hqP̂qq̄g|ψ〉
〈ψ|P̂qq̄g|ψ〉

, (4.57)

gdzie P̂qq̄g jest operatorem rzutowym na przestrzeń stanów z lożonych z kwarku,
antykwarku i gluonu, którego wartości ↪a oczekiwan ↪a jest prawdopodobieństwo stanu
|qλq̄λgλ〉 w stanie hybrydy. Czynnik 2 pojawia si ↪e ze wzgl ↪edu na to, że wartość średnia
operatora k̂2 w stanie podstawowym o szerokości β wynosi 1

2
β.

Wielkość 〈ψ|k̂2
hqP̂qq̄g|ψ〉 można obliczyć dla znalezionego stanu w lasnego |ψeig〉

na podstawie czynników rozk ladu cnhq ,nhg
i cngg

na stany bazowe, oraz macierzy

h
(2)
m,n operatora k̂2 w bazie jednowymiarowego oscylatora harmonicznego o szerokości

1 (4.58).

h(2)
m,n =

∫ ∞

−∞

dzz2 oscm(z)oscn(z) =

=

∫ ∞

−∞

dzz2 e−z2

NmHm(z)NnHn(z)

(4.58)
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Macierz h
(2)
m,n można wyliczyć analitycznie. Jest ona dana nast ↪epuj ↪acym wzorem:

{

h
(2)
n,n = 1

2
(1 + 2n)

h
(2)
n−1,n+1 = h

(2)
n+1,n−1 = 1

2

√

n(n + 1)
(4.59)

Pozosta le elementy macierzowe h
(2)
m,n operatora k̂2 s ↪a równe zero.

Zależność na 〈ψ|k̂2
hqP̂qq̄g|ψ〉 wyraża si ↪e za pomoc ↪a cnhq ,nhg

i cngg
oraz h

(2)
m,n nast ↪e-

puj ↪aco:

〈ψ|k̂2
hqP̂qq̄g|ψ〉 = β2

hq

∑

nhq ,n′

hq

∑

nhg

cnhq ,nhg
h

(2)
nhq ,n′

hq
cn′

hq
,nhg

(4.60)

W podobny sposób można napisać wzory na 〈ψ|P̂qq̄g|ψ〉 (sk ladowa |qλq̄λgλ〉) oraz

〈ψ|P̂gg|ψ〉 (sk ladowa |gλgλ〉) za pomoc ↪a cnhq ,nhg
i cngg

:

〈ψ|P̂qq̄g|ψ〉 =
∑

nhq ,nhg

c2nhq ,nhg
(4.61)

〈ψ|P̂gg|ψ〉 =
∑

ngg

c2ngg
(4.62)
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iż

sz
a

w
a
rt

o
ść
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Rysunek 19: Zależność najniższej wartości w lasnej w rozwi ↪azaniu problemu miesza-
nia (krzywe ci ↪ag le zaczynaj ↪ace si ↪e od góry z lewej strony) oraz efektywnej szerokości
najniższego stanu w lasnego (krzywe przerywane zaczynaj ↪ace si ↪e od do lu z lewej stro-
ny) od wielkości sta lej sprz ↪eżenia g, dla λ = 3 GeV, przy różnych wartościach obci ↪e-
cia masy w lasnej przestrzeni stanów. Obydwa typy krzywych (krzywe dla wartości
w lasnej i krzywe dla efektywnej szerokości stanu) zbiegaj ↪a do odpowiednich krzy-
wych (wartości) granicznych przy zwi ↪ekszaniu energii obci ↪ecia (zwi ↪ekszaniu liczby
stanów bazowych).

Aby można by lo znaleźć numerycznie wartości w lasne i wektory (stany) w la-
sne macierzy Hamiltonianu w zadanej bazie ortonormalnej, potrzeba by lo opisanego
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Rysunek 20: Zależność najniższej wartości w lasnej M 2 w rozwi ↪azaniu problemu mie-
szania, oraz efektywnej szerokości βhq stanu w lasnego o najniższej energii, od energii
obci ↪ecia przestrzeni stanów (czyli najwi ↪ekszej energii w lasnej oscylatora wśród sta-
nów bazowych), przy różnych wielkościach sta lej sprz ↪eżenia g, dla λ = 3GeV. Jest
widoczne, że powyżej pewnej granicznej wielkości energii obci ↪ecia wyniki nie zmie-
niaj ↪a si ↪e, czyli przestaj ↪a zależeć od obci ↪ecia bazy.

wcześniej obci ↪ecia przestrzeni stanów. Jak widać z analizy zależności elementów ma-
cierzowych od liczb kwantowych stanów bazy, oddzia lywanie mieszaj ↪ace jest ograni-
czonej szerokości (na przyk lad patrz rysunek 17 zależności 〈nhqnhg|HI|ngg〉 od nhq).
Oznacza to, że wynik nie zależy od obci ↪ecia przestrzeni stanów, pod warunkiem, że
obci ↪ecie to jest wystarczaj ↪aco wysokie, powyżej pewnej wartości progowej.

Obci ↪ecie przestrzeni stanów by lo zadane przez ograniczenie na niezmiennicz ↪a
mas ↪e w lasn ↪a stanów bazowych w j ↪ezyku liczb kwantowych bazy nhq, nhg, ngg. Jak
widać na rysunkach 19 oraz 20, powyżej pewnej wielkości ograniczenia przestrzeni
stanów bazowych wyniki rzeczywíscie nie zależ ↪a od obci ↪ecia. Obliczenia zależności
βhq od λ zosta ly wyliczone dla λ w zakresie λ = 2 − 5 GeV. Dolna granica wynika
z potrzeby odizolowania zależności od pozosta lych parametrów masowych: mq, mg.
Górn ↪a granic ↪e wyznaczaj ↪a ograniczenia możliwości obliczeń numerycznych, jako że
duże λ wymaga dużej liczby stanów bazowych do uzyskania niezależności od obci ↪ecia.

Z wyników obliczeń przedstawionych na rysunku 21 widać, że obszar wielkości
sta lej sprz ↪eżenia g, dla których efekt mieszania sektorów jest znacz ↪acy, zmienia si ↪e
wraz z λ,

Wraz ze wzrostem sta lej sprz ↪eżenia g nast ↪epuje przej́scie od stanu, w którym
najniższy stan w lasny jest g lównie zbudowany ze stanu podstawowego |qλq̄λgλ〉, do
stanu, w którym nast ↪epuje mieszanie i zwi ↪eksza si ↪e βhq. Jest to efekt, którego należa lo
si ↪e spodziewać.

Wyniki s ↪a zależne od wielkości skali λ, o ile nie przeprowadzi si ↪e renormalizacji.
Teoretyczne wyliczenie zależności g od λ wymaga loby obliczeń nieperturbacyjnych
w tym zakresie λ. W szacunkowych rachunkach zamiast pe lnych obliczeń można
jednak zaż ↪adać aby energia stanu w lasnego mia la zadan ↪a wielkość. Dla zadanego
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Rysunek 21: Zależność najmniejszej wartości w lasnej od wielkości sta lej sprz ↪eżenia
g, dla różnych wartości szerokości czynnika podobieństwa λ. Wykres demonstruje
konieczność renormalizacji g, to znaczy doboru gλ w zależności od λ, aby porównywać
wyniki dla różnych λ, z t ↪a sam ↪a wartości ↪a w lasn ↪a M2

eigenv(gλ). Strza lki w legendzie
wskazuj ↪a na której osi jest zaznaczona dana wielkość.

λ dobieramy gλ w ten sposób, by energia stanu w lasnego dla tej wielkości gλ by la
równa zadanej wielkości: M 2

eigenv(gλ) = const. Jest to nieperturbacyjny warunek
normalizacji.

W celu wyliczenie zależności βhq od λ najpierw znajdujemy gλ, dla którego ener-
gia stanu w lasnego ma zadan ↪a ustalon ↪a wartość. Nast ↪epnie znajdujemy postać stanu
w lasnego (funkcji falowej) dla znalezionego gλ, a nast ↪epnie na podstawie wielkości
średniej k̂2

hq w tym stanie wyliczamy βeff
hq (patrz (4.60)).

Na rysunku 22 przedstawiona zosta la zależność szerokości βeff
hq stanu w lasnego

o najmniejszej masie (stanu podstawowego) przy różnych szerokościach czynnika
podobieństwa λ.

Na rysunku 23 przedstawiono zależność szerokości βeff
hq stanu hybrydy od sze-

rokości czynnika podobieństwa λ, przy różnych wielkościach parametrów obci ↪ecia.
Widać, że wraz ze wzrostem parametru obci ↪ecia przestrzeni stanów, zależność βeff

hq

od λ zbliża si ↪e do zależności liniowej.

Narzucenie wymagania spe lnienia symetrii relatywistycznych amplitudy rozpadu
hybrydy daje zatem βhq ' λ. Obydwie wielkości s ↪a rz ↪edu 5 − 8 GeV, t.j. s ↪a dużo
wi ↪eksze od pozosta lych parametrów. Model mieszania stanów |qλq̄λgλ〉 oraz stanu
|gλgλ〉 daje βeff

hq proporcjonalne do λ, z czynnikiem proporcjonalności rz ↪edu 1/2. Na
rysunku 23 ten fakt jest oznaczony jako a = 0.5, gdzie a jest wspó lczynnikiem
proporcjonalności mi ↪edzy λ i βeff

hq we wzorze

βeff
hq = aλ . (4.63)

Analiza wyników dynamicznych nie określa jednak jaka powinna być wielkość pa-
rametru λ. Ponadto wyliczanie mieszania dla dużych λ nie jest  latwe, co wynika



64 4. Dynamika mieszania hybrydy z innymi sektorami Focka

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0

PSfrag replacements

g

β
h

q
[G

eV
]

λ = 2.0 GeV
λ = 3.5 GeV
λ = 5.0 GeV

Rysunek 22: Efektywna szerokość βeff
hq stanu w lasnego o najmniejszej masie, wyli-

czona za pomoc ↪a wzoru (4.57), w zależności od sta lej sprz ↪eżenia g, przy różnych
wartościach szerokości czynnika podobieństwa λ.
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Rysunek 23: Efektywna szerokość βeff
hq stanu w lasnego o najmniejszej masie w zależ-

ności od szerokości λ czynnika podobieństwa, przy różnych wielkościach parametru
obci ↪ecia przestrzeni stanów bazowych. Wartość parametru obci ↪ecia zmienia si ↪e od 20
GeV2 (dolna krzywa) do 70 GeV2 (górna krzywa). Ekstrapolacja liniowa zależności
βeff

hq od λ dla parametru obci ↪ecia rosn ↪acego do nieskończoności, daje wspó lczynnik

proporcjonalności oko lo 1
2
.
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Rysunek 24: Korelacja pomi ↪edzy efektywn ↪a szerokości ↪a βeff
hq stanu w lasnego o naj-

mniejszej masie, a wk ladem Pgg sk ladnika |gλgλ〉 w tym stanie. Krzywe uzyskane
przy różnych szerokościach λ czynnika podobieństwa i różnych wielkościach parame-
tru obci ↪ecia przestrzeni stanów bazowych.

z szybkiego wzrostu liczby stanów potrzebnych do uzyskania niezależności wyników
od obci ↪ecia.

Poza omawianym kszta ltem (szerokości ↪a βhq) funkcji falowej stanu otrzymanego
w wyniku mieszania sektorów Focka, ważn ↪a wielkości ↪a jest wk lad stanu |gλgλ〉 do
stanu hybrydy |h〉. Wartości średnie operatorów rzutowych P̂gg oraz P̂qq̄g oznaczono
jako Pgg oraz Pqq̄g; s ↪a to prawdopodobieństwa wyst ↪epowania odpowiednich sektorów
w stanie hybrydy |h〉.

Przy analizie symetrii relatywistycznych rozpadu hybrydy na dwa mezony stan
hybrydy by l modelowany jako prosty stan |qλq̄λgλ〉. Jeśli zatem stan hybrydy b ↪edzie
zawiera l wi ↪ecej sk ladowej |gλgλ〉 niż sk ladowej |qλq̄λgλ〉 (Pqq̄g > 0.5), to trudno b ↪edzie
uważać, że odpowiada on stanowi użytemu w analizie rozpadu. Nawet jeśli stan ten
ma oczekiwany kszta lt funkcji falowej, pozostaje pytanie dlaczego widzimy (i liczy-
my) rozpad stanu hybrydy z lożonego tylko z sektora |qλq̄λgλ〉. Stan o dominuj ↪acej
sk ladowej |gλgλ〉 odpowiadać powinien gluonium, a nie hybrydzie.

Na rysunku 24 przedstawiona zosta la zależność (korelacja) pomi ↪edzy szerokości ↪a
funkcji falowej βeff

hq(λ) a wielkości ↪a prawdopodobieństwa Pgg(λ) sk ladowej |gλgλ〉. Ten

wykres ilustruje fakt, że aby βeff
hq ros lo znacz ↪aco z λ, wymagany jest duży wk lad sk la-

dowej |gλgλ〉. Wraz ze wzrostem βeff
hq z rosn ↪acym λ, także Pgg rośnie z λ (przynajmniej

w zakresie zilustrowanym na wykresie; wartości Pgg s ↪a ograniczone do przedzia lu
0 ≤ Pgg ≤ 1).

Wynika st ↪ad, że oczekiwany wzrost βeff
hq okupiony jest wzrostem prawdopodo-

bieństwa Pgg sk ladowej |gλgλ〉 w stanie hybrydy |h〉.
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4.8 Model mieszania |qλq̄λgλ〉 z pozosta lymi sektorami Focka

Rozwi ↪azuj ↪ac numerycznie model mieszania stanów |qλq̄λgλ〉 i |gλgλ〉, otrzyma-
no stan hybrydy o efektywnej szerokości funkcji falowej βeff

hq proporcjonalnej do λ.
Mieszanie stanów |qλq̄λgλ〉 z |gλgλ〉 może wi ↪ec s lużyć jako dynamiczny mechanizm
uzasadnienia dla wyników otrzymanych z analizy rozpadu hybrydy. Pozosta ly jednak
do rozważenia nast ↪epuj ↪ace problemy.

Po pierwsze, dla λ rz ↪edu 4− 5 GeV, czyli rz ↪edu wielkości λ otrzymanych z anali-
zy rozpadu hybrydy, wynikiem mieszania jest duże prawdopodobieństwo sk ladowej
|gλgλ〉. Co wi ↪ecej, wielkość prawdopodobieństwa Pgg jest skorelowana z βeff

hq (patrz

rysunek 24). Próby zmniejszenia Pgg daj ↪a zatem także mniejsze βeff
hq . Wyklucza to

najprostsz ↪a wersj ↪e mechanizmu mieszania, przedstawion ↪a wcześniej. T↪e niechcian ↪a
korelacj ↪e można zaobserwować także w ścísle rozwi ↪azywalnym modelu mieszania
z oddzia lywaniami separowalnymi (przedstawionym w rozdziale 4.2). W tym mode-
lu zwi ↪ekszenie szerokości funkcji falowej jest również okupione zwi ↪ekszeniem wk ladu
sektora typu |gλgλ〉. Można wi ↪ec oczekiwać, że efekt ten jest ogólny i nie zależy od
poczynionych uproszczeń i wybranej metody rozwi ↪azania zagadnienia.

Aby stan otrzymany w wyniku mieszania odpowiada l stanowi z analizy syme-
trii rozpadu, w dalszych poszukiwaniach należa lo znaleźć model, zapewniaj ↪acy, że
rozpad znalezionego stanu b ↪edzie zdominowany przez sk ladow ↪a kwark–antykwark–
gluon. Jeśli sk ladowa gluon–gluon dominuje, oznacza to, że w wyniku mieszania
otrzymano gluonium raczej niż mezon hybrydowy (hybryd ↪e). Natomiast przeprowa-
dzona wcześniej analiza symetrii rozpadu zak lada, że stan hybrydy daje si ↪e repre-
zentować w dobrym przybliżeniu za pomoc ↪a stanu |qλq̄λgλ〉 (cz ↪astek efektywnych).

Po drugie znaleziono, że istniej ↪a stany skalarnej hybrydy, rozpadaj ↪acej si ↪e na dwa
skalarne mezony, które nie sprz ↪egaj ↪a si ↪e z sektorem gλgλ. Analiza rozpadu skalar-
nej hybrydy w rozdziale 3 by la prowadzona dla izoskalarnej hybrydy rozpadaj ↪acej
si ↪e na dwa izoskalarne mezony. Jest to najprostszy możliwy przypadek konfigura-
cji zapachów kwarków w hybrydzie, ale nie jedyny możliwy. Analiza roli czynnika
izospinowego w rozpadach wskazuje, że podane poniżej kombinacje izospinów daj ↪a
takie same (z dok ladności ↪a do sta lego czynnika) wzory na amplitudy rozpadów

hs → bs + ps

→ b+ + p−

→ b− + p+

→ b0 + p0

h+ → b+ + ps

→ bs + p+

h0 → bs + p0

→ b0 + ps

(4.64)

Symbol hs oznacza izoskalarn ↪a hybryd ↪e z czynnikiem izospinowym Ih ' σ0 = 12x2

(przypadek rozważany w [42] i [43]), h0 oznacza niena ladowan ↪a (neutraln ↪a  ladunko-
wo) hybryd ↪e izowektorow ↪a z Ih ' σ3, h± oznacza na ladowan ↪a hybryd ↪e izowektorow ↪a
z Ih ' σ±. Analogiczna notacja b0, bs, b± i p0, ps, p± by la zastosowana także dla me-
zonów p i b, na które hybryda si ↪e rozpada.
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Rysunek 25: Modelowanie sprz ↪eżenia (mieszania) sektora qλq̄λgλ z pozosta lymi sek-
torami Focka jako (w pierwszym rz ↪edzie) sprz ↪eżenie z modelowym stanem z lożonym
z gluonu gλ i efektywnego oktetu kolorowego Ghλ (efektywnego rezonansu oktetowe-
go).

Izoskalarna hybryda, rozważana wcześniej, sk lada si ↪e z kwarku i antykwarku
o tym samym zapachu, zatem może zawierać sk ladow ↪a |gλgλ〉 przez anihilacj ↪e pary
kwark–antykwark w gluon. Natomiast na ladowana hybryda izowektorowa sk lada si ↪e
z kwarku i antykwarku o różnych zapachach, zatem nie sprz ↪ega si ↪e do stanu |gλgλ〉.
Jak pokazano powyżej, wzór na amplitud ↪e rozpadu hybrydy z izospinem różni si ↪e
tylko o sta ly czynnik od wzoru na amplitud ↪e rozpadu dla hybrydy izoskalarnej.
Tak wi ↪ec wymagania symetrii amplitudy rozpadu narzucaj ↪a takie same warunki na
parametry funkcji falowych jak w pracach [42, 43]. Mieszanie stanów sektora qλq̄λgλ

i sektora gλgλ nie jest w stanie zatem wyt lumaczyć kszta ltu hybrydy z niezerowym
izospinem.

Po trzecie, sektor |gλgλ〉 nie jest jedynym sektorem Focka, który oddzia lywać mo-
że z sektorem kwark–antykwark–gluon. Można rozważać także inne sektory Focka,
które maj ↪a (jako ca lość) konfiguracj ↪e singletu kolorowego. Dla różnych liczb kwanto-
wych hybrydy różny może być zestaw sektorów Focka, które sprz ↪egaj ↪a si ↪e z sektorem
|qλq̄λgλ〉.

Uwzgl ↪ednienie efektów sprz ↪egania sektora |qλq̄λgλ〉 z innymi sektorami przestrze-
ni Focka pozwala, jak opisano dalej, wskazać drog ↪e wyj́scia w kierunku rozwi ↪azania
wszystkich przedstawionych w tym rozdziale problemów. Pe lne rozwi ↪azanie tego za-
gadnienia nie jest znane i z pewności ↪a jest bardzo trudne. Można jednak zapropo-
nować sposób modelowania sprz ↪eżenia |qλq̄λgλ〉 z innymi sektorami Focka.

4.9 Hipoteza rezonansu oktetowego Ghλ

Najprostszym możliwym opisem stanów, sprz ↪egaj ↪acych si ↪e z sektorem |qλq̄λgλ〉,
i mechanizmu sprz ↪eżenia jest opis za pomoc ↪a stanu dwucz ↪astkowego |gλGhλ〉 b ↪ed ↪a-
cego singletem kolorowym, z lożonego z gluonu gλ i efektywnego rezonansu oktetowe-
go Ghλ. Oktet ten sprz ↪ega si ↪e z kwarkiem i antykwarkiem za pomoc ↪a efektywnego
modelowego oddzia lywania trójcz ↪astkowego. Oddzia lywanie to wprowadzić można
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do równania w lasnego dla hybrydy, zapisanej w postaci |h〉 = |qλq̄λgλ〉+ |gλGhλ〉. Na
rysunku 25 zosta la przedstawiona koncepcja tego modelu.

Liczby kwantowe efektywnego oktetu kolorowego Ghλ nie s ↪a ograniczone do liczb
kwantowych gluonu. W szczególności oktet kolorowy może si ↪e sprz ↪egać z par ↪a kwark–
antykwark w stanie |qλq̄λgλ〉 nawet jeśli para ta nie jest singletem izospinowym.
Oznacza to, mi ↪edzy innymi, że stan |gλGhλ〉 może si ↪e sprz ↪egać z hybryd ↪a o niezero-
wym izospinie, co nie by lo możliwe dla stanu |gλgλ〉.

Efektywny oktet kolorowy może mieć inn ↪a mas ↪e niż gluon, a sprz ↪eżenie efek-
tywnego oktetu kolorowego z par ↪a kwark–antykwark może mieć różn ↪a postać efek-
tywnego czynnika fλ. Jako punkt startowy najprościej jednak przyj ↪ać takie same
parametry dla efektywnego oktetu kolorowego jak dla gluonu. Należy jednak pa-
mi ↪etać, że efektywny czynnik fλ dla mieszania efektywnego oktetu kolorowego Ghλ

w modelowym stanie z par ↪a kwark–antykwark może mieć szerokość wi ↪eksz ↪a od λ.

Przy tych za lożeniach można wykorzystać wprost przeprowadzone obliczenia mie-
szania sektora qλq̄λgλ z sektorem gλgλ (sektorem dwucz ↪astkowym), zmieniaj ↪ac in-
terpretacj ↪e stanu dwucz ↪astkowego ze stanu gluon–gluon (gλgλ) na gluon–rezonans
oktetowy (oznaczany gλGhλ).

Najważniejsz ↪a różnic ↪a pomi ↪edzy obliczeniami dla stanu dwu gluonów, a obli-
czeniami dla stanu gluon–oktet, jest to, że stan gλGhλ może nie sprz ↪egać si ↪e do
stanu dwu mezonów za pomoc ↪a oddzia lywania HI QCDλ. Rozpad rezonansu okteto-
wego Ghλ na par ↪e kwark–antykwark nast ↪epuje za pomoc ↪a sk ladnika w modelowym
hamiltonianie, który nie wyst ↪epuje w hamiltonianie QCD, ponieważ Ghλ jest jedy-
nie przybliżonym opisem efektywnym innych sektorów Focka niż qλq̄λgλ w równaniu
w lasnym dla stanu |h〉. O rezonansie oktetowym Ghλ można również myśleć jako
o wzbudzeniu stanu efektywnego gluonu gλ. Wzbudzenie może wi ↪azać si ↪e z niezero-
wym izospinem. Zatem naturalne wydaje si ↪e za lożenie, że stany te s ↪a ortogonalne,
czyli że 〈Ghλ|gλ〉 = 0. Dzi ↪eki temu duża (wi ↪eksza niż 1/2) wartość PGg dla dużych
λ nie stanowi problemu, jako że stan gluon–rezonans oktetowy nie daje wk ladu do
rozpadu hybrydy na dwa mezony za pośrednictwem HI QCDλ.

Patrz ↪ac na wykres zależności efektywnej szerokości βeff
hq od λ stanu hybrydy otrzy-

manego w wyniku mieszania na rysunku 23, widzimy jednak, że co prawda βeff
hq ∼ λ,

ale czynnik proporcjonalności jest mniejszy od 1, bliski 1/2. Z analizy amplitudy
rozpadu hybrydy parametrów modelu dostajemy, że  lamanie symetrii obrotowej jest
minimalne dla βhq tej samej wielkości co λ, rz ↪edu 4-8 GeV. Ponieważ ze wzgl ↪edów
technicznych zosta la użyta redukcja wymiarów modelu mieszania z trzech do jedne-
go, nie można użyć stanu b ↪ed ↪acego rozwi ↪azaniem na stanu |qλq̄λgλ〉 do wyliczenia
rozpadu hybrydy na dwa mezony. Nie można zatem bezpośrednio sprawdzić, czy
istnieje takie λ, dla którego amplituda rozpadu otrzymanego stanu hybrydy spe lnia
ż ↪adania symetrii relatywistycznych.

Można jednak sprawdzić, czy w okolicach znalezionego minimum parametrów,
stan hybrydy dla którego βhq = 1

2
λ spe lnia z wystarczaj ↪ac ↪a dok ladności ↪a wymagania

symetrii.

Na rysunku 26 pokazano przyk ladowe oszacowanie stopnia odchylenia od symetrii
obrotowej w zależności od βhq (oś pozioma) i λ (oś pionowa) jednocześnie. Patrz ↪ac
na linie oznaczone βhq = λ oraz βhq = 1

2
λ na tym wykresie widzimy, że wymagania
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Rysunek 26: Zmiana stopnia  lamania symetrii obrotowej jako funkcja parametru βhq

funkcji falowej hybrydy oraz parametru λ dla przypadku a) na wykresie 8, tzn. dla
Sh = ū/εv, z czynnikami N 6= 1, rozpad na dwa skalarne mezony JPC = 0++. Opty-
malne wartości parametrów s ↪a dane w pierwszej kolumnie tabeli 3. Punkt oznaczony

”
min” wskazuje optymalne wartości parametrów. Oszacowanie  lamania symetrii ob-

rotowej, pokazane jako stopień szarości oraz za pomoc ↪a poziomic, określone jest
na podstawie stosunku odchylenie standardowego (

”
stddev”) zależności amplitudy

rozpadu hybrydy od k ↪ata θ do amplitudy uśrednionej po k ↪acie θ (
”
mean”).
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symetrii relatywistycznych można spe lnić także dla βeff
hq ' 1

2
λ. Okupione jest to

jednak konieczności ↪a znacznego zwi ↪ekszenia λ.

Jeśli λ jest dużo wi ↪eksze od skal energii w rozważanym zagadnieniu, w ↪atpliwe
staje si ↪e przybliżenie wycinania

”
okna” w hamiltonianie, patrz rozdzia l 2.3. Trudniej

zatem uzasadnić przybliżenie minimalnej liczby sk ladników na stany hybrydy i me-
zonów. Powstaje zatem pytanie, czy możliwe s ↪a alternatywne rozwi ↪azania zamiast
zwi ↪ekszenia λ.

Należy zauważyć, że cz lon HI Gλ w hamiltonianie modelowym, odpowiedzialny
za mieszanie stanu |qλq̄λgλ〉 ze stanem |gλGhλ〉, nie musi być dok ladnie tej samej
postaci co cz lon HI QCD λ w zrenormalizowanym hamiltonianie QCD, który jest od-
powiedzialny za rozpad hybrydy.

W szczególności rozważmy efektywny czynnik fGλ w HI G λ postaci

fGλ = exp

[

−
k2

hq

2λ2

]

(4.65)

Na rysunku 27 przedstawiono zależność βeff
hq od λ dla czynnika fGλ danego wzo-
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Rysunek 27: Efektywna szerokość βeff
hq stanu w lasnego o najniższej energii, dla czyn-

nika fGλ danego wzorem (4.65), w zależności od szerokości λ czynnika podobieństwa,
przy różnych wyborach wielkości energii renormalizacji E(g) = E∗. Ekstrapolacja
liniowa (4.63) daje wspó lczynnik proporcjonalności rz ↪edu 1.3.

rem (4.65). Widać, że dopasowanie funkcji liniowej do ekstrapolacji dla dużych war-
tości parametru obci ↪ecia, daje zależność liniow ↪a o stosunku bliskim jedności. Na ry-
sunku 27 można odczytać wartość 1.3 stosunku βhq do λ. Na rysunku 26 widać, że
dla βhq/λ ∼ 1.3 można otrzymać zachowanie symetrii z dobr ↪a dok ladności ↪a, nawet
przy λ mniejszych niż otrzymano z minimalizacji.

Takie proste podstawienie funkcji gaussowskiej jako czynnika podobieństwa fGλ

w hamiltonianie modelowym nie ma (dotychczas) uzasadnienia wynikaj ↪acego z QCD.
Ponadto użycie takiego czynnika podobieństwa wymaga, ze wzgl ↪edu na wolniejszy
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zanik elementów macierzowych modelowego hamiltonianu z różnic ↪a energii miesza-
nych stanów, dużo wi ↪ekszych wartości obci ↪ecia przestrzeni stanów niż wymaga czyn-
nik podobieństwa (4.53) używany w procedurze grupy renormalizacji. Zależność βeff

hq

od λ dla tej postaci czynnika podobieństwa w modelu zosta la uzyskana dla ma lych
λ i tylko ekstrapolowana do λ = 5 GeV.

Inn ↪a możliwości ↪a rozwi ↪azania problemu, że w wyniku mieszania dostajemy βeff
hq '

1
2
λ raczej niż βeff

hq ' λ, jest zauważenie, że oddzia lywanie HG,qq̄ λ z czynnikiem fGλ

w modelu mieszania z innymi sektorami Focka, powstaje w wyniku z lożenia co naj-
mniej dwu oddzia lywań z fλ w zrenormalizowanym hamiltonianie QCD.

”
Splot”dwu

czynników podobieństwa fλ

fGλ ∼ fλ ? fλ (4.66)

tworzyć móg lby efektywnie czynnik o szerokości 2λ

fGλ ∼ f2λ (4.67)

Gdyby taka zależność zachodzi la, co jest prawdopodobne, to βeff
hq ' 1

2
λG w modelu

oznacza loby βhq ' λ w stanie hybrydy używanym do analizy rozpadu.
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5 Podsumowanie i wnioski

Procedura grupy renormalizacji dla cz ↪astek efektywnych (RGPEP) otwiera drog ↪e
do systematycznej analizy stanów zwi ↪azanych kwarków i gluonów w QCD. W tej
pracy oceniamy perspektywy zastosowania tej metody do wyprowadzenia hamilto-
nianu efektywnego dla stanu zwi ↪azanego z lożonego z kwarku, antykwarku i gluonu,
zwanego hybryd ↪a. Wcześniej znane wyniki [42, 43] sugeruj ↪a, że metoda RGPEP mo-
że pozwoli w przysz lości znaleźć zastosowanie w rozwi ↪azywaniu problemu hybrydy
i powi ↪azać QCD z jej modelami konstytuentnymi. Niniejsza praca jest pierwszym
znanym autorowi krokiem w tym kierunku.

Obliczenia zosta ly przeprowadzone przy użyciu dynamiki hamiltonowskiej w sfor-
mu lowaniu Diraca na froncie świetlnym. Ten wybór formy dynamiki pozwoli l omi-
n ↪ać problem znalezienia stanu próżni, czyni ↪ac możliwym opis hadronów za pomoc ↪a
niewielkiej liczby cz ↪astek. Ponadto symetria ze wzgl ↪edu na pchni ↪ecia Lorentza jest
w tym podej́sciu symetri ↪a ścísle spe lnion ↪a. Daje to możliwość opisu stanów cz ↪astek
poruszaj ↪acych si ↪e z wielkimi pr ↪edkościami, w tym produktów rozpadu hybrydy przy
rozpadzie dużo powyżej progu.

Amplituda rozpadu skalarnej hybrydy na skalarne mezony, jako wielkość fizyczna,
musi być sferycznie symetryczna. Symetria obrotowa jest jednak w dynamice na
froncie świetlnym symetri ↪a dynamiczn ↪a. Wynika st ↪ad, że oddzia lywania nie maj ↪a
jawnej symetrii obrotowej. Ż ↪adanie sferycznej symetrii amplitudy rozpadu hybrydy
narzuca zatem warunki na stany cz ↪astek bior ↪acych udzia l w rozpadzie.

W przedstawionych badaniach za lożono, że stan hybrydy i stany mezonów w roz-
padzie hybrydy można przedstawić jako stany o minimalnej liczbie cz ↪astek efektyw-
nych. W tym uj ↪eciu hybryda zawiera stan |qλq̄λgλ〉, zaś mezony stany |qλq̄λ〉. Brak
symetrii obrotowej zachodzi wówczas, gdy przynajmniej jedna z cz ↪astek bior ↪acych
udzia l w rozpadzie porusza si ↪e z relatywistycznymi pr ↪edkościami. Można jednak tak
dobrać parametry funkcji falowych hybrydy i mezonów, aby sferyczna symetria am-
plitudy rozpadu hybrydy by la zapewniona. Jakościowym warunkiem do spe lnienia
jest aby szerokość pary kwark–antykwark w przestrzeni p ↪edów, charakteryzowana
parametrem βhq, by la tego samego rz ↪edu co szerokość λ czynnika kszta ltu w zre-
normalizowanym hamiltonianie oddzia lywania QCD. Ponadto zarówno βhq jak i λ
musz ↪a być rz ↪edu 4-5 GeV, czyli dużo wi ↪eksze niż pozosta le szerokości w rozważanych
funkcjach falowych.

Badania wielu przypadków wieloma różnymi metodami uwzgl ↪edniania spinu glu-
onu i różnych czynników spinowych mezonów da ly taki sam obraz hybrydy. Oznacza
to, że znaleziona struktura stanu hybrydy jest niezależna od spinu sk ladników hy-
brydy i szczegó lów funkcji falowych modelu.

Otrzymany obraz hybrydy, w którym gluon i ciasno zwi ↪azana para kwark–antykwark
kr ↪aż ↪a wokó l siebie, różni si ↪e od typowego wyobrażenia stanu hybrydy, gdzie gluon
tworzy wzbudzon ↪a strun ↪e pomi ↪edzy kwarkiem i antykwarkiem [22, 23, 24, 25]. Różni
si ↪e on także od postaci funkcji falowych hybrydy, używanych w modelach konsty-
tuentnych, gdzie szerokość βhq jest tego samego rz ↪edu co szerokość βhg [13, 15].
Wobec przedstawionych różnic w budowie mi ↪edzy hybryd ↪a znalezion ↪a w niniejszej
pracy i jej typowym obrazem, nasuwa si ↪e pytanie, jaki efekt dynamiczny może być
odpowiedzialny za t ↪e now ↪a postać hybrydy.
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Jak można by lo przypuszczać, taki nietypowy obraz hybrydy móg lby powstawać
dynamicznie wed lug mechanizmu, w którym jeden z gluonów w stanie |gλgλ〉 za-
mienia si ↪e w par ↪e kwark–antykwark przez oddzia lywanie o szerokości λ. Rachunek
zaburzeń sugeruje, że powsta la w ten sposób para kwark–antykwark w hybrydzie
b ↪edzie mia la szerokość rz ↪edu szerokości tego oddzia lywania. Oczekiwano, że badania
dynamicznego modelu mieszania stanu qλq̄λgλ〉 ze stanem |gλgλ〉 pozwol ↪a wyjaśnić
w jaki sposób powstaje nowa postać hybrydy.

Przed przeprowadzeniem zaawansowanych obliczeń numerycznych, modeluj ↪acych
mechanizm mieszania, należa lo uzyskać jakościowy wgl ↪ad w możliwe efekty miesza-
nia stanu |qλq̄λgλ〉 ze stanem |gλgλ〉. W tym celu zosta l stworzony i przeanalizowany
prosty model matematyczny mieszania stanów 0– i 1–cz ↪astkowego z oddzia lywaniem
separowalnym. Przedstawiony on zosta l w rozdziale 4.2. Model ten daje si ↪e rozwi ↪a-
zać ścísle w postaci analitycznej. O ile niektóre w laściwości rozwi ↪azania tego modelu
s ↪a charakterystyczne tylko dla niego, cz ↪eść w laściwości jest ogólna i przenosi si ↪e na
analiz ↪e mieszania stanów |qλq̄λgλ〉 i |gλgλ〉. W szczególności spodziewać si ↪e można
by lo, że korelacja pomi ↪edzy zwi ↪ekszaniem szerokości p ↪edowej funkcji falowej w po-
duk ladzie 1–cz ↪astkowym, a wielkości ↪a wk ladu sk ladowej 0–cz ↪astkowej, jest ogólnym
wnioskiem dla problemów mieszania różnych sektorów.

Obliczenia mieszania zosta ly przeprowadzone dla najprostszego przypadku cz ↪a-
stek skalarnych, co wynika lo st ↪ad, że relatywistyczne symetrie amplitudy rozpadu
hybrydy s ↪a jakościowo niezależne od spinów cz ↪astek i postaci czynników spinowych.
Uproszczenie takie by lo konieczne w obliczeniach nieperturbacyjnych ze wzgl ↪edów
praktycznych. Sumaryczne efekty czynników spinowych zosta ly uwzgl ↪ednione za po-
moc ↪a dodatkowych efektywnych czynników zależnych od p ↪edu.

W obliczeniach szczegó lowych oddzia lywania wi ↪aż ↪ace pomi ↪edzy kwarkami oraz
kwarkiem a gluonem przybliżono za pomoc ↪a potencja lu oscylatora harmonicznego
z czynnikiem kolorowym. Oddzia lywanie mieszaj ↪ace zosta lo wyliczone w sposób rela-
tywistyczny, na froncie świetlnym. Znalezione numeryczne rozwi ↪azanie modelu mie-
szania stanu kwark–antykwark–gluon ze stanem gluon–gluon potwierdza możliwość
dynamicznego wygenerowania stanu hybrydy o kszta lcie wymaganym przez syme-
trie relatywistyczne (amplitudy rozpadu). Stan w lasny b ↪ed ↪acy rozwi ↪azaniem modelu
mieszania sektora |qλq̄λgλ〉 z sektorem |gλgλ〉 ma (w poduk ladzie qq̄g) szerokość βhq

stanu rosn ↪ac ↪a wraz ze wzrostem λ.

Równocześnie przeprowadzone obliczenia ujawni ly dwa problemy. Po pierwsze,
aby uzyskać duże βhq, otrzymany w wyniku mieszania stan musi zawierać duż ↪a
domieszk ↪e stanu |gλgλ〉. Oznacza loby to, że w stanie hybrydy nie dominuje sk ladowa
|qλq̄λgλ〉, jak za lożone zosta lo przy analizie rozpadu hybrydy. Po drugie, mieszanie
|qλq̄λgλ〉 z |gλgλ〉 nie zachodzi dla stanów hybrydy, w których para qλq̄λ ma liczby
kwantowe niemożliwe do uzyskania przez gluony. Przyk ladem takiego stanu hybrydy,
który nie miesza si ↪e ze stanem |gλgλ〉, jest stan hybrydy o niezerowym izospinie, na
który warunki symetrii rozpadu także narzucaj ↪a nietypow ↪a postać.

Powyższe zastrzeżenia powoduj ↪a, że wyjaśnienia powstawania znalezionego kszta l-
tu hybrydy nie można szukać wy l ↪acznie za pomoc ↪a mieszania stanu |qλq̄λgλ〉 ze sta-
nem |gλgλ〉. Pozostaj ↪ac przy idei, że wymagany nietypowy obraz hybrydy powstaje
w wyniku dynamicznego mieszania sektorów Focka, wymagany nietypowy obraz hy-
brydy móg lby być jednak generowany przez sprz ↪eżenie z innymi sektorami. Pe lne



5. Podsumowanie i wnioski 75

rozwi ↪azanie problemu mieszania jest poza możliwościami wspó lczesnej matematyki
i metod numerycznych.

Dla przybliżonego rozwi ↪azania tego problemu, w rozdziale 4.9 sprz ↪eżenie z po-
zosta lymi sektorami Focka modelowano za pomoc ↪a sprz ↪eżenia z dwucz ↪astkowym
stanem zwi ↪azanym |gλGhλ〉, z lożonym z gluonu gλ i z efektywnego rezonansu okte-
towego Ghλ. Stan efektywnego kolorowego rezonansu oktetowego móg lby pe lnić rol ↪e
podobn ↪a np. do rezonansu σ w efektywnej teorii pola (patrz np. [62, 63]).

Obliczenia przeprowadzone w modelu sprz ↪egania przy użyciu |gλGhλ〉 sugeruj ↪a, że
mieszanie z pozosta lymi sektorami Focka może generować stan hybrydy spe lniaj ↪acy
symetrie rozpadu. Mieszanie stanu |qλq̄λgλ〉 ze stanem |gλGhλ〉 daje βhq rz ↪edu λ
w stanie w lasnym. Postulowany stan rezonansu oktetowego Ghλ może mieć inne
liczby kwantowe niż gluon. Oznacza to mi ↪edzy innymi, że mieszanie zachodzi także
dla hybrydy o niezerowym izospinie.

Oddzia lywanie mieszaj ↪ace stan Ghλ z par ↪a kwark–antykwark, odpowiedzialne za
mieszanie stanu |qλq̄λgλ〉 ze stanem |gλGhλ〉, jest efektywnym oddzia lywaniem poja-
wiaj ↪acym si ↪e w modelowym hamiltonianie mieszania. Zatem stan Ghλ nie sprz ↪ega si ↪e
do stanu gλ za pośrednictwem HI QCDλ. Przy braku tego sprz ↪egania Ghλ do gλ, stan
z lożony z gluonu i efektywnego oktetu kolorowego |gλGhλ〉 jest

”
niewidoczny” w roz-

padzie hybrydy. Rozpad hybrydy jest zatem zdominowany przez sektor |qλq̄λgλ〉,
nawet jeśli prawdopodobieństwo PgG sektora |gλGhλ〉 w stanie hybrydy jest wi ↪eksze
niż 1/2.

W modelu sprz ↪egania przy użyciu |gλGhλ〉 można także uzyskać stosunek βeff
hq

do λG oko lo 1, zamiast jak w przypadku mieszania z |gλgλ〉 oko lo 0.5 (co wymaga
zwi ↪ekszenia λ, aby pozostać w obszarze parametrów dla których symetria amplitudy
rozpadu jest dobrze zachowana). Jest to efektem uwzgl ↪ednienie czynnika kszta ltu
rezonansu oktetowego w postaci fλ ? fλ = f2λ = fGλ w modelowym hamiltonianie
mieszania. (fλ ? fλ oznacza tutaj

”
splot” dwu czynników podobieństwa.)

Powyżej opisane wyniki sugeruj ↪a, że hybryda o kszta lcie zadanym przez wyma-
gania symetrii relatywistycznych amplitudy rozpadu może być generowana przez
mieszanie stanu |qλq̄λgλ〉 z pozosta lymi sektorami Focka.

Obliczenia w niniejszej pracy przeprowadzone zosta ly dla najprostszego przy-
padku skalarnej hybrydy, rozpadaj ↪acej si ↪e na dwa skalarne mezony, lub na dwa
pseudoskalarne mezony. Z doświadczalnego punktu widzenia interesuj ↪aca jest hybry-
da o egzotycznych liczbach kwantowych JPC = 1−+. Zastosowana metoda analizy
symetrii amplitudy rozpadu mog laby być zastosowana także i do tego przypadku.
Dla hybrydy 1−+ należa loby zapewne minimalizować odst ↪epstwo amplitudy rozpadu
hybrydy od kszta ltu wymaganego przez liczby kwantowe cz ↪astek bior ↪acych udzia l
w rozpadzie. Analiza taka by laby jednak dużo trudniejsza, chociaż możliwa.

Hipoteza efektywnego rezonansu oktetowego jako ansatzu modeluj ↪acego oddzia-
 lywanie z innymi sektorami Focka wymaga dalszych badań. W szczególności należa-
 loby wyjaśnić, czy hipoteza ta może być zastosowana do innych zagadnień oddzia-
 lywania pomi ↪edzy wieloma sektorami Focka w QCD. Zagadnienie, czy teoretyczne
rezonanse oktetowe mog lyby być zauważone eksperymentalnie, wymaga zbadania.
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A Notacja po lożeń i p
↪
edów na froncie świetlnym

Wspó lrz ↪edne frontu świetlnego zdefiniowane s ↪a nast ↪epuj ↪aco:

x+ = x0 + x3, x− = x0 − x3, x⊥ = (x1, x2) (A.1)

Jak można  latwo zauważyć, p+ zdefiniowane analogicznym wzorem jest nieujemne,
p+ > 0.

Niezerowe sk ladowe tensora metrycznego gµν na froncie świetlnym to g+− =
g−+ = 2 oraz g11 = g22 = 1. Metryka na froncie świetlnym

gµν =









+ − 1 2

+ 0 1
2

0 0
− 1

2
0 0 0

1 0 0 −1 0
2 0 0 0 −1









, gµν =









+ − 1 2

+ 0 2 0 0
− 2 0 0 0
1 0 0 −1 0
2 0 0 0 −1









. (A.2)

Iloczyn skalarny dwu czterowektorów a i b określony jest wi ↪ec wzorem

ab =
1

2
a+b− +

1

2
a−b+ − a⊥b⊥. (A.3)

Pochodne cz ↪astkowe

∂± = 2∂∓ = 2
∂

∂x±
. (A.4)

Dla dowolnych dwóch p ↪edów cz ↪astek p1 i p2 możemy wprowadzić rozk lad na p ↪ed
ca lości P µ oraz p ↪ed wzgl ↪edny x, κ⊥:

P+,⊥ = p+,⊥
1 + p+,⊥

1 (A.5)

x1 =
p+

1

P+
(A.6)

κ⊥ =
p+

2 p
⊥
1 − p+

1 p
⊥
2

P+
(A.7)

Zmiana ta wi ↪aże si ↪e ze zmian ↪a ca lkowania z [p1p2] na [P ][xκ], co pozwala zazwyczaj
na rozdzielenie zmiennych

[p1p2] = [P ][xκ] (A.8)

gdzie [xκ] jest dane przez

[xκ] =
d2κ⊥ dx

16π3x(1 − x)
Θ(x)Θ(1 − x) (A.9)

B Spinory na froncie świetlnym

Spinory których używano w niniejszej pracy, zdefiniowane s ↪a wzorami

umpλ = B(p,m) u0λ, vmpλ = B(p,m) v0λ, (B.1)
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gdzie operator B(p,m)

B(p,m) =
1√
mp+

[

Λ+p
+ + Λ−(m + α⊥p⊥)

]

(B.2)

jest reprezentacj ↪a pchni ↪ecia, które zmienia mas ↪e m w stanie spoczynku w czterop ↪ed
p. Spinory kwarków w stanie spoczynku u0λ dane s ↪a przez

u0↑ =
√

2m

(

χ+

0

)

, u0↓ =
√

2m

(

χ−
0

)

, (B.3)

a dla antykwarków w stanie spoczynku v0λ przez

v0↑ =
√

2m

(

0
χ−

)

, v0↓ =
√

2m

(

0
−χ+

)

, (B.4)

gdzie χ± s ↪a dwusk ladnikowymi spinorami, χ+ = (1, 0) i χ− = (0, 1). Używamy
notacji w której Λ± = 1

2
γ0γ

±, gdzie γ± = γ0 ± γ3.
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C Szczegó ly obliczeniowe wyliczania rozpadu hy-

brydy

Miara ca lkowania po p ↪edach mezonu, oznaczona przez [k1k2] albo po prostu [12],
wynosi

dk+
1 d

2k⊥1
2(2π)3k+

1

dk+
2 d

2k⊥2
2(2π)3k+

2

=
dx12d

2k⊥12
2(2π)3x12(1 − x12)

dP+
12d

2P⊥12
2(2π)3P+

12

. (C.1)

Jako funkcja trójp ↪edu wzgl ↪ednego ~k12, miara ca lkowania dla dwu sk ladników z t ↪a
sam ↪a mas ↪a mq dana jest przez

dx12d
2k⊥12

2(2π)3x12(1 − x12)
=

4d3~k12

2(2π)3M12
. (C.2)

Zatem,

Npm(~k12) =

√

M12

2mq
. (C.3)

Podobnie,

Nps(~k12) =

√

√

√

√

1

Tr
[

S†p(1, 2)Sp(1, 2)
] . (C.4)

W równaniu normalizacji dla hybrydy mamy nast ↪epuj ↪ac ↪a miar ↪e ca lkowania po
trzech cz ↪astkach

3
∏

i=1

dk+
i d

2k⊥i
16π3k+

i

=
4d3kq

2(2π)3Mq

d3kgMqg

2(2π)3
√

m2
g + k2

g

√M2
q + k2

g

. (C.5)

Zatem,

Nhs(~kq, ~kg) =

√

Mq

2mq

√

2mq +mg

Mqg

√

√

√

√

√

m2
g + ~k 2

g

mg

√

√

√

√

√

M2
q + ~k 2

g

2mq
, (C.6)

oraz

Nhs(~kq, ~kg) =

√

√

√

√

√

1
∑

pol

Tr
[

S†h(1, 2, 3)Sh(1, 2, 3)
] , (C.7)

gdzie
∑

pol oznacza sum ↪e po dwu poprzecznych (po dwu fizycznych) polaryzacjach
gluonu.

Amplituda rozpadu hybrydy na dwa mezony wynosi

A(p, b, h) = (−1)
2

3

1√
2

gλ

(16π3)2

∫

dx14d
2κ⊥14

x14(1 − x14)

∫

dx52d
2κ⊥52

x52(1 − x52)

×NpNbNhψ
∗
p(1, 4)ψ∗b (5, 2) [A(1, 2, 3, 4, 5) + B(1, 2, 3, 4, 5)]

= −16

3

gλ

(16π3)2

∫

d3k52

Mb

∫

d3k14

Mp
NpNbNhψ

∗
p(~k14)ψ

∗
b (~k52)

× [A(1, 2, 4, 5) + B(1, 2, 4, 5)] ,
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3

p

h

b

4

1

2

5

BA

2

5

3
4

1

b

h

p

Rysunek 28: Amplituda rozpadu hybrydy na dwa mezony p (lekki) i b (ci ↪eżki).

gdzie

A(1, 2, 4, 5) =
1

x3
TA(1, 2, 3, 4, 5)A(1, 2, 3, 4, 5)

∣

∣

∣

∣

k3=k4+k5

, (C.8)

B(1, 2, 4, 5) =
1

x3

TB(1, 2, 3, 4, 5)B(1, 2, 3, 4, 5)

∣

∣

∣

∣

k3=k1+k2

, (C.9)

A(1, 2, 3, 4, 5) = ψh(1, 2, 3)fλ(M2
45) , (C.10)

B(1, 2, 3, 4, 5) = ψh(5, 4, 3)fλ(M2
12) , (C.11)

zaś czynniki spinowe w amplitudzie rozpadu s ↪a dane przez

TA(1, 2, 3, 4, 5) = Tr
[

S†p(1, 4)Sh(1, 2, 3)S†b(5, 2)SQCD(5, 4, 3)
]

, (C.12)

TB(1, 2, 3, 4, 5) = Tr
[

S†p(1, 4)SQCD(1, 2, 3)S†b(5, 2)Sh(5, 4, 3)
]

. (C.13)

Cz ↪eści A i B odnosz ↪a si ↪e do dwu możliwych ustawień kwarków pokazanych na ry-
sunku 28. SQCD jest czynnikiem spinowym pochodz ↪acym z cz lonu oddzia lywania
w hamiltonianie QCD:

χ†s1
SQCD(1, 2, 3)χs2

= ū1ε
µ
3γµv2 . (C.14)

W obu cz ↪eściach amplitudy, A i B, mamy xp = p+/h+, xb = b+/h+ = 1 − xp.

Dla mezonu p, mamy ~k14 ≡ ~kp, tak wi ↪ec M14 ≡ Mp = 2
√

m2
q + ~k 2

p , i zachodz ↪a

nast ↪epuj ↪ace zwi ↪azki:

x14 = (

√

m2
q + ~k 2

p + k3
p)/Mp, (C.15)

x1 = x14xp, k+
1 = x14p

+, k⊥1 = x14p
⊥ + k⊥p ,

x4 = (1 − x14)xp, k+
4 = (1 − x14)p+, k⊥4 = (1 − x14)p⊥ − k⊥p .

(C.16)
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W mezonie b, mamy ~k52 ≡ ~kb, zatem Mb ≡ M52 = 2
√

m2
q + ~k 2

b , i analogicznymi

zależnościami s ↪a:

x52 = (
√

m2
q + ~k 2

b + k3
b )/Mb, (C.17)

k+
5 = x52b

+, x5 = x52xb, k⊥5 = x52b
⊥ + k⊥b ,

k+
2 = (1 − x52)b+, x2 = (1 − x52)xb, k⊥2 = (1 − x52)b⊥ − k⊥b .

(C.18)

Wyliczaj ↪ac mas ↪e niezmiennicz ↪a kwarków w hybrydzie i w wierzcho lku oddzia ly-
wania odpowiedzialnym za rozpad hybrydy, dostajemy

M2
12 = (x1 + x2)

[

k⊥ 2
1 +m2

q

x1
+
k⊥ 2

2 +m2
q

x2

]

− (k⊥1 + k⊥2 )2 , (C.19)

oraz

M2
54 = (x5 + x4)

[

k⊥ 2
5 +m2

q

x5
+
k⊥ 2

4 +m2
q

x4

]

− (k⊥5 + k⊥4 )2 . (C.20)

Trójwektory p ↪edu wzgl ↪ednego: ~k12 dla mezonów, oraz ~khq i ~khg dla hybrydy s ↪a
zdefiniowane przy użyciu nast ↪epuj ↪acego warunku:

(
√

~k2 +m2
1 +

√

~k2 +m2
2

)2

=
κ2 +m2

1

x
+
κ2 +m2

2

1 − x
= M2 , (C.21a)

~k⊥ = κ . (C.21b)

Dla m1 = m2 = m, otrzymujemy

4
(

~k2 +m2
)

=
κ2 +m2

x(1 − x)
= M2 , (C.22a)

~k⊥ = κ . (C.22b)

W cz ↪eści A amplitudy rozpadu, uzyskujemy

~k 2
q = M2

12/4 −m2
q , (C.23)

oraz

~k 2
g =

[

M2
123 − (M12 + mg)2] [

M2
123 − (M12 −mg)2]

4M2
123

, (C.24)

gdzie

M2
123 =

k⊥ 2
1 +m2

q

x1
+
k⊥ 2

2 +m2
q

x2
+

(k1 + k2)
⊥ 2 +m2

g

1 − x1 − x2
− (k1 + k2 + k3)

⊥ 2 . (C.25)

Podobnie w cz ↪eści B:
~k 2

q = M2
54/4 −m2

q , (C.26)

oraz

~k 2
g =

[

M2
543 − (M54 + mg)2] [

M2
543 − (M54 −mg)2]

4M2
543

, (C.27)

gdzie

M2
543 =

k⊥ 2
5 +m2

q

x5
+
k⊥ 2

4 +m2
q

x4
+

(k5 + k4)
⊥ 2 +m2

g

1 − x5 − x4
− (k5 + k4 + k3)

⊥ 2 . (C.28)
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D Wybrane przyk lady analizy rozpadu hybrydy

Ten przypis przestawia przyk lady numerycznych dowodów które zgromadzilísmy
dla wszystkich studiowanych przypadków (wiele wi ↪ecej niż podane tutaj). Wykresy
wskazuj ↪a jak oszacowania stopnia  lamania symetrii obrotowej:

”
stddev” (odchylenie

standardowe) oraz
”
maxdev” (maksymalna wartość bezwzgl ↪edna odchylenia), oba

w stosunku do amplitudy uśrednionej po k ↪acie θ, zmieniaj ↪a si ↪e w okolicach globalnego
minimum gdy zmieniamy tylko jeden z parametrów funkcji falowych lub szerokość
efektywnego hamiltonianu λ. Zmieniany parametr pokazany jest na osi poziomej,
zaś oszacowanie odst ↪epstwa od symetrii na osi pionowej,

”
stddev” na osi po prawej

stronie (wykreślone za pomoc ↪a czarnych kwadratów),
”
maxdev” po lewej stronie

(wykreślone za pomoc ↪a okr ↪egów).
Przyk lad ten ilustruje dominuj ↪ac ↪a cech ↪e, to jest że parametry βhq i λ s ↪a silnie

ze sob ↪a skorelowane i dużo wi ↪eksze niż pozosta le parametry. Przyk lad ten ilustruje
nasze uzasadnienie dla wniosku, że parametry βhq i λ musz ↪a oba być wi ↪eksze niż
wszystkie pozosta le parametry: minimum w tych parametrach wygl ↪ada jak szeroka
dolina otwarta w kierunku wysokich wartości tych parametrów. Pozosta le cztery
przyk lady pokazuj ↪a przypadki z różnymi czynnikami spinowymi, zawsze dla N = 1.
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Rysunek 29: Zmiana stopnia  lamania symetrii obrotowej jako funkcja parametrów
funkcji falowych dla przypadku a) na wykresie 8, tzn. dla Sh = ū/εv, z czynnikami
N 6= 1, rozpad na dwa skalarne mezony JPC = 0++. Optymalne wartości parame-
trów s ↪a dane w pierwszej kolumnie tabeli 3. Strza lka oznaczona

”
ASA” wskazuje

optymalne wartości parametrów. Ostatni wykres pokazuje amplitud ↪e rozpadu dla
parametrów z minimum.
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Rysunek 30: Jak na rysunku 29, ale z czynnikami N = 1, jak dla przypadku b)
na wykresie 8, tzn. Sh = ū/εv, N = 1, rozpad na JPC = 0++. Optymalne wartości
parametrów s ↪a dane w drugiej kolumnie tabeli 3.
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Rysunek 31: Jak na rysunku 30, ale rozpad na dwa pseudoskalarne mezony JPC =
0−+, jak dla przypadku b) na wykresie 10, tzn. Sh = ū/εv, N = 1, rozpad na JPC =
0−+. Optymalne wartości parametrów s ↪a dane w drugiej kolumnie tabeli 5.
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Rysunek 32: Jak na rysunku 30, ale dla czynnika spinorowego hybrydy danym wzo-
rem Sh = ūG̃P̃ v, jak dla przypadku f) na wykresie 9, tzn. Sh = ūG̃P̃ v, N = 1,
rozpad na JPC = 0++. Optymalne wartości parametrów s ↪a dane w szóstej kolumnie
tabeli 4.
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Rysunek 33: Jak na rysunku 31, ale dla czynnika spinorowego hybrydy danym wzo-
rem Sh = ūG̃P̃ v, jak dla przypadku f) na wykresie 11, tzn. Sh = ūG̃P̃ v, N = 1,
rozpad na JPC = 0−+. Optymalne wartości parametrów s ↪a dane w szóstej kolumnie
tabeli 6.
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E Szczegó ly rozwi
↪
azania ścísle rozwi

↪
azywalnego

modelu separowalnego mieszania

Oznaczenia (pojawiaj ↪a si ↪e przy wyjaśnianiu postaci modelu, a wynikaj ↪a z jego
rozwi ↪azywania i analizy):

Ihh = m2−d

∫

[k]
h2(k)

4(k2 +m2) −M2
(E.1)

Iff = m2−d

∫

[k]
f 2(k)

4(k2 +m2) −M2
(E.2)

Ifh = m2−d

∫

[k]
f(k)h(k)

4(k2 +m2) −M2
(E.3)

M̃2 = 4m2 −M2 (E.4)

4k2
5 = 4m2 −M2 (E.5)

H =

∫

[k] h(k)ψ(k) (E.6)

F =

∫

[k] f(k)ψ(k) (E.7)

ξ =
g2m2

Y

m2
g −M2

(E.8)

ξ0 =
g2m2

Y

m2
g

(E.9)

ξ2m =
g2m2

Y

m2
g − 4m2

(E.10)

M̃ można nazwać
”
energi ↪a wi ↪azania”, zaś k5 ”

p ↪edem charakterystycznym”.
Zak ladamy, że mg ≥ 2m ≥ M (jak w przypadku wyników dla opracowanego

modelu rozpadu hybrydy), zatem ξ ≥ 0; mamy także α ≥ 0. W powyższych ozna-
czeniach mamy Ixx > 0 dla M ∈ [0, 2m], przy czym Ihh zależy tylko od stosunku
ρ/m (i odpowiednio dla pozosta lych ca lek).

Ca lkowanie uwzgl ↪ednia także ca lk ↪e po k ↪atach; gdy funkcje nie zależ ↪a od k ↪atów
(jak zak ladamy) dostajemy dodatkowo powierzchni ↪e sfery d–wymiarowej.

[k] = dk dla d = 1 (E.11-1)

[k] = 2π k dk dla d = 2 (E.11-2)

[k] = 4π k2 dk dla d = 3 (E.11-3)

Hamiltonian opracowanego modelu zapisany za pomoc ↪a operatorów kreacji i ani-
hilacji oraz stanu próżni ma postać:

H =

∫

[k] a†kak 4(m2 + k2) +
gmY

md−2
ξ

∫

[k] f(k)
(

a†k + ak

)

− α

md−2
α

∫

[kk′] h(k)h(k′) a†kak′ +m2
g|0〉〈0|

(E.12)
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Dodanie mY do cz lonu mieszania jest potrzebne aby wymiary (masowe) zgadza ly
si ↪e. Dla uproszczenia możemy za lożyć że mα = mξ = m. Wtedy ca lki Ihh zależ ↪a
tylko od stosunku ρ/m.

Stan który badamy

|Ψ〉 = φ|0〉 +

∫

[k]ψ(k)a†k|0〉 (E.13)

Równanie w lasne dla przestrzeni ograniczonej do powyższego stanu:














4(m2 + k2)ψ(k) − α′
∫

[k′]h(k)h(k′)ψ(k′) + g′mY f(k)φ = M2ψ(k)

g′mY

∫

[k′]f(k′)ψ(k′) +m2
gφ = M2φ

(E.14)

Równanie na φ

φ = − g′mY

m2
g −M2

∫

[k′]f(k′)ψ(k′) (E.15)

Równanie na ψ(k)

ψ(k) =
1

4(k2 +m2) −M2

[

α′h(k)

∫

[k′]h(k′)ψ(k′) +

+
g′2m2

Y

m2
g −M2

f(k)

∫

[k′]f(k′)ψ(k′)

] (E.16)

sprowadza si ↪e do

H = αHIhh + ξFIfh (E.17a)

F = αHIfh + ξFIff (E.17b)

Wymaganie by F i H by ly skończone sprowadza si ↪e do równania

1 = αIhh + ξIff − αξ(IffIhh − I2
fh) (E.18)

Jest to równanie w lasne na M .
Rozwi ↪azanie na ψ(k) można zapisać za pomoc ↪a jednego z czterech poniższych

wzorów, które s ↪a równoważne dla M 2 spe lniaj ↪acego równanie w lasne (E.18)):

ψ(k) =

[

αh(k) + ξ
1 − αIhh

ξIfh
f(k)

]

H

4(k2 +m2) −M2
(E.19a)

=

[

αh(k) + ξ
αIfh

1 − ξIff
f(k)

]

H

4(k2 +m2) −M2
(E.19b)

=

[

α
1 − ξIff

αIfh
h(k) + ξf(k)

]

F

4(k2 +m2) −M2
(E.19c)

=

[

α
ξIfh

1 − αIhh
h(k) + ξf(k)

]

F

4(k2 +m2) −M2
. (E.19d)

Zależności (E.19) można przedstawić w nast ↪epuj ↪acej postaci

ψ(k) = [hch(k) + fcf(k)]
C

4(k2 +m2) −M2
, (E.20)
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F Wyliczanie elementów macierzowych h
(2)
k,l ope-

ratora k̂2 w bazie stanów w lasnych jednowymia-

rowego oscylatora harmonicznego

Wprowadźmy oznaczenie ψosc
n (z) na funkcj ↪e falow ↪a stanu w lasnego jednowymia-

rowego kwantowego oscylatora harmonicznego o jednostkowej szerokości:

ψosc
n (z) =

Hn(z)e−z2/2

√

2nn!
√
π

. (F.1)

Hn(x) oznacza tutaj wielomian Hermite’a n–tego rz ↪edu.
Wielomiany Hermite’a można zdefiniować za pomoc ↪a nast ↪epuj ↪acej wyk ladniczej

funkcji tworz ↪acej:

exp
(

2xt− t2
)

≡
∞

∑

n=0

Hn(x)tn

n!
(F.2)

Elementy macierzowe h
(2)
k,l operatora k̂2 w bazie stanów w lasnych jednowymiaro-

wego oscylatora harmonicznego przedstawiaj ↪a si ↪e w postaci nast ↪epuj ↪acej ca lki:

h
(2)
k,l =

∫ ∞

−∞

dzz2 osck(z)oscl(z) =

=

∫ ∞

−∞

dzz2 e−z2

NkHk(z)NlHl(z) ,

(F.3)

gdzie

Nk =
(

2nn!
√
π
)−1/2

(F.4)

jest czynnikiem normalizuj ↪acym dla wielomianów Hermite’a, jak we wzorze (F.1).

Wprowadźmy oznaczenie h̃
(2)
k,l na analogiczn ↪a do (F.3) ca lk ↪e dla nieznormalizo-

wanych Hn(z):

h̃
(2)
k,l =

∫ ∞

−∞

dzz2 e−z2

Hk(z)Hl(z) , (F.5)

Do znalezienia wzoru na h̃
(2)
k,l , a zatem i na h

(2)
k,l , dogodnie jest wprowadzić nast ↪e-

puj ↪aca funkcj ↪e tworz ↪ac ↪a:

J2(s, t) =
∞

∑

k=0

∞
∑

l=0

(∫ ∞

−∞

dzz2 e−z2

Hk(z)Hl(z)

)

tk

k!

sl

l!
. (F.6)

Zamieniaj ↪ac kolejność sumowania i ca lkowania oraz korzystaj ↪ac z rozwini ↪ecia funkcji
tworz ↪acej (F.2) dostajemy, że

J2(s, t) =

∫ ∞

−∞

dzz2e2zt−t2e2zs−s2

=

√
π

2
e2st

(

1 + 2(s+ t)2
)

(F.7)
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Porównuj ↪ac rozwini ↪ecie prawej strony zwi ↪azku (F.7) i przyrównania jej do (F.6),

dostajemy nast ↪epuj ↪acy wzór na h
(2)
k,l :

h
(2)
k,l =

1

2
(1 + 2k)δk,l +

1

2

√

k(k + 1) [δk−1,k+1 + δk+1,k−1] . (F.8)
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qq̄g Gg

Rysunek 34: Mieszanie stanu |qλq̄λgλ〉 ze stanem |gλgλ〉 (po lewej) lub ze stanem
|gλGhλ〉 (po prawej).

G Szczegó ly obliczeniowe wyliczania mieszania sta-

nu trójcz
↪
astkowego |qλq̄λgλ〉 ze stanem dwucz

↪
ast-

kowym |gλgλ〉 lub |gλGhλ〉
Elementy macierzowe cz lonu mieszania pomi ↪edzy stanem kwark–antykwark–gluon

|qλq̄λgλ〉 o liczbach kwantowych nhq,nhg, oraz stanem gluon–gluon |gλgλ〉 lub stanem
gluon–rezonans oktetowy |gλGhλ〉, można przedstawić w nast ↪epuj ↪acej postaci

Hnhqnhg ,ngg
= gλ

∫

[x12x3]fλ(x12, x3)φ
h
nhqnhg

(x12, x3)φ
g
ngg

(x4(x12, x3))
1

x4
.

= gλ

∫

[khqkhg]fλ(khq, khg)φ
h
nhqnhg

(khq, khg)φ
g
ngg

(kgg)/(1 − x3) .

(G.1)

We wzorze tym [khqkhg] oznacza niezmiennicz ↪a miar ↪e ca lkowania po p ↪edach wzgl ↪ed-
nych w stanie kwark–antykwark–gluon, φnhqnhg

i φngg
jest odpowiednio funkcj ↪a falow ↪a

bazy w sektorze qλq̄λgλ i w sektorze gλgλ lub gλGhλ, zaś fλ jest czynnikiem podobień-
stwa grupy renormalizacji i zawiera dodatkowe czynniki zależne od p ↪edu zwi ↪azane
m.in. z redukcj ↪a wymiarów z trzech do jednego. Wzory na kgg oraz x3 wyrażone za
pomoc ↪a khq i khg zosta ly przedstawione dalej.

Równanie (G.1) przedstawione jest dla uproszczonego przypadku modelu jedno-
wymiarowego; dla pe lnego przypadku trójwymiarowego wzór na element mieszania
stanów w różnych sektorach wygl ↪ada podobnie, ale elementy bazy charakteryzuj ↪a
si ↪e odpowiednio 6 i 3 liczbami kwantowymi, a nie 2 i 1.

Niezmiennicza miara ca lkowania [khqkhg] (jedna z możliwości wyboru zmiennych
ca lkowania) przedstawia si ↪e wzorem analogicznym do wzoru (C.5) na miar ↪e ca lko-
wania w hybrydzie dla rozpadu hybrydy

∫

[khqkhg] =
4dkhq

2(2π)M12

dkhgM123

2(2π)
√

k2
hg +m2

g

√

k2
hg + M2

12

. (G.2)

Wszystkie p ↪edy obliczone zosta ly na froncie świetlnym (LF), korzystaj ↪ac z na-
st ↪epuj ↪acego zapisu na p ↪edy wzgl ↪edne k:

√

k2 +m2
1 +

√

k2 +m2
2 = M , (G.3)



G. Szczegó ly obliczeniowe mieszania |qλq̄λgλ〉 z |gλGhλ〉 95

gdzie k jest p ↪edem wzgl ↪ednym dwu cz ↪astek o masach m1 i m2 o ca lkowitej masie
niezmienniczej M.

Wyliczaj ↪ac mas ↪e niezmiennicz ↪a kwarków w stanie kwark–antykwark–gluon, oraz
mas ↪e niezmiennicz ↪a ca lego uk ladu, dostajemy

M12 = 2
√

k2
hq +m2

q , (G.4)

M123 =
√

k2
hg +m2

g +
√

k2
hg + M2

12 . (G.5)

Dla p ↪edów wzgl ↪ednych w stanie kwark–antykwark–gluon zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace zwi ↪az-
ki:

x12 =
1

2



1 +
khq

√

k2
hq +m2

q



 , (G.6)

x3 =
khg +

√

k2
hg +m2

g

M123
. (G.7)

Z zachowania p ↪edów frontowych w wierzcho lku mieszania, tzn. w wierzcho lku
rozpadu gluonu lub rezonansu oktetowego na par ↪e kwark–antykwark, dostajemy
nast ↪epuj ↪ace wyrażenie na mas ↪e niezmiennicz ↪a uk ladu dwucz ↪astkowego |gλgλ〉 lub
|gλGhλ〉

M2
43 =

κ⊥ 2
43 +m2

g

x3(1 − x3)
d = 3 (G.8a)

=
m2

g

x3(1 − x3)
d = 1 (G.8b)

Wektor p ↪edu wzgl ↪ednego kgg dany jest

kgg =

(

x3 −
1

2

)

M43 . (G.9)

Funkcja falowa stanu bazowego oscylatora harmonicznego o liczbie kwantowej
ngg dana jest wzorem

φg
ngg

(kgg) = Nngg
Hngg

(

kgg

βgg

)

exp

[

− k2
gg

2β2
gg

]

, (G.10)

gdzie Hn jest n–tym wielomianem Hermite’a. Wzór (G.10) jest podobny do wzoru na
funkcje falow ↪a mezonu (3.6) przy obliczaniu rozpadu hybrydy; dla analizy dynamicz-
nego mieszania zak ladamy, że możliwy do dodania ekstra czynnik normalizacji Nm

zwi ↪azany z miar ↪a ca lkowania jest równy 1 (przypadek oznaczany N = 1 w analizie
rozpadu hybrydy).

Funkcja falowa stanu bazowego w sektorze kwark–antykwark–gluon o liczbach
kwantowych nhq, nhg dana jest wzorem

φh
nhq ,nhg

(khq, khg) = Nnhq
Hnhq

(

khq

βhq

)

exp

[

− k2
hq

2β2
hq

]

×Nnhg
Hnhg

(

khg

βhg

)

exp

[

− k2
hg

2β2
hg

] (G.11)
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W obliczeniach zak ladano dominacj ↪e stanu ngg = 0 w sektorze |gλgλ〉 / |gλGhλ〉 .
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H Spis treści za l
↪
aczonego CD-ROM

Na za l ↪aczonej do tej pracy p lytce CD-ROM znajduj ↪a si ↪e:

• Źród la do tej pracy w LATEX-u, bibliografia i plik stylu do tworzenia bibliografii
oraz wersja gotowa do wydruku w Postscripcie i w PDF. Wszystko to znajduje
si ↪e w g lównym katalogu p lytki.

• Niestandardowe pakiety LATEX-owe wymagane do kompilacji źróde l znajduj ↪a
si ↪e w podkatalogu texmf/. Należy zapewnić, że LATEX, Metapost / Metafont
i BibTEXznajd ↪a je, przez odpowiedni ↪a modyfikacj ↪e zmiennych środowiskowych
TEXINPUTS, MPINPUTS, BSTINPUTS aby z nich korzystać.

• Rysunki do pracy (w formacie EPS) znajduj ↪a si ↪e w podkatalogu rysunki/.

• Dane do rysunków (pliki *.dat) i pliki z poleceniami dla programu Gnuplot
s luż ↪ace do wygenerowania w.w. rysunków znajduj ↪a si ↪e w podkatalogu dane/.

• Programy które pos luży ly do wygenerowania danych znajduj ↪a si ↪e w katalogu
programy/, w podkatalogu rozpad-hybrydy/ program do wyliczania amplitu-
dy rozpadu (i programy testowe), a w podkatalogu mieszanie/ znajduj ↪a si ↪e
programy s luż ↪ace do rozwi ↪azania zagadnienia mieszania.

• Katalog lib/ zawiera dodatkowe, zewn ↪etrzne biblioteki potrzebne do skompi-
lowania programu.
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