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Streszczenie

Wyrazamy w drugim rzedzie rachunku zaburzen hamiltonian QCD
w bazie czastek efektywnych, uzywajac grupy renormalizacji przez
podobienistwo dla operatorow. Uzyskane czastki efektywne pozwala-
ja opisywaé hadrony jako stany zwiazane kilku kwarkow. Obliczamy
efektywne masy kwarkéw i oddzialywania miedzy nimi w przyblize-
niu nierelatywistycznym (dla ciezkich kwarkéw). Wykorzystujac me-
chanizm redukcji przestrzeni Focka do sektora kwark—antykwark za-
proponowany w pierwotnej wersji przez przez Perry’ego otrzymuje-
my logarytmiczny potencjal uwiezienia. Waznga role pelni skracanie
sie rozbieznosci w obszarze malych pedéw pomiedzy efektywnymi ma-
sami fermionéw i potencjalem, zapewniajace ograniczenie przestrzeni
stanéw fizycznych do stanéw bedacych singletami kolorowymi. Otrzy-
mujemy kolorowe sity van der Waalsa, ktérych ilosciowe pordéwnanie
z danymi do$wiadczalnymi wymaga rozwiazania dynamiki efektywnej,
co wychodzi poza zakres tej pracy.
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1. Wstep 3

1 Wstep

Praca ta dotyczy metody opisu hadronéw za pomocy kilku efektywnych
kwarkéw. Transformacje do kwarkow efektywnych oraz oddzialywania mie-
dzy nimi wyliczamy renormalizujac hamiltonian QCD za pomoca transforma-
¢ji podobienstwa. Wyniki porownujemy z wtasciwos$ciami fenomenologicznego
modelu potencjalnego.

Fundamentalng teoria oddzialywan silnych jest chromodynamika kwan-
towa (QCD), kwantowa teoria pola z nieabelowa grupa cechowania. Z nie-
zmienniczos$ci wzgledem cechowania wynika, ze gluony sa w niej bezmasowe.
Poniewaz efektywna stala sprzezenia maleje wraz ze wzrostem przekazu pedu,
za pomocyg rachunku zaburzen potrafimy opisywac procesy charakteryzuja-
ce sie duzymi przekazami pedu. Podstawa opisu hadronéw w perturbacyjnej
QCD jest model partonowy, w ktérym hadrony opisuje sie za pomoca wiel-
kiej ilosci kwarkéw i gluonow. Wzrost statej sprzezenia dla duzych odleglosci
(rozmiary hadronu sa duze) powoduje produkcje par kwark—antykwark oraz
migkkich gluonow, co wyklucza opis hadronéw za pomoca niewielkiej ilosci
skladnikéw w ramach kanonicznej QCD. Struktura prézni jest skomplikowa-
na. Hadrony w QCD opisujemy jako skomplikowana strukture sktadajaca sie
z wielu czastek.

W modelu kwarkowym hadrony opisywane sa jako stany zwiazane kilku
kwarkow sktadnikowych. Powstal on w celu wyjasnienia systematyki hadro-
néw, zanim powstala QCD, i postuguje sie minimalna iloécia czastek po-
trzebnych by opisa¢ niskoenergetyczne wlasnosci hadronéw. Kwarki w tym
modelu maja duze masy, rzedu polowy masy mezonéw. Oddzialywania mie-
dzy kwarkami opisujemy za pomoca danego ad hoc potencjatu, dobranego by
dac¢ uwiezienie. Strukture kolorowa, potencjalu wybieramy zgodna ze struktu-
ra kolorowa wymiany pojedynczego gluonu. Gluonéw w tym modelu nie ma.
Przy ich uwzglednianiu potrzeba nadaé¢ im wysokie masy efektywne. Model
ten opisuje bardzo dobrze zachowanie hadronéw przy niskich energiach. Trud-
no jednak wprowadza¢ do niego poprawki kwantowe, gdyz brakuje mu po-
laczenia z teorig fundamentalna. Nie mozemy stosowaé perturbacyjnej QCD
do opisu stanéw zwiazanych, gdyz przy malych energiach efektywna stata
sprzezenia staje sie bardzo duza. Mowimy, ze proznia w tym modelu jest
trywialna, gdyz nie ma potrzeby uwzgledniania efektéw prézniowych.

Model kwarkéw konstytuentnych podpowiada nam, ze opis za pomoca
kilku czastek jest w stanie dobrze opisywaé¢ wiasciwosci hadronéw. W QCD
hadrony opisujemy jako stany zwiazane wielu czastek. Musimy uwzglednic¢
w opisie wszystkie sektory Focka. Ponadto mamy skomplikowana proznie.
Trudno jest w takim opisie wyznacza¢ wlasnosci hadronéow. Powstaje pyta-
nie, jak to mozliwe, ze QCD redukuje sie do modelu niewielu oddzialujacych
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czastek efektywnych. Do wyprowadzenia czastek efektywnych i oddzialywan
miedzy nimi w QCD bedziemy uzywaé grupy renormalizacji w nowym uje-
ciu [1].

Aby dostaé prosty opis struktury hadronéw, podobny do tego w mo-
delu kwarkéw konstytuentnych, musimy odciaé sie od problemu prézni, by
mieé¢ prosty stan podstawowy teorii. W tym celu stosujemy kwantyzacje na
froncie Swietlnym. Dzieki temu, ze podtuzna sktadowa pedu jest nieujemna,
za$ proznia musi mie¢ ped calkowity rowny zeru, proste obciecie kT > 6+
wycina diagramy prézniowe, czyniac préznie trywialng. Zaleznosé teorii od
parametru 0 obciecia pedéw podtuznych moze prowadzi¢ do efektéw, ktore
w normalnym sformutowaniu wiaze sie z wlasnosciami prézni.

Za zastosowaniem dynamiki na froncie Swietlnym przemawia ponadto
fakt, ze pchniecia Lorentza w tym sformulowaniu sa transformacjami ki-
nematycznymi, tzn. nie zaleza od oddzialywania. Dla modelu partonowego
naturalnym ukladem odniesienia jest uktad nieskonczonego pedu, ktory sto-
sujemy w rachunkach QCD. Z kolei statyczne wlasnosci hadronow zazwyczaj
rozwazamy w ukladzie ich srodka masy. Uklad srodka masy jest natural-
nym uktadem dla modelu kwarkowego. Niezmienniczos¢ frontu $wietlnego
wzgledem pchnigé pozwala potaczy¢ opis w ukladzie $rodka masy z opisem
w ukladzie nieskoniczonego pedu.

Naturalnym sposobem opisu stanéw zwiazanych jest ujecie hamiltonow-
skie. Chcemy opisa¢ hadrony przy pomocy niewielkiej iloéci czastek. Rowna-
nie wlasne daje stany zawierajace nieskoriczona liczbe sektorow Focka, o do-
wolnych energiach kinetycznych. Rozwiazywanie zagadnienia wlasnego gdy
hamiltonian taczy wiele stanéw o dowolnych réznicach energii jest trudne.
Zadamy wiec by hamiltonian wyrazony w bazie czastek efektywnych mial
skonczona skale energii. Macierz hamiltonianu w tej bazie powinna by¢ wiec
przydiagonalna. Poniewaz zmiana bazy jest transformacja unitarna, wiec ha-
miltonian kanoniczny i hamiltonian efektywny powiazane sa ze soba trans-
formacja podobienstwa.

Wskutek eliminacji oddzialywan miedzy stanami o duzo rézniacych sie
energiach kinetycznych, w hamiltonianie pojawiaja sie nowe cztony oddzia-
lywania typu oddzialywania potencjalnego. Jesli szerokos¢ macierzy hamil-
tonianu w bazie czastek efektywnych jest dostatecznie mala, a czastki prze-
noszace oddzialywanie sa masywne, to oddzialywanie odbywa sie gtéwnie za
pomoca tych wlasnie potencjatow.

W rozdziale pierwszym przedstawiamy metode wyprowadzenia efektyw-
nych czastek i efektywnego hamiltonianu z hamiltonianu QCD. Aby dostaé
skonczone wyniki regularyzujemy hamiltonian i znajdujemy kontrcztony. Ha-
miltonian efektywny wyprowadzamy przez odcatkowanie rownan rézniczko-
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wych dla grupy renormalizacji przez podobienstwo.

W rozdziale drugim stosujemy metode z rozdzialu pierwszego do wyli-
czenia efektywnych oddzialywan miedzy efektywnymi kwarkami w mezonie.
Dostajemy potencjal sktadajacy sie z czesci coulombowskiej oraz potencja-
hu wiazacego. Potencjat wiazacy obliczony do drugiego rzedu nie ma symetrii
obrotowej, zas dla duzych odleglosci zachowuje si¢ jak potencjal logarytmicz-
ny. Wazna role odgrywa upraszczanie sie rozbieznosci podczerwonych miedzy
efektywnym wyrazem masowym dla fermionu, a potencjalem wiazacym.

Nastepnie, w rozdziale trzecim analizujemy efektywne potencjaly wewnatrz
mezondéw oraz oddzialywania van der Waalsa miedzy dwoma mezonami.

Podsumowania wynikéw dokonujemy w rozdziale czwartym.

2 Metoda obliczen

2.1 Hamiltonian kanoniczny QCD

Oprécz standardowej, rownoczasowej formy dynamiki, gdzie ewoluujemy
stany od jednej podprzestrzeni ustalonego czasu do drugiej, mozna stoso-
waé dynamike na froncie swietlnym. Potrzebe jej stosowania wyjasniliSmy
we wstepie. W dynamice na froncie swietlnym role podprzestrzeni ustalone-
go czasu przejmuje powierzchnia styczna do stozka swietlnego, a role czasu
pelmi 27 = 2%+ 3. Ta forma dynamiki zostata wprowadzona przez Diraca [2],
omowienie jej znajdziemy takze w przegladowej pracy [3].

Z lagranzjanu QCD

1 T
ZLacp = _ZGZVGWV + (i) — m)a (2.1)
mozemy wyprowadzi¢ kanoniczny hamiltonian QCD w tym sformutowaniu
dynamiki. Uzywamy cechowania na froncie $wietlnym, t.j. AT = %A_ =0,

gdzie AT = AY £ A3 (z czego wynika, ze d_ AT = 0). Réwnanie Diraca na
froncie swietlnym (patrz dodatek A.2) w tym cechowaniu pozwala wyrazié
dynamicznie zalezne stopnie swobody przez niezalezne zmienne, i wyelimi-
nowac je z hamiltonianu. Eliminacja zaleznych stopni swobody prowadzi do
cztonéw typu oddzialywania natychmiastowego. Zalezne stopnie swobody dla
gluonéw wyrazamy przez niezalezne za pomoca kolorowego analogu prawa
Gaussa.
Hamiltonian QCD na froncie swietlnym ma zatem postaé

H=Ho+Vi+ Vot Vs + Vi, (2.2)

gdzie Hy oznacza czes¢ swobodna hamiltonianu, V; oddzialywanie tréjczast-
kowe, V5 wierzcholek czterogluonowy (teoria nieabelowa), V3 czlon z wymiang
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natychmiastowego gluonu (eliminacja zaleznych stopni swobody za pomoca
réwnania Gaussa), za$ Vj to czton powstaly z wyeliminowania zaleznych stop-
ni swobody fermionéw.

Zgodnie z [3] mozna te cztony zapisaé jako:

1 3 /= +m2 + (iVJ_)Q ~ “u (’iVJ_)2 “a
Hozi/d (v i P+ A T A,); (2.3a)
Vi = / Pzl AT, (2.3b)
¢
Vo= / d’*zBY B, (2.3c)
2
9 ST +
V== [ d’xJ J 2.3d
3 9 / a (Za+)2 a ( )
9 3,7 w0V h b ib.7
gdzie prad J jest zdefiniowany jako
Ty =G+ %, (2.4a)
J =T, (2.4b)
zas B" oraz x” dane sa wzorami
B — foe A, (2.50)
X = feor AYAC. (2.5b)

Dostalismy hamiltonian wyrazony za pomoca operatorow pola. Rozpisu-
jemy je zgodnie ze wzorami

Joes(0) = 3 / 9] (B(0)ualp, ) e # + d (p)oalp, V) "7),  (2.60)
B@) = 3 [10) @02 e 7+ )T (0 ). (200

Korzystajac z kanonicznych regut komutacyjnych wyrazamy hamiltonian
za pomoca odpowiednich operatoréw kreacji i anihilacji. Ma on bardzo skom-
plikowana strukture. Bedziemy wypisywac¢ tylko te cztony w hamiltonianie,
ktére beda nam potrzebne. Pelna liste wyrazow mozna znalez¢é m.in. w [3].
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2.2 Regularyzacja

Hamiltonian kanoniczny jest operatorem zle zdefiniowanym. Dzialajac na
stany z przestrzeni Hilberta, hamiltonian wyprowadza je z tej przestrzeni.
Objawia sie to miedzy innymi przy obliczaniu operatora ewolucji. Napoty-
kamy na problem juz przy wyliczaniu przy H?, ktére okazuje sie nieskoriczo-
ne. Zatem exp(—iHx™1/2) rozbiega. Przy obliczaniu wielkosci fizycznych, np.
przy rozwiazywaniu zagadnienia wlasnego pojawiaja si¢ nieskonczonosci wy-
nikajace z tego, ze stany posrednie moga mie¢ dowolnie wysoka energie. Nie-
skonczonosci pojawiaja sie takze przy wyliczaniu efektywnego hamiltonianu.
Problem jest jeszcze powazniejszy niz nieskoriczony zakres energii oddzia-
lywan: w gotej, kanonicznej QCD oddzialywanie rosnie, gdy rosnie réznica
energii miedzy oddzialujacymi czastkami.

Potrzebne jest zatem wprowadzenie czynnikow regularyzujacych. Aby
ograniczy¢ oddzialywania, zadamy by przekazy pedéw w wierzchotkach byty
ograniczone. Robimy to wprowadzajac wierzcholkowe czynniki regularyzuja-
ce zwiazane z operatorami kreacji i anihilacji. Dla kazdego operatora kreacji i
anihilacji wprowadzamy czynnik ograniczajacy ped poprzeczny albo (co wy-
godniejsze w obliczeniach) energie czastki w danym wierzchotku zwiazanej z
tym operatorem. Zamiast czastek swobodnych postugujemy sie zatem czast-
kami ,,obcietymi”, ktére nie oddzialuja, gdy energia stanu bioracego udzial
w oddzialywaniu jest duzo wieksza od arbitralnie ustalonej skali A.

Regulator powinnismy wybraé¢ tak, by dawal ograniczenie wylacznie na
pedy wzgledne. Dzigki temu nie naruszamy niezmienniczos$ci dynamiki na
froncie $wietlnym wzgledem pchnie¢. Do celéw regularyzacji nadfioletowe;
uzyjemy funkcji wyktadniczej ttumiacej oddzialtywania dla wysokich energii.
7 kazdym operatorem kreacji i anihilacji czastki wchodzacej do oddzialywania
zwiazujemy ,energie” okreslona wzorem

€ = —, (27)
gdzie k; oraz x oznaczaja odpowiednie pedy wzgledne dla danego wierzchotka
oddziatywania. Wprowadzajac czynnik regularyzujacy postaci exp(—e;/A?)

dostajemy dla wierzchotka, w ktorym czastki 1 i 2 zamieniaja sie z czastka 3
(lub odwrotnie), czynniki postaci:

2 2
ra(12,3) = exp (—;—Z) exp <_33:—2A)
1

2 2
_ ok 1T M5,
_eXp( x(l—x>A2) _exp< N)
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Whprowadziliémy tutaj oznaczenie na mase niezmiennicza,

J_2
. N
M, = (p1 + p2)? , gdzie p; = = (2.9)

Poniewaz QCD jest teoria z cechowaniem, zawierajaca czastki bezmasowe,
wiec pojawiaja sie rozbieznosci dla matych pedow podtuznych. Odwrotnodci
k* pojawiaja sic w wektorach polaryzacji gluonéw oraz w cztonach oddzialy-
wania natychmiastowego, powstalych z wyeliminowania niefizycznych stopni
swobody. Potrzebny jest zatem dodatkowy czynnik regularyzujacy.

Dla kazdej czastki wchodzacej do oddzialywania wprowadzamy regulator
obcinajacy pedy podtuzne, na przyklad w postaci © (% — 5) © (? — (5)

3 3

. _x pl x py . .
dla wierzchotka typu 12 « 3, gdzie — = —, — = —- oznaczaja odpowied-

3 P3 T3 P3
nie utamki (frakcje) pedu podtuznego (+) czastki 3.

2.3 Kontrcziony

Dzieki wprowadzeniu regularyzacji otrzymujemy skonczone wyniki. Jed-
nak aby zregularyzowany hamiltonian opisywat ta sama teori¢ co hamiltonian
wyjéciowy nie wystarczy samo wprowadzenie obcie¢. W wyniku eliminacji
stanéw o energii wiekszej niz A w hamiltonianie zregularyzowanym pojawia-
ja sie kontreztony: Heg = Ha + Xa. Wyznaczamy je przez zadanie, by wyniki
fizyczne, np. elementy macierzowe hamiltonianu nie zalezaly od regularyzacji.

2.4 Renormalizacja w podej$ciu Wilsona [4]

Zaleznos¢ hamiltonianu od obciecia (regularyzacji) mozemy przeanalizo-
waé badajac co sie dzieje przy zmianie parametru obciecia A.

Aby moc rozwiazaé¢ problem stanu zwiazanego musimy sprowadzié za-
gadnienie do zagadnienia niskich energii i niewielu czastek. W tym celu mu-
simy umie¢ wyrazaé¢ wyjsciowe zagadnienie w ten sposdb, by energie cza-
stek /oddziatywan byly ograniczone.

Idea renormalizacji Wilsona polega na obnizaniu obciecia od skali A do
pewnej skonczonej skali A. Podejscie to wiaze si¢ z eliminacja stopni swobody.
W procesie renormalizacji do hamiltonianu wprowadzane sa efektywne od-
dzialywania kompensujace zmiane skali w ten sposob, ze najnizsze wartosci
wilasne hamiltonianu efektywnego (obcietego) sa takie same jak hamiltonia-
nu petnego. Transformacje przeprowadzajaca hamiltonian do hamiltonianu
efektywnego znajdujemy w rachunku zaburzen. W poblizu granicy energii
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Rysunek 1: Poréwnanie renormalizacji Wilsona i renormalizacji przez podo-
bienstwo

pojawia si¢ problem matych mianownikéw energetycznych. Ponadto w kwan-
towej teorii pola mamy wysoka degeneracje standéw, wiec potrzebowalibysmy
rachunku zaburzen dla stanéw zdegenerowanych, co wymaga rozwiazania za-
gadnienia z uwzglednieniem stanéw wysokoenergetycznych. Metoda ta ma
zatem ograniczone zastosowania w kwantowej teorii pola.

2.5 Renormalizacja przez podobienstwo dla macierzy [5]

Musimy zatem zastosowac inne podejscie. Zamiast eliminowad¢ stany o ener-
giach wigkszych niz parametr A, mozemy zazadac, by znikaly elementy macie-
rzowe hamiltonianu miedzy stanami rézniacymi sie bardziej niz A energia ki-
netyczna. Dostajemy macierz hamiltonianu, ktéra ma znikajace wyrazy poza
elementami przydiagonalnymi. Posta¢ ta ma te zalete, ze jest niewrazliwa na
obciecie A w rachunku zaburzen dla wartosci wiasnych lub amplitud przej-
scia az do rzedu n ~ A/(2)), poniewaz osiagniecie skali A wymaga wielu
oddzialywan.

Przy obliczaniu hamiltonianu efektywnego o szerokosci A nie eliminujemy
zadnych stopni swobody. Dobierajac odpowiednio czynnik podobienstwa mo-
zemy spowodowac, ze nie bedziemy mieli probleméw z matymi mianownikami
energetycznymi. W renormalizacji tej wyrazamy ten sam hamiltonian za po-



2.6. Renormalizacja przez podobienstwo dla czastek 10

moca innych stopni swobody. Hamiltonian waski i hamiltonian wyjsciowy sa
wiec powiazane ze soba transformacja podobienstwa.

Kontrcztony w tym podejsciu wyznaczamy, zadajac, by elementy macie-
rzowe hamiltonianu efektywnego H), byly niezalezne od obciecia.

Poniewaz transformacje podobienstwa wyliczamy zazwyczaj w rachun-
ku zaburzen, nie mozemy uczyni¢ szerokosci hamiltonianu A dowolnie mala.
Przestrzen stanow swobodnych i stanéw bedacych $cistym rozwiazaniem za-
gadnienia wlasnego sa powiazane zalezno$cia nieperturbacyjna. Wiemy tez,
ze efektywna stala sprzezenia gy rosnie w QCD, gdy A — 0 i rachunek zabu-
rzen stosowa¢ mozna tylko dla A wigkszych niz pewna skala nieperturbacyjna.

2.6 Renormalizacja przez podobienstwo dla czastek [1]

Metoda renormalizacji za pomoca transformacji podobienstwa, poniewaz
podlega na wyrazaniu tego samego hamiltonianu w innej bazie stanow, po-
zwala nam zatem zdefiniowaé czastki efektywne o ,,skonczonej szerokosci”,
ktére moga wymieniaé ped tylko ograniczony przez A. Szerokos¢ hamiltonia-
nu w ujeciu macierzowym przechodzi w odpowiedni czynnik wierzchotkowy
w hamiltonianie oddzialywania czastek efektywnych.

Zadamy, aby oddzialywania miedzy czastkami efektywnymi z wiekszym
przekazem energii kinetycznej niz A byly zaniedbywalne. Dla kazdego wierz-
chotka oddzialywania wprowadzamy czynnik, ktéry nam to zapewnia. Przy
obliczaniu transformacji podobienstwa za pomocg réwnania rézniczkowego
grupy renormalizacji czynnik podobienstwa powinien by¢ funkcja gltadka. Po-
winien on takze zachowywaé symetrie frontu $wietlnego, wiec nalezy wyrazi¢
go za pomoca niezmiennikéw lorentzowskich. Aby w rachunku zaburzen nie
pojawialy sie male mianowniki energetyczne zaréwno 1 — fy, jak i dfy/dA
powinny zanika¢ szybciej niz liniowo w réznicy energii. W naszej pracy przyj-
miemy czynnik podobienstwa dany przez czynnik wykladniczy zanikajacy jak
kwadrat réznicy mas inwariantnych czastek przed i po oddziatywaniu [7]:

2 2 \2

(2.10)

gdzie M2  oznacza mase niezmiennicza ukltadu czastek u bioracych udzial w
oddzialywaniu z uktadem czastek v:

2
M2 = {Z k:} . (2.11)
i€u(v)

Dla skrécenia zapisu bedziemy pisali uv = M? — M?2 | oraz wprowadzimy

vu?
fuv jako oznaczanie na fy(u,v)
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W renormalizacji za pomoca transformacji podobienstwa zakladamy, ze
czastki efektywne maja te same liczby kwantowe co czastki ,, gole” (wystepu-
jace w hamiltonianie wyjSciowym). Zalozenie to oparte jest na tym, ze kwarki
w lagranzjanie QCD i kwarki w modelu kwarkéw sktadnikowych sa opisane
przez te same liczby kwantowe.

Transformacja podobienstwa zmienia operatory kreacji i anihilacji gotych
czastek w operatory kreacji i anihilacji czastek efektywnych odpowiadajacych
szerokosci A (t.j. oddzialujacych ze soba tylko dla réznic energii mniejszych
od \). Mamy

0 = Ungod], (2.12)

gdzie q oznacza odpowiedni operator kreacji lub anihilacji. Transformacja i),
jako operacja zmiany bazy, jest unitarna z konstrukeji.

Przepisanie hamiltonianu za pomoca innych stopni swobody nie zmienia
go, zatem hamiltoniany wyjsciowy (wyrazony za pomoca czastek gotych),
i hamiltonian ,,waski” (wyrazony za pomoca czastek efektywnych) sa sobie
réwne jako operatory: Hy(qy) = Hoo (¢ ). Zakladajac, ze hamiltonian zawiera
tylko skoriczone iloczyny operatorow kreacji i anihilacji, mozemy wprowadzié
operator Hy = Hy(qy) = U)T\Hoo(qoo)u,\, ktéry ma takie same wspolczynniki
przed iloczynami ¢, jak H)y przed iloczynami ¢,. Rézniczkujac wyrazenie na
H, dostajemy

d
Ha = - (T3, Ha], (2.13a)
d
ﬁ:mam. (2.13h)

Hamiltonian efektywny dany jest przez czes¢ diagonalna pewnego ope-
ratora G tzn. Hy = F\[G,]. Operator F\ odpowiedzialny jest za to, by
hamiltonian H) byt waski. Wprowadza on odpowiedni czynnik podobienstwa
do operatora G. Jego dzialanie dane jest wzorem F\[G)|uw = fuvGuw, gdzie
fuv jest dane wzorem (2.10).

Wprowadzamy oznaczenie G, = L{iG AU, 1 analogiczne dla innych ope-
ratoréw. Rownanie na operator 7,, generujacy transformacje podobienstwa,
zapisuje sie nastepujaco:

d

[T Hon] = (1= F)[G)] (2.14)

Struktura komutatorowa zapewnia, ze hamiltonian efektywny zawiera tylko
oddzialywania potaczone, spehiajac warunek rozkladu gronowego [1].
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Dzielimy operator G, na dwie czesci: czes¢ ,,swobodna” i cze$¢ oddziaty-
wania. Gy = Gy + Grx. G, spelia nastepujace réwnanie rézniczkowe

d d
ﬁgﬂ = [fgm {a (1= f)Gn] }90] (2.15)
gdzie wprowadziliSmy oznaczenie
A={B}¢ <<= [A(C]=8B (2.16)

Hamiltonian efektywny liczymy w rachunku zaburzen. Zapisujemy Gry
jako

o0
Gr=> (2.17)
n=1
gdzie 7, oznacza wszystkie operatory rzedu n w wybranej stalej sprzezenia,

w Gy. Z réwnania (2.15) dostajemy wyrazenie na Gy rzad po rzedzie w ra-
chunku zaburzen:

7 =0, (2.18a)

7= [{f'n} fnl, (2.18b)

TY/L = [Tk> {(1 - f)Tn—k}/] . (2180)
k=1

Pierwsze réwnanie (2.18a) oznacza, ze 7 jest niezalezne od A, zatem
Tal = Too1- Zatem wyrazy pierwszego rzedu w hamiltonianie efektywnym
dostajemy mnozac odpowiednie wyrazy w hamiltonianie wyj$ciowym przez
czynnik podobienstwa i zastepujac operatory kreacji i anihilacji czastek go-
tych przez efektywne.

2.7 Rodzaje wyrazow w transformacji podobienstwa

Poniewaz interesowac nas beda gléwnie oddzialywania w sektorze kwark
— antykwark, ktére sa dosy¢ ztozone, wprowadzamy wiec pewien sposéb ozna-
czania czlonow w hamiltonianie. W wyniku stosowania procedury renorma-
lizacji, w hamiltonianie powstaja nowe czlony w stosunku do hamiltonianu
wyjéciowego. Dla uproszczenia bedziemy oznaczaé je w sposéb dobrze zi-
lustrowany przykladem: fl(giim bedzie oznacza¢ czlon 2-go rzedu w stalej
sprzezenia, z 1 operatorem kreacji fermionu, 2 operatorami kreacji antyfer-
mionu, 1 operatorem kreacji gluonu. Liczby na prawo od przecinka oznaczaja
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liczbe operatoréw anihilacji, w tym samym porzadku, tzn. 3 anihilatory fer-
mionowe, 0 antyfermionowych i 1 bozonu cechowania.

Rozwazany przez nas hamiltonian QCD ma skomplikowana, strukture.
Podzielmy go na czesci dzialajace w okreslonych sektorach Focka

H = Hy+ Hygg + Hyggq + - - -,

gdzie (pamietajac o czlonach oddzialtywania natychmiastowego powstatych z
eliminacji zaleznych stopni swobody)

Hy = Hio0,100 + Ho10,010 + Hoo1,001
Hyyq = Hio1,100 + Hioo,101+
+ Ho1,010 + Horo,011+
+ Hoor,110 + Hi10,001
Hgyqqq = Ha00,200 + Hoz0,020 + Hi10,110
Podobny podziat (ze wzgledu na liczbe operatoréw kreacji i anihilacji)
mozemy wprowadzi¢ w operatorach 7;. Nalezy pamieta¢ o tym, ze obliczenie

79 bedzie wymagalo obliczenia kontrcztonéw. Interesujace nas czynniki w 7
i 75 maja strukture

T1 = Q101,100 T Q100,101 + Q011,010 + Q010,011 + - - - (2.19a)
To = B200,200 + B020,020 + B110,110 + 100,100 + Bo10,010 + - - - (2.19b)
gdzie przez a oznaczyliSmy czlony pierwszego rzedu stojace przy odpowied-

nich operatorach, zas przez [ odpowiednie czlony drugiego rzedu.
Réwnania (2.18) i struktura hamiltonianu QCD implikuja, ze

5500,200 = fa[a100,101101,100]200,200 (2.20a)
5(/)20,020 = f2[010,0110011,010]020,020 (2.20b)

5{10,110 = fa]a110,001 001,110+

+ 100,101 011,010+ (2.20c¢)

+ Q010,011101,100] 110,110
B100.100 = f2[100,101101,100]100,100 (2.20d)
Boro,010 = falaoro011co11,010]010,010 (2.20e)
;

Nawiasy kwadratowe oznaczaja zastapienie odpowiednich iloczynéw a,a i

przez komutatory |a,, a;]. Indeks dolny przy zamykajacym nawiasie kwadra-
towym oznacza, ze bierzemy tylko cztony odpowiedniej postaci, t.j. o okreslo-
nej ilodci operatoréw danego rodzaju. Czynnik fs, pojawiajacy sie pod calka
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po pedach, pochodzi od funkcji podobienstwa i wynosi
fo=A{Yf = H
/ / (2.21)
f2uv — < Uﬂ'fﬂ"l) + fuﬂ' ™V ) .

Ew_Eu Eﬂ'_E’U

gdzie m oznacza stan posredni, za$ f’ pochodna po parametrze \.

Czynnik f5 jest jedynym czynnikiem zaleznym od A\ po prawej stronie
réwnan (2.20). Mozemy zatem w prosty sposéb odcatkowaé te réwnania po
parametrze \. Uwzgledniajac wszystkie czynniki rzedu g oraz rzedu g2 o od-
powiedniej strukturze w wyjSciowym hamiltonianie (wlaczajac w to cztony
natychmiastowe) dostajemy nastepujace rozwiazania:

Br200,200 = Fr2[0100,101101,100]200,200 + B0200,200 (2.22a)
£2020,020 = Fr2[0010,011%011,010}020,020 + F50020,020 (2.22b)
Br10,110 = Farza10,001 001,110+
+ Q100,101 Q011,010+ (2.22¢)
+ a010,011a101,100]110,110 + 500110,110
5A100,100 = Fx [04100,101a101,100]100,100 + 500100,100 + Z0100,100 (2~22d)

ﬂ)\OI0,0lO = f)\2 [a010,011aOll,OlO]Ol0,0lO + 600010,010 + L50100,100 (2226)

gdzie przez xoc100,100 0zZhaczylismy odpowiednie kontrcztony.

Potrzebujemy zatem wyliczy¢ ile wynosi czynnik Foy = f; f2, ktéry na-
zywamy wewnetrznym czynnikiem podobienstwa. Zgodnie ze wzorem (2.21)
na fo, oraz definicja funkcji podobienstwa (2.10), czynnik Fs) dany jest przez
nastepujace wyrazenie [7].

Pytba + P be

Fanleb.€) = 1o o

(fa(a, ) fa(b,c) = 1), (2.23)

gdzie argumenty a, b, ¢ oznaczaja kolejne konfiguracje pedu pojawiajace sie
w nawiasach w wyrazeniu (2.20). Konfiguracja b odpowiada konfiguracji po-
sredniej. Wprowadziliémy oznaczenie P na ped-rodzica dla calej potaczo-
nej sekwencji oddziatywan miedzy uktadami u i v (sume pedéw wszystkich
czastek bioracych udzial w oddzialywaniu podzielona przez 2). Symbole ba
oznaczaja odpowiednie réznice mas inwariantnych, jak w oznaczeniach we
wzorze (2.10) na fy,.
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3 Zastosowanie: opis ciezkich mezonéw przy
pomocy kwarkow efektywnych

Zastosujmy teraz powyzsza metode do hamiltonianu QCD, podanego w
rozdziale 2.1. Interesowa¢ nas beda oddzialywania wewnatrz mezonu oraz
miedzy dwoma mezonami. Potrzebna nam wiec bedzie posta¢ oddzialywania
w sektorze dwuczastkowym (kwark — antykwark), a dla wyliczania oddzia-
lywan van der Waalsa w sektorze dwumezonowym. Mozemy zatem pomi-
na¢ wszelkie czlony z gluonami w stanie koncowym lub poczatkowym, tzn.
wszystkie wyrazenia z operatorami kreacji badz anihilacji gluonu.

3.1 Efektywny wyraz masowy dla fermionu

Jednym z waznych wyrazéw w hamiltonianie, istotnym dla struktury me-
zondw, jest wyraz masowy dla kwarkéw. Obok cztonu pochodzacego z ha-
miltonianu swobodnego, pojawia sie czlon uwzgledniajacy efekty wyelimino-
wania oddzialywan miedzy czastkami o réznicy energii wiekszej niz A. Przy
renormalizacji wyrazu masowego pojawia si¢ potrzeba uwzglednienia kontr-
cztonu, gdyz te efekty sa czule na regularyzacje wyjsciowego hamiltonianu.

k’g;l—ﬂ?

D2 D1
ki;x

Rysunek 2: Kinematyka dla poprawki do masy fermionu

Oznaczmy przez k; odpowiedni ped fermionu, za$ przez ko ped gluonu.
7 zasady zachowania pedu dostajemy, ze

p1+p2 = ki +ky:= P dla sktadowych + 1 L

Mozemy zatem pedy ki i ko rozpisaé¢ za pomoca pedéw wzglednych (pedow
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Jacobiego na froncie $wietlnym):

ki =P, (3.1a)
ki = kT 4+ a Pt (3.1b)
ki = (1 —x)P, (3.1c)
ki = —kt + (1 — 2) P+, (3.1d)

Niezmienniczos¢ wzgledem pchnie¢ Lorentza pozwala nam polozy¢ w tych
wzorach P+ = 0, nie zmniejszajac ogélnoéci rozumowania.

Zewnetrzny czynnik podobieristwa fq. dla wyrazu masowego w efektyw-
nym hamiltonianie jest tozsamosciowo rowny 1 z powodu zachowania pedu.
Pozostaje wiec obliczy¢ wewnetrzny czynnik podobienstwa.

S

Rysunek 3: Energia wlasna fermionu

Dzigki temu, ze konfiguracje poczatkowa i koncowa sa identyczne, moze-
my w prosty sposéb znalezé wewnetrzny czynnik podobienstwa dla czionu
masowego. Nie potrzebujemy korzysta¢ z ogdlnego wzoru na Fy. Ze wzoru
na transformacje podobienstwa

d d
agzx = [fgzm {a (1= f)Gra] }g(j (3.2)
dostajemy nastepujacy wzor na wyrazy drugiego rzedu w Gy:
7 = [{f'n}, fn] (3.3)

(gdzie 15 jest wyrazem drugiego rzedu w Gy, zgodnie ze wzorem (2.17)).
Dla wyrazu drugiego rzedu bedacego poprawka do masy fermionu, zauwa-
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zajac ze stany wejéciowy i wyjsciowy sa takie same, dostajemy

5100,100 = [{f’ﬁ}, le]lOO,lOO = ({f’}f - f{f’})[04100,101a101,100]100,100 =
= (fQ)/({}l — 1{})[a100,101a101,100]100,100 =

1 1
= () | =——=1—1=—— [00101Q101, 100 =
(/%) B, — E, b — E, 100,101 101,100] 100,100
_ (fQ)/2[04100,10104101,100]100,100
By — E;

(3.4)

Poniewaz wyrazy pierwszego rzedu 7, nie zaleza od A, a zaleza od niej
tylko funkcje fup, zatem mozemy tatwo odcatkowaé to réwnanie rézniczkowe
na mase efektywna

A
Bx100,100 = Boo 100,100 + / ds 2(f2) —
[ee] Mba - Mab (35>
= foo 2(f3 -1
Boo 100,100 + 2(f3 ) My — Mo,

Z faktu iz stany konicowy i poczatkowy sa identyczne wynika, ze ba = bc
(patrz oznaczenia z rysunku 3). Obliczmy réznice mas inwariantnych ba dla
tego przypadku:

ba = (ki + k2)* = p = (k1 + ko — p1) pf
K +m? K2
x P+ (1—z)P*

Pt —m?

., . : L L i o
Skorzystaliémy tutaj z tego, ze k" + k= = p*", oraz ze wzoru, ze p~ =
ki—i—mQ

kt
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Mozemy ten wzor zapisa¢ w innej postaci:

/<52l+m2 Iii —mzzL—i—ﬁ—nf:
x (1—2) x(l—2) «x
 KY m2(1 —x)
ozl —x) x

Oznaczmy mase niezmiennicza stanu posredniego zltozonego z fermionu
r{2+m2

i gluonu (ky + ko)~ pf = iy jako M?. Wypiszmy za jej pomoca funkcje
podobienstwa dla cztonu masowego:

Fup = exPp {— (abq = exp [—M] (3.6)

A A

Czlon dajacy wktad do masy efektywnej dany jest wzorem

Gi1 = /[P] B100,100 (b}bp + d}dp>

Czynnik Bi90,100 otrzymujemy w nastepujacej postaci

k? +m?
Gi1= /[k?] LTA (blbk + didk) :

Wspdtezynnik (199 100 spelnia réwnanie grupy renormalizacji (3.4). Zapisz-
my réwnanie na G ; korzystajac z rownania na 3190100 1 0znaczajac kontr-
czton (catke 7z Boo100,100) Przez X1(21) (k):

Gi1 = /[plpz] allam/[ kiky]6(p1 — k1 — k2)d(ky 4 kg — p1) ¥

2¢%(f3 — 1
% g(ab )

— *a — Ja b b 2
otk Z ug ugtiag ju ra(ab)ra(be)rs+

o102

T / k] X2 (K)ala, =

1 1 2(f2 1)
= P —— T 2/ ab
/[ ]P+a'Pa'P|:g [.Z'KZ] P+ kl_ +k2_ _pl—x
X E (ads (K +m)¢%u) rary + PF Xl(l)(P)

Obliczajac Gy skorzystaliSmy z zachowania pedu P = p; = p,, wyrazajac
pedy za pomoca pedéw wzglednych (pedéw Jacobiego), oraz skorzystaliSmy

ze WZorTu » . ull = p+m.
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Zatem z postaci G widzimy, ze zrenormalizowana masa fermionu dana
jest wzorem:

=, + Y [Low) LTSI IS e+ g

M2 —m?

gdzie m? (wyraz dla A réwnego nieskoriczonodci) zawiera kontrczton masowy.

Suma po polaryzacjach gluonéw daje znane wyrazenie

k® +u+ +uku
> ki) (ko) = =g 4+ T, (3.7)

N

zas$ czynnik spinorowy wynosi

UmopYa (Fim + M) V5lmop [—gaﬁ +
(3.8)

2 1 2
== {(1—x)2m2+m2 Rk }

(1—a)?
Korzystajac z tych wzoréw dostajemy nastepujace rownanie na efektywna,
mase fermionu

) s g°Cy(F) / dr %+ exp|—2(M?* —m?)?/ ] — 1

my = Mg, +

2(2m)3 ) z(1 —x) M? —m? (3.9)
X 2 (1—m)2m2+/<21+7x2 TATE |
x (1—x)2| 2°

gdzie 0;;Co(F) = T3 Ty;) jest odpowiednim operatorem Casimira. Bedziemy
go oznaczaé dla skrécenia zapisu przez Cr = Cy(F). Niech m3 = m?+dm? +
dm3.

Zakladajac regularyzacje nadfioletowsa za pomoca czynnika (2.8), oraz
przeprowadzajac odpowiednia zamiane zmiennych, dostajemy, ze catka ta
dzieli sie na dwie czesci: jedna gdzie odcatkowujemy funkcje typu e * i druga
gdzie mamy catke typu %e‘z.

Rozpatrzmy najpierw przypadek masy fermionu réwnej zero, dla ktorej
wszystkie calki daje sie wykona¢ analitycznie. Dzigki rozpatrzeniu tego przy-
padku poznamy strukture cztonu masowego. Dostajemy nastepujace réwna-

nie na poprawke do wyrazu masowego

2
c d*k dx ©*P [zai)] />‘4 e g2 2@
om3 = J F/ e a(l-z) A7 )2

x

20213 ) 2(1 — ) 2 2(1—2)(1—2) s

z(1—2x)

(3.10)
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Obliczmy najpierw czesé nie zawierajaca czynnika podobienstwa, t.j. czesé
z 1, pochodzaca od A = co. Zamieniajac zmienne na biegunowe, a nastepnie
podstawiajac

K
S — A1
Sl g (3.11)
i odcatkowujac po z dostajemy:
CF A2 1+ ZL’
e / d r2) 3.12
™o ), Y1 (812)

gdzie a, = g%/4r.

Wida¢ wiec, ze catka jest nieokreslona dla x — 1. Dlatego wyjsciowy ha-
miltonian wymagal regularyzacji w obszarze malych x-6w. W najprostszym
przypadku regularyzacji przez obciecie, przy pomocy czynnika regularyzuja-
cego w postaci rs(z) = ©(d — x), dostajemy wyrazenie

a,CpA? (170 1422 a,CpA? 1 3

gdzie potozylismy rowne zero te wyrazy, ktore maja granice 0 przy d — 0.
Wynik (3.13) zalezy od parametru A, nie zalezy zas od szerokosci A. Jest wiec
usuwany przez kontrczton. Widzimy tutaj mieszanie rozbieznosci nadfioleto-
wej (tylko kwadratowa dla czastek bezmasowych) oraz rozbieznosci matych
X—OW.

Dla sktadnika z czynnikiem podobienstwa dostajemy

sC 1 1 2 o)
om3 = L / do =12 r3(1— :E)/ dz e 2 N e 2/A% =
0 0

47 1—=x

aCF 1A4 L 142 A2 1
=~ /del_xr(;(l—x)Q\/g(l—erfE)

Czlon ten ma skoriczona granice przy A — co. W tej granicy dostajemy:

Cp A2 1 3
m} =m? + O‘%F 2\{ (1 ) (3.15)

Widzimy ponadto, ze czton ten zalezy od szerokosci energetycznej A, a jedno-
czesnie jest rozbiezny dla malych x—6w. Zatem podanie postaci kontrczionu
nie jest proste. Efektywna masa fermionu zawiera¢ bedzie rozbieznosci pod-
czerwone, gdyz nie da sie usunaé kontrcztonem (ktéry zalezeé moze tylko od
A 1 0) zaleznosci od 4, bedacej jednoczes$nie nietrywialna funkcja A.

(3.14)

4
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Zobaczmy, jak wyglada czton z 1 w ogélnym przypadku masy fermionu
roznej od zera. Mamy

M= TNy (3.16)

Wprowadzamy oznaczenie

m2(1 — x)

T

M(z) =

Dostajemy po zamianie zmiennych jak w (3.11), ze calkowanie rozpada sie
na dwie czesci. Pierwsza z nich, postaci

! > A(x) NN 2mm?
—2z/A : A — 1
/0 dx/o dZ7z+M(x)e gdzie A(x) 22y (3.17)

daje rozbiezno$¢ logarytmiczna w A oraz czlon skonczony, ale nie zawiera
rozbieznosci matych x-6w. Druga, takiej samej postaci jak dla przypadku
z masa fermionu réwna zero, jest kwadratowa w A, i zawiera rozbiezno$é
matych x—ow.

Zatem dostajemy czton z nadfioletowa rozbieznoscia logarytmiczna (plus
wyrazy skoniczone), ale bez rozbieznosci maltych x-6w, oraz czlon rozbiezny
kwadratowo w A, bedacy jednoczesnie rozbieznym podczerwono. Sktadniki
te usuwane s przez odpowiedni kontrczton.

Dla pelnego wyznaczenia kontrcztonu nadfioletowego, usuwajacego zalez-
no$¢ od regularyzacji ra, zadajmy, by dla szerokosci A = Ay efektywna masa
kwarku miata zadana wartos¢, rowna m3, 2 m2. Wartosé m2 ustalimy tak,
jak nalezaloby to zrobi¢ w QED.

Widzimy, ze obliczajac wyraz masowy dla kwarkéw w hamiltonianie efek-
tywnym H¢, napotykamy na rozbieznoéci duzych pedéw prostopadtych (du-
zych energii whasnych), oraz na rozbieznosci matych pedéw podtuznych. Roz-
bieznosci nadfioletowe usuwamy za pomoca kontrcztonu. Rozbieznosci matych
x—6Ow, charakterystyczne dla bozonéw cechowania, nie daja sie usunaé w pro-
sty sposob, gdyz czynnik rozbiezny zalezy od szerokosci A\. Nawet gdybysmy
dobrali kontrczton w taki sposéb, by m2 bylo wolne od rozbieznosci matych
x—6w, to dla innych wielkosci parametru A nadal mieliby$my rozbieznosci.

Popatrzmy na przypadek elektrodynamiki kwantowej. W QED ustalamy
warto$¢ mg rozwiazujac zagadnienie wlasne dla hamiltonianu efektywnego
przy skali \g dla swobodnego elektronu

_ph 4

Higle(p)) =

‘e(p)>, (3.18)
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gdzie m oznacza skorniczona, fizyczna mase elektronu, nie zawierajaca rozbiez-
nosci.

Wyprowadzajac hamiltonian efektywny musimy uwzgledni¢ istnienie in-
nych sektoréw Focka poza jednoelektronowym. Robimy to za pomoca trans-
formacji R Blocha, podanej przez Wilsona. Transformacje R, sprowadzaja-
ca réwnanie wlasne do sektora jednego elektronu (eliminujaca inne sektory
Focka, z efektywnymi elektronami, pozytonami i fotonami) wyliczamy w ra-
chunku zaburzenn. W drugim rzedzie (dla dostatecznie malego \g) jedynym
dodatkowym sektorem, ktéry daje wklad do problemu jednoelektronowego,
jest sektor z dodatkowym fotonem. Obliczamy hamiltonian efektywny ze wzo-

ru
1

1
Hyg=—o N
" /P+RER VP + R'R

w ktorym P jest operatorem rzutowym na stany o jednym elektronie efek-
tywnym, a operator R wyliczamy z réwnania

(P + R"YH,\(P + R) (3.19)

[R, Hy) = QH;P + QH;R — RH;P — RHR. (3.20)

Dominujacym wyrazem (najnizszego rzedu) jest wyraz Q) Hy P.

W rachunku zaburzen do drugiego rzedu w stalej sprzezenia dostajemy
nastepujaca posta¢ réwnania wtasnego dla elektronu (wyrazajac hamiltonian
modelowy za pomoca operacji R i piszac Hap = AH B).

2 + ~ 2 1
]%}e(p» = Hpple(p)) + HPQmHQP}e(p»
P2+ m? 1
- %}e(p» - H?@o,lolmf[f‘&,loo‘e(p»

(3.21)

Poniewaz masa elektronu, jako wielkos¢ fizyczna, jest skonczona, wiec roz-
bieznosci w masie efektywnej musza sie kasowaé z nieskonczonosciami pocho-
dzacymi z redukcji przestrzeni stanéw do sektora jednoelektronowego. Nie-
skoriczonosci te pochodza z oddzialywania z niskoenergetycznymi (miekkimi)
fotonami.

Mozemy zastosowaé taki sam schemat w celu zaproponowania nadfioleto-
wo skonczonej czedci kontrezionu dla wyrazu masowego dla kwarku efektyw-
nego w QCD. Tym razem jednak rozpatrywane zagadnienie jest fikcyjne, nie
wystepuja bowiem swobodne kwarki. Dobrze przeprowadzone postepowanie
musi ten fakt wyjasni¢. Jak dla QED, musimy rozwazy¢ obecnos¢ dodatko-
wych sektoréow. Ale w przeciwienstwie do QED, chromodynamika kwantowa
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jest teoria z cechowaniem nieabelowym. Duza efektywna stata sprzezenia po-
trzebna w opisie hadronéw (asymptotyczna swoboda) powoduje, ze nie mo-
zemy stosowaé rachunku zaburzen do wyliczania operacji R. Jest to zatem
procedura, ktéra proponuje posta¢ kontrczlonu a la QED, i dopiero anali-
za problemu wilasnego H, powie nam, do jakich konsekwencji prowadzi ten
wybér. W oryginalnym podejéciu Perry’ego [8, 9] podobny wybdér skoriczo-
nej czedci kontreztonu byl oparty na argumencie, ze odpowiadajaca mu masa
efektywna rozwiazuje rownanie grupy renormalizacji, co oczywiscie jest i tu-
taj prawdziwe w rachunku zaburzen [1].

Musimy jeszcze powiedzie¢, jakiej wielkosci powinien by¢ parametr m.
Moéwimy, Ze jest to masa konstytuentna (dana w przyblizeniu przez model
kwarkow konstytuentnych).

Ostatecznie przy skali Ao dostajemy nastepujacy wzér na wartos¢ wyrazu
masowego (zgodnie z (3.21)):

s 9 . 0asCp) dx /
Mo =M A /x(l—m) dz

(M2 —m?)? 1 (M2 —m)?

X exp [ ¥ 2 P T (3.22)
2M g2y 2 17 ]

Xx[(l x)m+f<a(1_x)2 rs,

gdzie pominelidémy czlon regularyzujacy zachowanie dla duzych pedéw, gdyz
dla skoriczonego A calka jest skoniczona nadfioletowo. Usunelismy zatem w ten
sposéb zaleznos¢ wyrazu masowego od regularyzacji ra.

3.2 Efektywne oddzialywanie fermion—antyfermion

Do rozwazania struktury mezonéw oraz oddzialywan van der Waalsa mie-
dzy mezonami potrzebna jest nam znajomo$¢ postaci oddzialywania kwark—
antykwark (oraz, analogiczne, kwark—kwark) w hamiltonianie efektywnym.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia dla pedéw poprzecznych: oznaczmy
ped prostopadly dla pedéw o indeksie 1 przez s+, zaé dla pedéw o indeksie
2 przez pt. Pedy pi, ps oraz ¢y, g2 sa pedami na powloce masy, zaé ped k jest
pedem wirtualnego bozonu cechowania (gluonu).

Poniewaz mamy zachowany tréjped: pf +q¢; = p3 +q5 oraz pi +qi- = py +
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17]71 Z Yy 37p2

2,q 1—=2x 1—y 4, q2
Rysunek 4: Kinematyka dla pojedynczej wymiany

¢5 , mozemy pedy zapisaé¢ za pomoca pedéw Jacobiego na froncie $wietlnym,
pi =aP",
pr = xPt + k'

¢ =(1—z)P",

¢ =1 —a)p —r",
i analogicznie dla pozostalych zmiennych (z zachowania tréjpedu wynika ze
P jest to samo dla pedéw o indeksach 2, co dla pedéw o indeksach 1), tylko
zamiast x jest y, za$ zamiast k*: pt. Dla uproszczenia wybierzemy uklad,
dla ktérego P+ = 0 (niezmienniczo$¢ dynamiki wzgledem pchnieé¢ Lorentza
powoduje, ze to uproszczenie nie traci nic z ogdélnosci rozumowania).

Warunek, ze pedy fermionéw sa na powloce masy (p? = m? itp.) oznacza,

ze np. (dla uproszczenia zaltézmy, ze obie oddziatujace czastki maja te same
masy, m; = ms = m)

—pf_2+m2 B K,J‘2+m2
1 =

128 - Pt

Oznaczmy k; = p; — ps. Wtedy (uwaga: zazwyczaj p; — Py # ¢ — G )
k= (x—y)P*
ki =rt —pt
kL2 pm? pl2ym?

kl = $P+ - yP+ = (y_x)M

2 1
1P+

gdzie przez M? oznaczylismy niezmiennicza mase ukladu fermionéw 1:

9 HJ‘2+7TL2

M%:(plﬂqu) —m
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Przez k oznaczamy czterowektor pedu bozonu na powloce masy t.j. KT+ =
];-i-,J_ _ ]%-i-,J_ :
17 = ky’7, natomiast
EL2 ok o2
L Gl 0
kt o (z—y)Pt

Efektywne oddzialywanie kwark—antykwark ma strukture

1
Gi10,110 = /[P] Pt Z /[Wv] [yp] Brio.110 bLP+Hbj([l—x)P—nbyP-de(l—y)P—p

spiny

gdzie wspdlczynnik (119110 spelnia réwnanie (patrz rozdzial 2)

/
5110,110 = fa [04110,00104001,110 + 100,101 011,010 + 04010,011%01,100]110,110

Po prawej stronie tylko czynnik f, zalezy od A, wiec rownania te latwo sie
rozwiazuje. Nalezy pamieta¢ jednak o wyrazach natychmiastowych w wyjscio-
wym hamiltonianie (z natychmiastowa wymiana gluonu miedzy kwarkiem i
antykwarkiem), pochodzacych z eliminacji zaleznych stopni swobody, ktére
to wyrazy maja strukture 110, 110. Daja one warunek poczatkowy (w A = 00)
dla réwnania na (3.

Z pojedynczej wymiany gluonu dostaniemy czynnik

—g*F
Bi10,110 = (xi]iy)z;ﬂ’m Z Urgy, ,u2ad s, U3 (3.23)

Suma po polaryzacjach gluonu dana jest wyrazeniem

k® +u+ +uku
> ek, o) (ko) = —g" + J k+g . (3.24)

<

Korzystamy tutaj z zapisu lorentzowskiego, aby méc zlozyé¢ ten czynnik z
cztonem natychmiastowej wymiany.

Mamy k = ki — ko dla skladowych przestrzennych. Zatem korzystajac
z roéwnania Diraca mozemy zapisaé

(k) fu(ks) = @y [Fo — By + % (ks — k1)g — Ky + l?:;} U

— 7oAt _(]%2 — %1)2
— R kD
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Korzystajac z powyzszego wzoru dostajemy, ze

F
2 2\

= — 'S B —
B110,110 9°TAs (w—y)P"

X | =g — 9“+9y+—k§ aalli Uy T ug0a7y, T 03+
2(x — y)2P+2 #
+ (7 < y)

Musimy uwzgledni¢ jeszcze czlon natychmiastowy ktory ma postaé

1
6seagull = _QQTA(S(

7ot oot
5 U1y UV
T — y)2P+? 177 U204 U3

(3.26)

(3.27)

Aby uprosci¢ rozwazania i méc jak najwiecej powiedzie¢ o oddzialywa-
niach miedzy kwarkami, bedziemy prowadzi¢ obliczenia w przyblizeniu nie-
relatywistycznym, t.j. dla ciezkich kwarkow. Dzieki temu, ze hamiltonian jest
przydiagonalny w energiach, to jesli jego szerokos¢ jest duzo mniejsza od ener-
gii spoczynkowej czastek ktore rozwazamy, mozemy obciaé przestrzen stanéow
do stanéw nierelatywistycznych, t.j. o energii kinetycznej duzo mniejszej od
energii spoczynkowej. Dzieki temu, ze hamiltonian jest waski wyjecie z macie-
rzy hamiltonian, okna o szerokosci duzo wiekszej od szerokosci hamiltonianu
nie powoduje znaczacych poprawek. Sprzezenie do stanéw o wyzszych ener-
giach jest male (rysunek 5). Szersze rozwazania n.t. redukcji dynamiki do

obszaru nierelatywistycznego znalezé mozna w [10].

Rysunek 5: Przyblizenie nierelatywistyczne w renormalizacji przez podobien-

stwo

Aby moc prowadzi¢ przyblizenie nierelatywistyczne szeroko$é¢ hamiltonia-
nu powinna by¢ duzo mniejsza od mc?. Potrzebne sa ciezkie kwarki, aby A
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nie musialo by¢ zbyt mate i moglo by¢ duze w poréwnaniu z Agep. Przy
bardzo malym A nie mozemy stosowaé¢ rachunku zaburzen, gdyz efektywna
stata sprzezenia gy rosnie, gdy A dazy do zera.

Aby zdefiniowaé przyblizenie nierelatywistyczne wprowadzamy zmienna
ks, tak by niezmiennicza masa ukladu dwu fermionéw dana byta wzorem

M = 2Enrel = 2\/ k2 —+ m2

gdzie k = (k*, k). Zaktadamy, ze k+ = k*, i powyzszy wzér stuzy nam do
zdefiniowania k3. Znajac k bedziemy mogli powiedzieé¢, co oznacza ze ped
jest maly w poréwnaniu z masa.

Dostajemy
k2 +m? ) 2
— = = 4(kH" + ki +m? 2
P M (k=" + k5 +m?) (3.28a)
zatem
1
ks = (z — 5)M (3.28D)
1k 1 ks
=—+——==-(14 —— 3.28

x 2+M 2( + ﬁ2+m2) ( c)

Méwimy, ze pedy fermionow sa nierelatywistyczne, gdy wszystkie sktado-
we trojwektora k sa male w porownaniu z mec. Oznacza to, miedzy innymi,
ze x jest bliskie 1:

Lok Ikl R
x~2 m  2mm? © md

Wzory te mozna uogdlni¢ na przypadek réznych mas obu fermionéw two-
rzacych rozwazany przez nas stan [9].

Ostatecznie dostajemy

1

gdzie n w przyblizeniu nierelatywistycznym jest male.

Do wyliczenia hamiltonianu efektywnego potrzebna nam jest znajomosé
wewnetrznego czynnika podobienstwa. W drugim rzedzie rachunku zaburzen
dany jest on wzorem (2.23):

P;gba + Pbt be

Farla,bye) = (ba)? + (be)2

(f)\(a7 b)f)\(b, C) - 1)
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W naszej notacji (patrz rysunek 4) mamy

P, =P, =pf M2, =
Mga = (p2 + k>2
Pr=Pj=q Mz, = (k+q)?
Mgb = q;

gdzie, zgodnie z definicja energii na froncie swietlnym, ped gluonu £ ma
wspotrzedna, £~ dana wzorem

Obliczamy ile wynosza, réznice energii wlasnych ba oraz be, potrzebne do
wyliczenia wewnetrznego czynnika podobienstwa

ba =My, — M2 =2+ k)’ —pi =(p2+k—p)p2+k+p) (3.30a)
be=Mp. — M4 =(k+a)—¢G=Fk+a—@)(k+a+q@) (3.30b)

Korzystajac z wlasnosci pedu k£ oraz wyrazajac pedy czastek za pomoca,
pedow wzglednych, dostajemy

12 2 L 12 12 2
ba:x{p +m+(/<a Py _n +m} (3.31a)
Y r—Yy x
L1y 12 2 12 2
bom (1—y) |z ) mEmT pdm (3.31D)
T —y 1—=z 1—y

W przyblizeniu nierelatywistycznym, charakterystyczna, réznica energii
pojawiajaca sie przy wyliczaniu ab i ba,
L2 em? pl2m?

— AW, := Ptk = e (3.32)

rozwijamy, uzywajac wzoru (3.29) (i analogicznego dla y), otrzymujac

kL2 4+ m?2 pl2+m2
1 1
2 3y

Poniewaz x*, pt i n; sa male (przy czym n; < 1)

— AW, = 4m?(n, — n,) + o(K?). (3.33)
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Wypisaliémy tylko wyrazy najnizszego rzedu w pedach. Dokladnie taki
sam rezultat dostaniemy dla AW,, czyli dla analogicznej réznicy energii, po-
jawiajacej sie wzorze (3.31b) na be. Korzystajac z powyzszego wzoru i wsta-
wiajac go do (3.31) dostajemy:

b_a_ |ipJ_2_‘_m2_K,J_2+m2+(KJ__pJ_)2:| B

T Y T T —y
1 1y
= {4m2(77y — ) + 701 r~) } = (3.34)
Ny — Nz
1
= (@ +q"?),
Ty — Ty

gdzie ¢- = K+ — p* oraz ¢, = 2m(n, — n,) = 2m(z —y).

Zatem, wyrazajac ba i bc za pomoca tréjwektora q otrzymujemy

q

ba = x (3.35a)
T —y
%

bc = (1— 3.35b
=0y (335D)
Dostajemy wiec nastepujacy wzor na wewnetrzny czynnik podobienstwa

x—y)P*
Fan= D (i = 1) (3.36)

Dla fy(ab) danego wzorem (2.21), przyjmujac ze ab oraz be sa zdefiniowane
przez (3.31), dostajemy

(kt — pt)?

(ba)® + (be)* = (2 + (1 — y)?) { p—

+ AW] (3.37)

Zgodnie z przyblizeniem nierelatywistycznym na ba i be, danym réwnaniem (3.35),
mozemy napisac

2

(ba)? + (bc)? :(x2 +(1-— y)Q) Lq_ y} ) (3.38)

Uwzgledniajac zatem tylko wyrazy najnizszego rzedu w pedach, otrzymujemy
4 4m2

hai(be) =exp |~ L3 (3.39)

Do wyliczenia postaci cztonu oddzialywania w hamiltonianie efektywnym
potrzebna jest nam takze postaé¢ zewnetrznego czynnika podobienstwa, mno-
zacego operator G,. Poniewaz stan przed i po oddzialywaniu zawiera te same
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czastki, a w przyblizeniu nierelatywistycznym dominuje energia spoczynkowa,
wiec mozemy przyjacé, ze zewnetrzny czynnik podobienstwa jest w wiodacym
rzedzie rowny 1, bo ro$niecie energii kinetycznych dla fermionéw jest male
w poréwnaniu z A w dominujacych konfiguracjach kwarkéw.

Aby wyliczyé¢ efektywne oddzialtywanie miedzy kwarkami musimy znaé
postaé czynnikéw spinorowych ay*u oraz uy u. W ogdlnym przypadku daja
one skomplikowana zalezno$¢ od spinu. Jednak w przyblizeniu nierelatywi-
stycznym wzory na czynniki spinorowe upraszczaja sie.

Potrzebny nam beda czynniki 4y u oraz vy v, pojawiajace sie w oddzia-
tywaniu efektywnym.

Mamy uytu = u'y°yTu = u'2A u. Rozpisujac wzorki na spinory (A.9)
dostajemy

Upim 7+up2m>\2 = u;rnm)\l 2A°F Upomrg = d\14 \/ pii_ p;—A+<>\2

Analogicznie dostajemy wzor dla vy . Z postaci macierzy Ay = 1(1+a®)
w reprezentacji Diraca dostajemy, ze
wlAsu, = ulAiu —l2m
sty = U AU =5
up\iul = uIAiuT =0

i podobnie dla antykwarkow.
Zatem wyrazenie @y u vyt redukuje sie do 2/z(1 — z)y(1 — y)P+?

Pozostaje obliczy¢ ile wynosi uy*u vy,v. Rozpisujemy iloczyn skalarny
macierzy y:
Rozpisujac uy~u dostajemy

7 - N AmE iy
Uprmn Y Upymrg = Upymag 287 Uy, = prape GA-Gy,
1 M2

gdyz w przyblizeniu nierelatywistycznym dominuje czlon z m?. Natomiast

Upymn Y Upymr, = u;[nm)\lazupgm)\g ~ % lo’ (pfA- + pS AL,
P1 Do

gdzie w przyblizeniu nierelatywistycznym pozostawiliSmy czlon dominujacy
w pedach. Macierze oAy maja niezerowe elementy, gdy czastki maja prze-
ciwny spin.

Korzystajac z faktu, ze CIO&J—A_gg = —ClTozlAJr(g, dostajemy ze cztonu ten
jest proporcjonalny do réznicy pedéw pf — py. Czlon zmieniajacy spin jest
zatem pomijalnie maly w przyblizeniu nierelatywistycznym.
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Zatem uytuvy,w = \/z(1 — x)y(1 —y)4m*. Oddzialywanie nie zmienia
spinu czastek.

Pomijajac czynnik \/z(1 — z)y(1 —y) ktéry sie skraca z analogicznym
czynnikiem w potencjale, przy definicji funkcji falowej mezonu wzorem

Pk dz
\P>:/2(2ﬂ>3m ok, )b d"|0), (3.40)

dostajemy, ze w przyblizeniu nierelatywistycznym struktura spinorowa wy-
razu oddzialywania dana jest nastepujacymi wzorami:

ayTuoyty  —  4pt? (3.41a)
' uvy, o —  4m? (3.41b)

3.3 Potencjaly efektywne w przyblizeniu nierelatywi-
stycznym

W drugim rzedzie rachunku zaburzen dostajemy takze czton anihilacyjny,
ale poniewaz macierze kolorowe sa bezsladowe, wiec nie daje on wkiadu do
oddzialtywania dla uktadu qg, bedacego singletem kolorowym. Nie zawiera on
rowniez czynnika rozbieznego. Czlon ten mégtby mie¢ znaczenie przy rozwa-
zaniu oddzialywan van der Waalsa miedzy dwoma mezonami, ale daje on
potencjal krétkozasiegowy, wiec mozna go pominaé w rozwazaniach.

Rozpatrzmy teraz pelna posta¢ oddzialtywania kwark—antykwark w przy-
blizeniu nierelatywistycznym.

Czton coulombowski przybiera postaé
Oz —y)

+@17“u2@1%v2 + (analogiczny z x < y)

2
ﬂc— gf2)\(x_y)P

Korzystajac z przyblizenia nierelatywistycznego na wewnetrzny czynnik
podobienstwa oraz na strukture spinorowa otrzymujemy

24m?2FF
he = 6cfac = % (fabfbc - 1)fac (342)

gdzie FF oznacza czynnik kolorowy dla wymiany. Poniewaz zewnetrzny czyn-
nik podobienstwa w granicy nierelatywistycznej jest w przyblizeniu réwny
jeden, wiec bedziemy go pomija¢ w dalszych wzorach.

Uzywajac operatora Casimira

Co(¥) = (Fy+ Fp)? = F7 +2F, - Fy+ F = C5(3) +2F, - F; 4+ Co(3")) (3.43)
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dostajemy, ze czynnik kolorowy daje sie zapisa¢ w postaci
2FF =2F, - F; = C(y) — 2C(3), (3.44)

w zaleznosci od stanu kolorowego w ktérym znajduje sie mezon. Dla mezonu
w singlecie kolorowym dostajemy identyczny czynnik kolorowy jak ten, ktory
mamy w masie efektywnej.

Kolorowe oddzialywanie Coulomba zawiera obciecie przekazow pedéw od
dotu (przez czynnik pochodzacy z transformacji podobieristwa), zapewniaja-
ce, ze ped niesiony przez gluon jest dostatecznie duzy. Wyraz ten pojawia sie
w hamiltonianie jako rezultat wyeliminowania oddzialywan miedzy stanami
rozniacymi si¢ energia swobodna o wigecej niz .

Jesli pominaé¢ czynnik podobienistwa obcinajacy pedy od dotu to, ze od-
dzialywanie w przestrzeni pedéw, zachowujace sie jak 1/q?, daje potencjal
coulombowski. W naszym przypadku wewnetrzny czynnik podobienstwa za-
pewnia, ze energia gluonu przenoszacego oddzialywanie jest duza, ~ |q],
w poréwnaniu z energia kinetyczna kwarkéw ~ q2/m (jest tak w przypadku
nierelatywistycznym, gdzie |q| < m).

Czlon coulombowski nie jest jedynym wyrazem typu oddzialywania po-
tencjalnego w Hy. W oddzialywaniu efektywnym mamy poza nim dwa wy-
razenia, ze struktura spinorowa typu aytuvytv.

Wypiszmy najpierw czion pochodzacy z wymiany gluonu, zwiazany z dru-
gim sktadnikiem wzoru na sume po polaryzacjach gluonu:

Oz —y) k24K

= —¢°FF
611}1 g fQ)\(x_y)P+2(x_y)2P+2

Uy U1y T vg + (7 y)

W przyblizeniu nierelatywistycznym k2 ~ k2. Wtedy k2 = k2 = o>
Korzystajac z nierelatywistycznego wzoru na Foy (3.36) dostajemy

£ FF k2 + k2 N
(x —y) P+ 2z — y)2P+?
_ (w—y)P" FF q* _
R |
FF
= W(fabfbc —1)

Pomijajac czynniki, ktore skracaja sie z odpowiednimi czynnikami wyni-
kajacymi z definicji funkcji falowej mozemy w przyblizeniu nierelatywistycz-
nym spinorowe czynniki 4y uty v, zgodnie z wzorem (3.41a), zastapi¢ przez
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P2

2

( )

2
— FF 9q4 ustre — 1],

z

611}1 =FF—— [fabfbc - ] -

gdzie ¢, < 2m(z — y).
Pozostaje do rozwazenia czlon oddzialywania natychmiastowego. Ma on

postac
FF _ _
Buwaz = —92 —(m — y)2p+2uw+uzv17+v2.

Gdy dodamy do siebie te dwa cztony, to oddzialywanie natychmiastowe
skasuje jedynke w wyrazeniu [f fp. — 1]. Dostajemy zatem

—924m

ﬂw fabfbc (345)

Z

Czlon ten prowadzi do logarytmicznego potencjatu wiazacego, nie zacho-
wujacego symetrii obrotowej, co wyjasnimy pdznie;j. Sciste wyliczenie poten-
cjatu dla funkcji podobienstwa w postaci funkcji schodkowej znajduje sie
w [9], a jakosciowe wytlumaczenie, dlaczego jest on logarytmiczny dla du-
zych odlegtosci jest podane w [11] 1 [12].

Czton (3.45) jest rozbiezny dla g, — 0. Wydzielamy cze$¢ rozbiezna w
potencjale wiazacym, aby porownac ja z rozbieznoscia napotkana w wyrazie
masowym. W tym celu obliczamy elementy macierzowe czesci hamiltonia-
nu odpowiadajacej za uwiezienie (zobacz tez [11]) miedzy funkcjami falowy-
mi danymi wzorem (3.40), gdzie stany }P> sa unormowane do <P }P’ > =
2(2m)* P63 (P — P'){0[0):

<w(P)‘%onf‘¢(P/)> = —2(27)* P63 (P — P')g*Cr

dyp d*riy dy dry  FF : (3.46)
/ 2027 2(27)3 (y1 — 12)? Jav foers 9" (K2, y2)o(k1, 41)

Rozbieznos¢ pochodzi z obszaru, gdzie y; ~ ys. Mozemy zatem zalozy¢,
dzigki czynnikowi podobienistwa, ze (k1 —kg)? < A2, Zamieniamy zmienne na
K = (k1 4+ Kk2)/2, k = k1 — Ko; analogicznie definiujemy Y i y dla pedéw po-
dtuznych. Ograniczamy si¢ w catkowaniu do maltych y. Podstawiajac czynnik
podobienstwa w przyblizeniu nierelatywistycznym zgodnie ze wzorem (3.39),
dostajemy taka sama postaé¢ czesSci rozbieznej (rozbieznosé logarytmiczna)
jak dla mas efektywnych. Wyliczajac czynniki kolorowe (dla mas jest to Cp,
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dla potencjatu FF) dla mezonu w singlecie, dostajemy ze nieskonczonosci
te si¢ skracaja wzajemnie. Pozostata skonczona czes¢ daje potencjal miedzy
kwarkami, ktore maja masy konstytuentne.

Do znajdowania sit van der Waalsa potrzebujemy zna¢ posta¢ potencjatu
na duzych odlegtoéciach. Poniewaz potencjal zawiera staly czlon rozbiezny,
kasowany przez masy efektywne, wiec dla uproszczenia obliczmy pochodna,
ktéra nie zawiera rozbieznosci, a opisuje potencjat [11]. Przechodzimy do prze-
strzeni polozen za pomoca transformaty Fouriera. Pochodna po wspoétrzednej
z potencjalu w przyblizeniu nierelatywistycznym dana jest wzorem

0 d3q q* 2m?] —g%4m? '
_‘/ pu— ) 2 v Zz '4
0z (2) / (2m)3 P [ 2 M\ ] q> (igz)e (3.47)

Zmaczacy wkiad do tej calki pochodzi z obszaru malych ¢., tak ze wzgledu
na to, ze funkcja podcatkowa ma osobliwos¢ w ¢, = 0, jak i dlatego, ze
dominujacy wklad do transformaty Fouriera dla duzych z pochodzi z obszaru
gdzie ¢,z < 1. Mozemy zatem zalozy¢, ze dla duzych z mamy ¢, < ¢y,
w miejsce q potozy¢ ¢, i odcatkowaé po pedach prostopadiych. Dostajemy,
pamietajac ze zalozyliSmy iz ¢. jest male, wiec jest ograniczone ¢, < P,.

24 1 [2rAd [P
a—aV(z): —ig*Am® e / G i
2 le.] (3.48)

1 cos Pz

~ —

z z

Pierwszy czton jest pochodna logarytmu. Drugi po odcatkowaniu daje cosinus
catkowy, czyli potencjal krétkozasiegowy. Gdybysmy pomineli ograniczenie
na ¢, dostalibySmy 6(z) zamiast cos(P,z)/z, jako dodatkowy, obok logaryt-
micznego, czton oddzialywania. Daje on potencjal ktéry jest ograniczony dla
duzych z.

W podobny sposéb mozna pokazaé, ze w kierunku prostopadtym, dla du-
zych odlegtosci, tez dostajemy potencjal logarytmiczny, ale o innym wspol-
czynniku liczbowym. Dlatego nie jest on sferycznie symetryczny. Zwiazane
jest to z tym, ze prowadzimy obliczenia na froncie $wietlnym, dla ktorego
obroty zaleza od oddzialywania, symetria obrotowa moze wiec by¢ lamana
przy obliczeniach w rachunku zaburzen.

3.4 Problem uwiezienia

Warto zauwazy¢ ze czynniki podobienstwa przy czlonie coulombowskim
oraz przy czlonie wiazacym sa nawzajem komplementarne (sktadaja sie do
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jednosci). Dzigki temu, gdy w QED prowadzimy redukcje za pomoca trans-
formacji R z przestrzeni tréjczastkowej (z fotonem) wystepuja w niej cztony
kasujace czton fu fre W czlonie coulombowskim odtwarzajac petlne oddzialy-
wanie coulombowskie, i jednoczesnie kasuje si¢ potencjal wiazacy. Zatem w
QED, gdzie nie mozemy zaniedba¢ stanéw z jednym fotonem nie dostajemy
uwiezienia — zgodnie z oczekiwaniami. Fotony sa bezmasowe i nie mozna
pomina¢ ich wplywu.

Z kolei gluony oddzialuja same ze soba. W modelu kwarkow konstytuent-
nych nie wida¢ w ogéle gluonow. Jesli gluony uzyskuja dynamicznie niezerowa
mase efektywna, to dla dostatecznie matego A\, wskutek skonczonej szeroko-
sci hamiltonianu, nie moze zaj$¢ efektywna emisja gluonu. Efektywna teoria
opisuje wiec w takim przypadku czastki oddzialujace ze soba za pomoca po-
tencjalow. Ponadto efektywna stala sprzezenia dla hadronow staje sie duza
dla maltych A. Nie robimy transformacji R tam, gdzie nie mozna stosowac
rachunku zaburzen. Wydaje sie nieprawdopodobne, by $cista diagonalizacja
Hyqcp prowadzila do kasowania osobliwodci jak w QED, skoro gluony od-
dziatuja ze soba i z kwarkami zupehie inaczej niz fotony w QED. Fotony
w sektorze z jednym fotonem i parg ete” w problemie pozytronium musza,
by¢ traktowane jak swobodne, by skasowaé potencjal wiazacy. Zakladamy
wiec ze w QCDE\Q) potencjal wiazacy pozostaje nie skasowany.

Analogicznie postapiliémy przy obliczaniu kontrcztonéw do wyrazu maso-
wego, umieszczajac w nich cze$é, ktéra bytaby kasowana tylko w rachunku za-
burzen. Zatem efektywny wyraz masowy zawiera rozbieznosci matych x—6w,
czekajace na skasowanie nieskonczonosci pochodzacych z redukeji sektorow
zawierajacych gluony, dla miekkich gluonéw. Ale ich nie ma, bo gluony sie
odprzegaja. Podobnie mamy dla potencjatu wiazacego, ktory takze zawiera
nieskonczono$ci. Czeka on na skasowanie przez wymiane miekkich gluonow.
Zatem zaréwno w cztonie masowym jak i w czlonie oddzialywania wiazacego
w efektywnym hamiltonianie pojawiaja sie rozbieznosci matych x—éw. Czlony
te maja taka sama strukture, rézniac sie pochodzeniem czynnika kolorowe-
go. Dla stanéw, ktore sg singletem grupy SU(3),,.,, te czynniki kolorowe sa,
sobie réwne. Zatem dla takich stanow zatem nieskonczonosci te kasuja sie
nawzajem. W stanach kolorowych natomiast nieskorniczonosci te nie skracaja

sie.
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4 Fenomenologiczny model potencjalny i sily
van der Waalsa

4.1 Fenomenologiczny model potencjalny

Omoéwimy teraz réznice miedzy oddzialywaniem wyliczonym za pomoca
transformacji podobienstwa z efektywnego hamiltonianu, a fenomenologicz-
nym oddzialywaniem za pomoca addytywnego potencjatu kolorowego.

W modelu potencjalnym oddzialywanie opisujemy za pomoca wzoru

Hi=—Y F-F V(x—x) (4.1)

1<j

gdzie sumowanie rozciaga sie na wszystkie pary czastek (kwarkéw i antykwar-
kéw), zas§ F oznacza generator grupy w reprezentacji podstawowej (sprze-
zonej) dla i-tego kwarku (antykwarku).

Dla grupy nieabelowej i wiazacego potencjatu V' (r), (tzn. takiego ze V' (r) > 0
oraz V (r) — oo, dlar — 00), dla stanéw nie bedacych singletami kolorowymi
hamiltonian oddzialywania dany przez ten potencjal jest nieograniczony od
dotu [13]. Na przyktad dla grupy SU(3) dla mezonu w singlecie oraz w oktecie
dostajemy

(1) | Hi] (aa)) = 5V () 20, (4.2)

(8(0) [F[8(00)) = —5V(raq) = =00, roq o0 (43)

Model potencjalny nie uwzglednia rozbieznosci matych x-6w w wyrazach
masowych i potencjale wigzacym, oraz kasowan pomiedzy nimi, jakie wyste-
puja w QCD. W naszym przypadku w stanach kolorowych dostajemy brak
kasowania rozbieznosci malych x—éw w masach efektywnych z rozbieznoscia-
mi w efektywnym oddziatywaniu wiazacym. Rozbieznos¢ w masie efektywnej
przewaza i energia wilasna takich stanéw staje sie nieskoniczona rozbiezno-
Sciami maltych x—éw. Zatem stany te jako majace nieskonczona energie nie
sa realizowane fizycznie. Rozwiazuje to problem niestabilnosci stanu prézni,
ktory powstaje gdy hamiltonian nie jest operatorem pdtograniczonym. Nie
musimy tez wprowadzaé sztucznego potencjatu [14] stabilizujacego rachunek
wariacyjny dla Hyqcep-

Ponadto, ten sam mechanizm powoduje, ze pojedynczy kwark nie jest
stanem fizycznym. Rozbieznos¢ malych x—6w w sektorze jednokwarkowym
nie jest kompensowana przez analogiczna rozbiezno$¢ w oddzialywaniu wia-
zacym, zatem stan ten otrzymuje nieskonczona energie i nie jest stanem fi-
ZyCznym.
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Takze stany bedace trypletem i antytrypletem kolorowym (np. stan fermion—
fermion w antytryplecie) takze maja nieskoriczona energie i nie sa stanami
fizycznymi. W naturalny sposéb otrzymujemy wiec uwiezienie jako konse-
kwencje wzrostu mas efektywnych wraz z usuwaniem obciecia matych x—6w
i silnych efektéw oddzialtywan, ktore kompensuja wzrost mas tylko w single-
tach kolorowych.

Wryliczanie efektywnych oddzialywan z hamiltonianu QCD ma ponadto
te przewage nad fenomenologicznym modelem potencjalnym, ze mozna tatwo
wylicza¢ poprawki relatywistyczne, oraz przejs¢ do wyzszego rzedu.

4.2 Kolorowe sily van der Waalsa

Model potencjalny cierpi na jeszcze jedna przypadtosé, obok oddzialywa-
nia nieograniczonego od dotu dla stanéw nie bedacych singletem, trypletem
lub antytrypletem kolorowym. Przewiduje on mianowicie istnienie kolorowe-
go analogu sit van der Waalsa miedzy odseparowanymi hadronami. Oddzia-
lywanie to daje sile miedzy dwoma obiektami zalezna od ilosci nukleonéw,
w przeciwienstwie do oddzialywania grawitacyjnego, ktére zalezy od masy
obiektéw. Takie oddzialywania nie sa obserwowane w przyrodzie, a ograni-
czenia na nie sg silne [15].

Czy sity tego typu powstaja takze w obliczeniach za pomoca efektywnego
hamiltonianu QCD? W modelu potencjalnym nie ma gluonéw, zatem w ce-
lu poréwnania powinnismy wyeliminowaé sektory Focka je zawierajace. Przy
rozwazaniu oddzialywan miedzy efektywnymi kwarkami w mezonie, zalozyli-
smy, ze efekty nieperturbacyjne spowodowaly odprzegnigcie sie gluonéw. Tym
niemniej nie wiadomo czy w ten sam sposéb nastapi odprzegniecie w sektorze
dwumezonowym, t.j. czy mozna po prostu wycia¢ sektory zawierajace glu-
ony. Gdyby dla odseparowanych mezonéw, przy liczeniu oddzialywan miedzy
nimi, mozna byto korzysta¢ z rachunku zaburzen przy wyliczaniu efektéw
eliminacji gluonéw za pomoca transformacji R, to tak jak dla QED (patrz
rozdziat 3.4) dostalibysmy wyeliminowanie potencjalu uwiezienia, a wiec i ko-
lorowych sit van der Waalsa.

W naszych obliczeniach, dzieki kasowaniu sie czlonu rozbieznego w wy-
razie masowym z rozbieznoscia w potencjale wiazacym, stany, ktére nie sa
singletem kolorowym, zyskuja nieskoriczona energie. Mozna je zatem w na-
turalny sposéb wykluczy¢, w przeciwienstwie do fenomenologicznego modelu
potencjalnego. Stan, w ktorym dwa mezony sa w stanie bedacym singletem
kolorowym, jest rozpiety przez dwie konfiguracje kolorowe.

W pierwszej obie czastki sa w singletach kolorowych. Mezon w singlecie
jest stanem realizowanym fizycznie. Element macierzowy hamiltonianu od-
dziatywania van der Waalsa miedzy dwoma réznymi mezonami w singletach
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kolorowych jest réwny zeru (co wynika np. z réwnania (4.5) ponizej).
Jednak mozna zlozy¢ stan bedacy singletem kolorowym z dwu mezonéw
bedacych w oktecie. W opisie mezonu pojawiaja si¢ wowczas nieskoriczono-
Sci, wynikajace z niepelnego kasowania rozbieznosci matych x—6w pomiedzy
efektywnym wyrazem masowym a oddzialywaniem wiazacym. Jesli mozna
zalozy¢, ze przy liczeniu oddzialywan miedzy dwoma odseparowanymi mezo-
nami sektor gluonowy odprzega sie, to nieskoriczonosci te powinny kasowaé
si¢ nawzajem miedzy mezonami. Zobaczmy czy kasowanie to w istocie zacho-

dzi.

Niech czastki 11 2 to kwarki, a 3 i 4 to antykwarki. Przestrzen stanow,
dla ktorych mamy dwu mezony bedace jako calo$¢ w singlecie kolorowym,
rozpieta jest przez wektory: |a) = |(13)1(24)1) (singlet razy singlet) oraz
‘ﬂ> = ‘(14)1(23)1>. Symbol (ij); oznacza ze czastkiiij (kwark i antykwark)
sa w singlecie kolorowym. Stany te nie sa ortogonalne, ale sa liniowo nieza-
lezne, tatwo je zapisac¢ i z nich korzystac.

Ograniczajac sie do sektora, gdzie oba mezony sa jako calo$¢ w singlecie
kolorowym, oraz korzystajac z tozsamosci [16]:

(a|B) =1/3 (4.4a)
> FFf|a) =) FiF|a) = —~(8/3)|a) (4.4b)

N FiF|) =Y FEFS|8) = —(8/3)[8) (4.4¢)

(Ff + F)|a) = (F + Ff)|a) = (F{ + F{)|8) = (F3 + F)|8) = 0 (4.4d)
(a| FF}|a) = (B|F{Fg|8) =0 (4.4¢)
(a| FPFY|8) = (B|F{F|a) = —(8/3)(a|B) = —8/9 (4.4f)

wynikajacych z tego, ze odpowiednie czastki sa w singletach kolorowych,
dostajemy nastepujacy uklad réwnan [16]:

3H |o) = (8ua — ug + uq)|o) + 3(ug — uq)|B) (4.5a)
3H{|3) = 3(ua — ug)|a) + (Bus — uq + ug)|5) (4.5b)

gdzie
Uq = Uiz + Uy Ug = U4 + U3 Uqg = Uig + Usd, (4.6)

zas u;; = V(|x; — X;|) oznaczaja odpowiednie potencjaty miedzy kwarkami.
Dla }oz> kasuja sie czesci nieskonczone potencjatu i efektywnej masy: ka-
suja sie nieskoriczonodci wewnatrz mezonéw (proste ztozenie dwu mezonéw
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w singletach, wiec jest tak jak dla pojedynczego mezonu). Dla ‘ 6> zacho-
dzi skrécenie sie nieskoniczonosci pomiedzy oddzialywaniami (wszystkimi)
a nieskonczonosciami w masach kwarkow. W szczegdlnosci, dla tego stanu
zachodzi skrécenie sie rozbieznosci w wyrazie oddzialywania miedzy poten-
cjalem pomiedzy kwarkami z jednego mezonu, a antykwarkami w drugim
z nieskorniczonosciami w wyrazach masowych. Nieskonczonosci w pozostaltych
oddziatywaniach wiazacych kasuja si¢ nawzajem.

Oznaczmy przez dm; nieskonczonosé w czlonie masowym dla i-tej czastki.
Mozemy zapisac

3(6Ho + Hp)|o) = (Zémi + 8ug — ug + uq) o) + 3(ug — ug)|B), (4.7a)
3(0Ho + Hy)|B) = 3(ua — uq)}a> + (Zémi + 8ug — Uy + uq)}@. (4.7b)

Ogodlnie, nieskonczonosci w wyrazach masowych dla stanu ‘a> oraz }6 > skra-
caja sie z nieskonczonosciami odpowiednio w u, 1 ug (jak dla mezonu), na-
tomiast nieskoniczonosci w ug — uq oraz u, — uq skracaja sie¢ nawzajem.

Rozwiazanie réwnan (4.5) daje nastepujace wartosci wlasne dla oddzia-
lywania U [13]

U' = L (ua +ug) + guq (48)
1/2 :
+ % [S(Ua - uﬁ)2 + (Ua +up — 2“@1)2}
Rozwazamy oddziatywanie w konfiguracji, w ktorej mezony: zlozony z cza-
stek (13) oraz zlozony z (24), sa od siebie oddalone o odleglo$é¢ a, ktéra jest
duzo wigksza od ich rozmiaréw. Rozwijamy wartos¢ wlasna, dajaca nizsza
energie, w potegach (ug — ug), ktére jest wyzszego rzedu niz u, i ug, otrzy-
mujac [13]:
(ug — uq)®
U'=uy — 22— + O(ug — uy)>. 4.9
= 4+ Oy = ) (4.9

Pierszy czion jest energia wiazania dwu mezonéw. Drugi opisuje oddzialywa-
nie van der Waalsa pomiedzy dwoma mezonami.

Zatem wiemy jaki powinien by¢ ,,sktad kolorowy” funkcji falowej minima-
lizujacej potencjal van der Waalsa. Pozostaje dobra¢ funkcje falowa (stosu-
jemy rachunek wariacyjny) minimalizujaca wartos¢ oczekiwana energii. Za
Schiffem [17] bierzemy ja w postaci (musi ona zaleze¢ od odleglodci miedzy
mezonami):

Y(ry,12) = wi3(r1)ugq(r2) (1 + A~ Hyaw), (4.10)

gdzie uy3 i ugy sa funkcjami wlasnymi stanu podstawowego (albo ich przy-
blizeniami) dla izolowanych mezonéw, A jest parametrem wariacyjnym, zas
H,qw potencjalem van der Waalsa (w reprezentacji potozeniowej).
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Potencjal wiazacy w QCD(fgfr zachowuje sie na duzych odleglos$ciach jak
potencjal logarytmiczny. Nie ma on symetrii obrotowej, ale mozemy go osza-
cowal z dotu przez potencjat sferycznie symetryczny. Dla potencjatu logaryt-
micznego u = Vplog(r/ry), biorac wartosé wlasna dla funkcji falowej mini-
malizujacej energie potencjalng i rozwijajac w potegach r/a dostajemy na-
stepujaca site van der Waalsa [13]:

Usaw = Voa (r3;)?/54 log(a/r13). (4.11)

Sita ta szybko zanika z odlegloscia miedzy mezonami, ale jej zbadanie iloscio-
we wykracza poza zakres niniejszej pracy.

Przy uzyciu metody renormalizacji mozna zbadaé, jakie zmiany w stosun-
ku do modelu potencjalnego wnosi w problemie van der Waalsa uwzglednienie
dodatkowych sektoréw Focka. Poniewaz nie mozna tego zrobi¢ w rachunku
zaburzen, pozostaje nam rozwigzywaé¢ rownanie wlasne w réznych sektorach
i stad wyprowadza¢ mechanizmy redukcji przestrzeni stanéw.

5 Podsumowanie

Za pomoca metody renormalizacji przez podobienstwo mozna wyrazié
stany, bedace skomplikowanymi stanami wielu czastek wyjsciowej teorii, za
pomoca niewielkiej ilosci czastek efektywnych. W ominieciu problemu prézni
pomaga nam zastosowanie dynamiki na froncie $wietlnym. Efektywne czastki
maja oddzialywania ograniczone do niewielkich przekazéw pedu. Hamiltonian
zapisany w nowych zmiennych jest waski, tzn. elementy znajdujace si¢ po-
za pasmem o szerokosci A wokol diagonali opadaja szybko do zera. Dzieki
temu rozwiazujac zagadnienie wlasne za pomoca czastek efektywnych ma-
my do czynienia z niewielkim zakresem energii, poniewaz funkcje falowe dla
hamiltonianu efektywnego maja szeroko$¢ poréwnywalna z A.

Obraz czastek efektywnych pozwala na obliczanie hamiltonianow efektyw-
nych bez ograniczania sie do okreslonego zestawu elementéw macierzowych.
Wystarczy raz obliczy¢ hamiltonian efektywny by go pdzniej stosowaé do
roznych sytuacji.

Poniewaz chromodynamika kwantowa jest teoria pola z cechowaniem,
wiec pojawiaja sie w niej, oprécz rozbieznosci zwiazanych z duzymi pedami
takze rozbieznosci matych x-6w. Wymagaja one wprowadzenia dodatkowego
parametru obciecia. Wazna jest metoda wprowadzenia kontrcztonéw.

Stosujac te metode do przedstawienia ciezkich mezonéw za pomoca kwar-
kéw efektywnych, otrzymujemy, w przyblizeniu nierelatywistycznym, obciety
potencjat coulombowski i potencjal wiazacy, ktory tamie symetrie obrotowa,
a dla duzych odleglosci zachowuje sie jak potencjal logarytmiczny. Wazna
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role odgrywa kasowanie si¢ rozbiezno$ci malych x-6w miedzy efektywnymi
masami a potencjatem wiazacym. Zachodzi ono tylko dla stanéw bedacych
singletami kolorowymi. Dla stanow nie bedacych singletami kolorowymi ka-
sowanie nie zachodzi i nieskoniczona, poprzez rozbieznos¢ malych x—éw, ma-
sa efektywna posyla energie takich stanéw do nieskonczonosci. Dzieki temu
unikamy problemu braku ograniczonosci od dotu dla stanéw , kolorowych”,
jaki pojawia sie modelach potencjalnych. Préznia jest stabilna. Nie ma tez
potrzeby wprowadzania sztucznych potencjalow do stabilizacji rachunkéw
spektrum.

Bezposrednie zastosowanie rezultatu z sektora mezonowego do obliczania
oddzialywan van der Waalsa miedzy dwoma mezonami odlegtymi o R, prowa-
dzi do dlugozasiegowych oddzialywan kolorowych, malejacych jak %m,
tak jak dla modelu potencjalnego z potencjalem logarytmicznym. Oznacza
to, ze do ostatecznego oszacowania oddzialywan miedzy mezonami potrzebne
jest precyzyjne rozwiazanie dynamiki efektywne;j.
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A Dodatki

A.1 Konwencje frontu swietlnego
Bedziemy postugiwaé sie nastepujaca konwencja:
5 =2"+2° (A.1)

Wspétrzedna, czasows, jest z7.
lNoczyn skalarny dany jest wzorem:

a-b= % (atb” +a"b") —a'b* (A.2)

A.2 Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca na fron-
cie Swietlnym
Réwnanie Diraca we wspotrzednych frontowych zapisuje sie jako

(i — m)y = (%aw- + %a-f oty m) b=0  (A3)
Role pochodnej czasowej w sformutowaniu frontowym petni 9~. Po pomno-

zeniu réwnania przez 7° = 3 dostajemy
(10TA_ +i0 A, —i0+at — pm)y =0 (A.4)

gdzie wprowadziliémy operatory

Ar=3(1£a%) =577 = v™r* (A.5)

Operatory te sa ortogonalnymi operatorami rzutowymi skladajacymi sie do
jedynki. Mnozac réwnanie Diraca raz przez A_, raz przez A, dostajemy
uklad dwu sprzezonych rownan na 1y = Ay, podobnie jak w przypadku
rownoczasowym. Co jest unikalng cecha sformulowania na froncie swietlnym
to fakt, ze jedno z tych réwnan nie jest dynamiczne (nie zawiera pochodnej
czasowej 07).

Konstruujemy rozwiazanie réwnania Diraca (w reprezentacji Diraca) z
czterokomponentowych spinoréw Pauliego y:

X+ = ((1)) (A.Ga)
Y = (‘1)) (A.6D)
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Fermion w spoczynku moze by¢ w dwu stanach spinowych reprezentowa-
nych (w reprezentacji Diraca) przez spinory z dwoma niezerowymi sktadni-
kami

up = v2m <X+) (A.7a)

0
u = v2m <X0‘) (A.7b)

za$ antyfermiony w dwu stanach spinu z dwoma niezerowymi dolnymi sktad-
nikami

vy =V2m (XO ) (A.8a)

w=vam () ) (AsD)

—X+
Przeboostowane spinory dane sa wzorami

1

mp™

Uppy = [A+p+ +A_(m+ oﬁpl)] Uy (A.9)

3

Ump\ = —F7——=— [A+p+ +A_ (m + Oéj_pl)] Uy (A10>

|
+

A.3 Wilasnosci macierzy Diraca

Przydadza nam si¢ nastepujace wlasnosci macierzy Diraca

YTyt =" YAy =47
YTy =4y YA =77
Yyt =0 YA =0
¥y =0 Y AL =0
Ponadto mamy
A2 = AL
A+ + A_ - 1

A+A_ - A_A+ - O

1 L
Ao~ =aAx

Arff = A5
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