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Streszczenie

Wyrażamy w drugim rz
↪
edzie rachunku zaburzeń hamiltonian QCD

w bazie cz
↪

astek efektywnych, używaj
↪

ac grupy renormalizacji przez
podobieństwo dla operatorów. Uzyskane cz

↪
astki efektywne pozwala-

j
↪

a opisywać hadrony jako stany zwi
↪

azane kilku kwarków. Obliczamy
efektywne masy kwarków i oddzia lywania mi

↪
edzy nimi w przybliże-

niu nierelatywistycznym (dla ci
↪
eżkich kwarków). Wykorzystuj

↪
ac me-

chanizm redukcji przestrzeni Focka do sektora kwark–antykwark za-
proponowany w pierwotnej wersji przez przez Perry’ego otrzymuje-
my logarytmiczny potencja l uwi

↪
ezienia. Ważn

↪
a rol

↪
e pe lni skracanie

si
↪
e rozbieżności w obszarze ma lych p

↪
edów pomi

↪
edzy efektywnymi ma-

sami fermionów i potencja lem, zapewniaj
↪

ace ograniczenie przestrzeni
stanów fizycznych do stanów b

↪
ed

↪
acych singletami kolorowymi. Otrzy-

mujemy kolorowe si ly van der Waalsa, których ilościowe porównanie
z danymi doświadczalnymi wymaga rozwi

↪
azania dynamiki efektywnej,

co wychodzi poza zakres tej pracy.
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↪
ep

Praca ta dotyczy metody opisu hadronów za pomoc ↪a kilku efektywnych
kwarków. Transformacj ↪e do kwarków efektywnych oraz oddzia lywania mi ↪e-
dzy nimi wyliczamy renormalizuj ↪ac hamiltonian QCD za pomoc ↪a transforma-
cji podobieństwa. Wyniki porównujemy z w laściwościami fenomenologicznego
modelu potencjalnego.

Fundamentaln ↪a teori ↪a oddzia lywań silnych jest chromodynamika kwan-
towa (QCD), kwantowa teoria pola z nieabelow ↪a grup ↪a cechowania. Z nie-
zmienniczości wzgl ↪edem cechowania wynika, że gluony s ↪a w niej bezmasowe.
Ponieważ efektywna sta la sprz ↪eżenia maleje wraz ze wzrostem przekazu p ↪edu,
za pomoc ↪a rachunku zaburzeń potrafimy opisywać procesy charakteryzuj ↪a-
ce si ↪e dużymi przekazami p ↪edu. Podstaw ↪a opisu hadronów w perturbacyjnej
QCD jest model partonowy, w którym hadrony opisuje si ↪e za pomoc ↪a wiel-
kiej ilości kwarków i gluonów. Wzrost sta lej sprz ↪eżenia dla dużych odleg lości
(rozmiary hadronu s ↪a duże) powoduje produkcj ↪e par kwark–antykwark oraz
mi ↪ekkich gluonów, co wyklucza opis hadronów za pomoc ↪a niewielkiej ilości
sk ladników w ramach kanonicznej QCD. Struktura próżni jest skomplikowa-
na. Hadrony w QCD opisujemy jako skomplikowan ↪a struktur ↪e sk ladaj ↪ac ↪a si ↪e
z wielu cz ↪astek.

W modelu kwarkowym hadrony opisywane s ↪a jako stany zwi ↪azane kilku
kwarków sk ladnikowych. Powsta l on w celu wyjaśnienia systematyki hadro-
nów, zanim powsta la QCD, i pos luguje si ↪e minimaln ↪a ilości ↪a cz ↪astek po-
trzebnych by opisać niskoenergetyczne w lasności hadronów. Kwarki w tym
modelu maj ↪a duże masy, rz ↪edu po lowy masy mezonów. Oddzia lywania mi ↪e-
dzy kwarkami opisujemy za pomoc ↪a danego ad hoc potencja lu, dobranego by
dać uwi ↪ezienie. Struktur ↪e kolorow ↪a potencja lu wybieramy zgodn ↪a ze struktu-
r ↪a kolorow ↪a wymiany pojedynczego gluonu. Gluonów w tym modelu nie ma.
Przy ich uwzgl ↪ednianiu potrzeba nadać im wysokie masy efektywne. Model
ten opisuje bardzo dobrze zachowanie hadronów przy niskich energiach. Trud-
no jednak wprowadzać do niego poprawki kwantowe, gdyż brakuje mu po-
 l ↪aczenia z teori ↪a fundamentaln ↪a. Nie możemy stosować perturbacyjnej QCD
do opisu stanów zwi ↪azanych, gdyż przy ma lych energiach efektywna sta la
sprz ↪eżenia staje si ↪e bardzo duża. Mówimy, że próżnia w tym modelu jest
trywialna, gdyż nie ma potrzeby uwzgl ↪edniania efektów próżniowych.

Model kwarków konstytuentnych podpowiada nam, że opis za pomoc ↪a
kilku cz ↪astek jest w stanie dobrze opisywać w laściwości hadronów. W QCD
hadrony opisujemy jako stany zwi ↪azane wielu cz ↪astek. Musimy uwzgl ↪ednić
w opisie wszystkie sektory Focka. Ponadto mamy skomplikowan ↪a próżni ↪e.
Trudno jest w takim opisie wyznaczać w lasności hadronów. Powstaje pyta-
nie, jak to możliwe, że QCD redukuje si ↪e do modelu niewielu oddzia luj ↪acych
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cz ↪astek efektywnych. Do wyprowadzenia cz ↪astek efektywnych i oddzia lywań
mi ↪edzy nimi w QCD b ↪edziemy używać grupy renormalizacji w nowym uj ↪e-
ciu [1].

Aby dostać prosty opis struktury hadronów, podobny do tego w mo-
delu kwarków konstytuentnych, musimy odci ↪ać si ↪e od problemu próżni, by
mieć prosty stan podstawowy teorii. W tym celu stosujemy kwantyzacj ↪e na
froncie świetlnym. Dzi ↪eki temu, że pod lużna sk ladowa p ↪edu jest nieujemna,
zaś próżnia musi mieć p ↪ed ca lkowity równy zeru, proste obci ↪ecie k+ > δ+

wycina diagramy próżniowe, czyni ↪ac próżni ↪e trywialn ↪a. Zależność teorii od
parametru δ obci ↪ecia p ↪edów pod lużnych może prowadzić do efektów, które
w normalnym sformu lowaniu wi ↪aże si ↪e z w lasnościami próżni.

Za zastosowaniem dynamiki na froncie świetlnym przemawia ponadto
fakt, że pchni ↪ecia Lorentza w tym sformu lowaniu s ↪a transformacjami ki-
nematycznymi, tzn. nie zależ ↪a od oddzia lywania. Dla modelu partonowego
naturalnym uk ladem odniesienia jest uk lad nieskończonego p ↪edu, który sto-
sujemy w rachunkach QCD. Z kolei statyczne w lasności hadronów zazwyczaj
rozważamy w uk ladzie ich środka masy. Uk lad środka masy jest natural-
nym uk ladem dla modelu kwarkowego. Niezmienniczość frontu świetlnego
wzgl ↪edem pchni ↪eć pozwala po l ↪aczyć opis w uk ladzie środka masy z opisem
w uk ladzie nieskończonego p ↪edu.

Naturalnym sposobem opisu stanów zwi ↪azanych jest uj ↪ecie hamiltonow-
skie. Chcemy opisać hadrony przy pomocy niewielkiej ilości cz ↪astek. Równa-
nie w lasne daje stany zawieraj ↪ace nieskończon ↪a liczb ↪e sektorów Focka, o do-
wolnych energiach kinetycznych. Rozwi ↪azywanie zagadnienia w lasnego gdy
hamiltonian  l ↪aczy wiele stanów o dowolnych różnicach energii jest trudne.
Ż ↪adamy wi ↪ec by hamiltonian wyrażony w bazie cz ↪astek efektywnych mia l
skończon ↪a skal ↪e energii. Macierz hamiltonianu w tej bazie powinna być wi ↪ec
przydiagonalna. Ponieważ zmiana bazy jest transformacj ↪a unitarn ↪a, wi ↪ec ha-
miltonian kanoniczny i hamiltonian efektywny powi ↪azane s ↪a ze sob ↪a trans-
formacj ↪a podobieństwa.

Wskutek eliminacji oddzia lywań mi ↪edzy stanami o dużo różni ↪acych si ↪e
energiach kinetycznych, w hamiltonianie pojawiaj ↪a si ↪e nowe cz lony oddzia-
 lywania typu oddzia lywania potencjalnego. Jeśli szerokość macierzy hamil-
tonianu w bazie cz ↪astek efektywnych jest dostatecznie ma la, a cz ↪astki prze-
nosz ↪ace oddzia lywanie s ↪a masywne, to oddzia lywanie odbywa si ↪e g lównie za
pomoc ↪a tych w laśnie potencja lów.

W rozdziale pierwszym przedstawiamy metod ↪e wyprowadzenia efektyw-
nych cz ↪astek i efektywnego hamiltonianu z hamiltonianu QCD. Aby dostać
skończone wyniki regularyzujemy hamiltonian i znajdujemy kontrcz lony. Ha-
miltonian efektywny wyprowadzamy przez odca lkowanie równań różniczko-
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wych dla grupy renormalizacji przez podobieństwo.
W rozdziale drugim stosujemy metod ↪e z rozdzia lu pierwszego do wyli-

czenia efektywnych oddzia lywań mi ↪edzy efektywnymi kwarkami w mezonie.
Dostajemy potencja l sk ladaj ↪acy si ↪e z cz ↪eści coulombowskiej oraz potencja-
 lu wi ↪aż ↪acego. Potencja l wi ↪aż ↪acy obliczony do drugiego rz ↪edu nie ma symetrii
obrotowej, zaś dla dużych odleg lości zachowuje si ↪e jak potencja l logarytmicz-
ny. Ważn ↪a rol ↪e odgrywa upraszczanie si ↪e rozbieżności podczerwonych mi ↪edzy
efektywnym wyrazem masowym dla fermionu, a potencja lem wi ↪aż ↪acym.

Nast ↪epnie, w rozdziale trzecim analizujemy efektywne potencja ly wewn ↪atrz
mezonów oraz oddzia lywania van der Waalsa mi ↪edzy dwoma mezonami.

Podsumowania wyników dokonujemy w rozdziale czwartym.

2 Metoda obliczeń

2.1 Hamiltonian kanoniczny QCD

Oprócz standardowej, równoczasowej formy dynamiki, gdzie ewoluujemy
stany od jednej podprzestrzeni ustalonego czasu do drugiej, można stoso-
wać dynamik ↪e na froncie świetlnym. Potrzeb ↪e jej stosowania wyjaśnilísmy
we wst ↪epie. W dynamice na froncie świetlnym rol ↪e podprzestrzeni ustalone-
go czasu przejmuje powierzchnia styczna do stożka świetlnego, a rol ↪e czasu
pe lni x+ = x0+x3. Ta forma dynamiki zosta la wprowadzona przez Diraca [2],
omówienie jej znajdziemy także w przegl ↪adowej pracy [3].

Z lagranżjanu QCD

LQCD = −1

4
Ga

µνG
a µν + ψ̄(i /D −m)ψ (2.1)

możemy wyprowadzić kanoniczny hamiltonian QCD w tym sformu lowaniu
dynamiki. Używamy cechowania na froncie świetlnym, t.j. A+ ≡ 1

2
A− = 0,

gdzie A± = A0 ± A3 (z czego wynika, że ∂−A
+ = 0). Równanie Diraca na

froncie świetlnym (patrz dodatek A.2) w tym cechowaniu pozwala wyrazić
dynamicznie zależne stopnie swobody przez niezależne zmienne, i wyelimi-
nować je z hamiltonianu. Eliminacja zależnych stopni swobody prowadzi do
cz lonów typu oddzia lywania natychmiastowego. Zależne stopnie swobody dla
gluonów wyrażamy przez niezależne za pomoc ↪a kolorowego analogu prawa
Gaussa.

Hamiltonian QCD na froncie świetlnym ma zatem postać

H = H0 + V1 + V2 + V3 + V4, (2.2)

gdzie H0 oznacza cz ↪eść swobodn ↪a hamiltonianu, V1 oddzia lywanie trójcz ↪ast-
kowe, V2 wierzcho lek czterogluonowy (teoria nieabelowa), V3 cz lon z wymian ↪a
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natychmiastowego gluonu (eliminacja zależnych stopni swobody za pomoc ↪a
równania Gaussa), zaś V4 to cz lon powsta ly z wyeliminowania zależnych stop-
ni swobody fermionów.

Zgodnie z [3] można te cz lony zapisać jako:

H0 =
1

2

∫

d3x
( ˜̄ψγ+m

2 + (i∇⊥)2

i∂+
ψ̃ + Ãaµ (i∇⊥)2

i∂+
Ãa

µ

)

, (2.3a)

V1 = g

∫

d3xJ̃µ
a Ã

a
µ, (2.3b)

V2 =
g2

4

∫

d3xB̃µν
a B̃a

µν , (2.3c)

V3 =
g2

2

∫

d3xJ̃+
a

1

(i∂+)2
J̃+

a , (2.3d)

V4 =
g2

2

∫

d3x ˜̄ψγµT aÃa
µ

γ+

i∂+
(γνT bÃb

νψ̃), (2.3e)

gdzie pr ↪ad J̃ jest zdefiniowany jako

J̃ν
a = j̃ν

a + χ̃ν
a, (2.4a)

j̃ν
a = ˜̄ψγνT aψ̃, (2.4b)

zaś Bµν oraz χν dane s ↪a wzorami

Bµν
a = f abcAµ

bA
ν
c , (2.5a)

χν
a = f abc∂νAν

bA
c
ν . (2.5b)

Dostalísmy hamiltonian wyrażony za pomoc ↪a operatorów pola. Rozpisu-
jemy je zgodnie ze wzorami

ψ̃αcf (x) =
∑

λ

∫

[ p ]
(

b̃(p)uα(p, λ) e−ipx + d̃†(p)vα(p, λ) e+ipx
)

, (2.6a)

Ãa
µ(x) =

∑

λ

∫

[ p ]
(

ã(p)T aεµ(p, λ) e−ipx + ã†(p)T aε†µ(p, λ) e+ipx
)

. (2.6b)

Korzystaj ↪ac z kanonicznych regu l komutacyjnych wyrażamy hamiltonian
za pomoc ↪a odpowiednich operatorów kreacji i anihilacji. Ma on bardzo skom-
plikowan ↪a struktur ↪e. B ↪edziemy wypisywać tylko te cz lony w hamiltonianie,
które b ↪ed ↪a nam potrzebne. Pe ln ↪a list ↪e wyrazów można znaleźć m.in. w [3].
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2.2 Regularyzacja

Hamiltonian kanoniczny jest operatorem źle zdefiniowanym. Dzia laj ↪ac na
stany z przestrzeni Hilberta, hamiltonian wyprowadza je z tej przestrzeni.
Objawia si ↪e to mi ↪edzy innymi przy obliczaniu operatora ewolucji. Napoty-
kamy na problem już przy wyliczaniu przy H2, które okazuje si ↪e nieskończo-
ne. Zatem exp(−iHx+/2) rozbiega. Przy obliczaniu wielkości fizycznych, np.
przy rozwi ↪azywaniu zagadnienia w lasnego pojawiaj ↪a si ↪e nieskończoności wy-
nikaj ↪ace z tego, że stany pośrednie mog ↪a mieć dowolnie wysok ↪a energi ↪e. Nie-
skończoności pojawiaj ↪a si ↪e także przy wyliczaniu efektywnego hamiltonianu.
Problem jest jeszcze poważniejszy niż nieskończony zakres energii oddzia-
 lywań: w go lej, kanonicznej QCD oddzia lywanie rośnie, gdy rośnie różnica
energii mi ↪edzy oddzia luj ↪acymi cz ↪astkami.

Potrzebne jest zatem wprowadzenie czynników regularyzuj ↪acych. Aby
ograniczyć oddzia lywania, ż ↪adamy by przekazy p ↪edów w wierzcho lkach by ly
ograniczone. Robimy to wprowadzaj ↪ac wierzcho lkowe czynniki regularyzuj ↪a-
ce zwi ↪azane z operatorami kreacji i anihilacji. Dla każdego operatora kreacji i
anihilacji wprowadzamy czynnik ograniczaj ↪acy p ↪ed poprzeczny albo (co wy-
godniejsze w obliczeniach) energi ↪e cz ↪astki w danym wierzcho lku zwi ↪azanej z
tym operatorem. Zamiast cz ↪astek swobodnych pos lugujemy si ↪e zatem cz ↪ast-
kami

”
obci ↪etymi”, które nie oddzia luj ↪a, gdy energia stanu bior ↪acego udzia l

w oddzia lywaniu jest dużo wi ↪eksza od arbitralnie ustalonej skali ∆.
Regulator powinnísmy wybrać tak, by dawa l ograniczenie wy l ↪acznie na

p ↪edy wzgl ↪edne. Dzi ↪eki temu nie naruszamy niezmienniczości dynamiki na
froncie świetlnym wzgl ↪edem pchni ↪eć. Do celów regularyzacji nadfioletowej
użyjemy funkcji wyk ladniczej t lumi ↪acej oddzia lywania dla wysokich energii.
Z każdym operatorem kreacji i anihilacji cz ↪astki wchodz ↪acej do oddzia lywania
zwi ↪azujemy

”
energi ↪e” określon ↪a wzorem

ei =
κ2

i

xi
, (2.7)

gdzie κi oraz x oznaczaj ↪a odpowiednie p ↪edy wzgl ↪edne dla danego wierzcho lka
oddzia lywania. Wprowadzaj ↪ac czynnik regularyzuj ↪acy postaci exp(−ei/∆

2)
dostajemy dla wierzcho lka, w którym cz ↪astki 1 i 2 zamieniaj ↪a si ↪e z cz ↪astk ↪a 3
(lub odwrotnie), czynniki postaci:

r∆(12, 3) = exp

(

− κ2
1

x1∆

)

exp

(

− κ2
2

x2∆

)

= exp

(

− κ2
12

x(1 − x)

1

∆2

)

= exp

(

−M2
12

∆2

) (2.8)
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Wprowadzilísmy tutaj oznaczenie na mas ↪e niezmiennicz ↪a

M2
12 = (p1 + p2)

2 , gdzie p−i =
p⊥i

2

p+
i

(2.9)

Ponieważ QCD jest teori ↪a z cechowaniem, zawieraj ↪ac ↪a cz ↪astki bezmasowe,
wi ↪ec pojawiaj ↪a si ↪e rozbieżności dla ma lych p ↪edów pod lużnych. Odwrotności
k+ pojawiaj ↪a si ↪e w wektorach polaryzacji gluonów oraz w cz lonach oddzia ly-
wania natychmiastowego, powsta lych z wyeliminowania niefizycznych stopni
swobody. Potrzebny jest zatem dodatkowy czynnik regularyzuj ↪acy.

Dla każdej cz ↪astki wchodz ↪acej do oddzia lywania wprowadzamy regulator

obcinaj ↪acy p ↪edy pod lużne, na przyk lad w postaci Θ

(

x1

x3
− δ

)

Θ

(

x2

x3
− δ

)

dla wierzcho lka typu 12 ↔ 3, gdzie
x1

x3
=
p+

1

p+
3

,
x2

x3
=
p+

2

p+
3

oznaczaj ↪a odpowied-

nie u lamki (frakcje) p ↪edu pod lużnego (+) cz ↪astki 3.

2.3 Kontrcz lony

Dzi ↪eki wprowadzeniu regularyzacji otrzymujemy skończone wyniki. Jed-
nak aby zregularyzowany hamiltonian opisywa l t ↪a sam ↪a teori ↪e co hamiltonian
wyj́sciowy nie wystarczy samo wprowadzenie obci ↪eć. W wyniku eliminacji
stanów o energii wi ↪ekszej niż ∆ w hamiltonianie zregularyzowanym pojawia-
j ↪a si ↪e kontrcz lony: Heff = H∆ +X∆. Wyznaczamy je przez ż ↪adanie, by wyniki
fizyczne, np. elementy macierzowe hamiltonianu nie zależa ly od regularyzacji.

2.4 Renormalizacja w podej́sciu Wilsona [4]

Zależność hamiltonianu od obci ↪ecia (regularyzacji) możemy przeanalizo-
wać badaj ↪ac co si ↪e dzieje przy zmianie parametru obci ↪ecia ∆.

Aby móc rozwi ↪azać problem stanu zwi ↪azanego musimy sprowadzić za-
gadnienie do zagadnienia niskich energii i niewielu cz ↪astek. W tym celu mu-
simy umieć wyrażać wyj́sciowe zagadnienie w ten sposób, by energie cz ↪a-
stek/oddzia lywań by ly ograniczone.

Idea renormalizacji Wilsona polega na obniżaniu obci ↪ecia od skali ∆ do
pewnej skończonej skali λ. Podej́scie to wi ↪aże si ↪e z eliminacj ↪a stopni swobody.
W procesie renormalizacji do hamiltonianu wprowadzane s ↪a efektywne od-
dzia lywania kompensuj ↪ace zmian ↪e skali w ten sposób, że najniższe wartości
w lasne hamiltonianu efektywnego (obci ↪etego) s ↪a takie same jak hamiltonia-
nu pe lnego. Transformacj ↪e przeprowadzaj ↪ac ↪a hamiltonian do hamiltonianu
efektywnego znajdujemy w rachunku zaburzeń. W pobliżu granicy energii
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Rysunek 1: Porównanie renormalizacji Wilsona i renormalizacji przez podo-
bieństwo

pojawia si ↪e problem ma lych mianowników energetycznych. Ponadto w kwan-
towej teorii pola mamy wysok ↪a degeneracj ↪e stanów, wi ↪ec potrzebowalibyśmy
rachunku zaburzeń dla stanów zdegenerowanych, co wymaga rozwi ↪azania za-
gadnienia z uwzgl ↪ednieniem stanów wysokoenergetycznych. Metoda ta ma
zatem ograniczone zastosowania w kwantowej teorii pola.

2.5 Renormalizacja przez podobieństwo dla macierzy [5]

Musimy zatem zastosować inne podej́scie. Zamiast eliminować stany o ener-
giach wi ↪ekszych niż parametr λ, możemy zaż ↪adać, by znika ly elementy macie-
rzowe hamiltonianu mi ↪edzy stanami różni ↪acymi si ↪e bardziej niż λ energi ↪a ki-
netyczn ↪a. Dostajemy macierz hamiltonianu, która ma znikaj ↪ace wyrazy poza
elementami przydiagonalnymi. Postać ta ma t ↪e zalet ↪e, że jest niewrażliwa na
obci ↪ecie ∆ w rachunku zaburzeń dla wartości w lasnych lub amplitud przej-
ścia aż do rz ↪edu n ∼ ∆/(2λ), ponieważ osi ↪agni ↪ecie skali ∆ wymaga wielu
oddzia lywań.

Przy obliczaniu hamiltonianu efektywnego o szerokości λ nie eliminujemy
żadnych stopni swobody. Dobieraj ↪ac odpowiednio czynnik podobieństwa mo-
żemy spowodować, że nie b ↪edziemy mieli problemów z ma lymi mianownikami
energetycznymi. W renormalizacji tej wyrażamy ten sam hamiltonian za po-
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moc ↪a innych stopni swobody. Hamiltonian w ↪aski i hamiltonian wyj́sciowy s ↪a
wi ↪ec powi ↪azane ze sob ↪a transformacj ↪a podobieństwa.

Kontrcz lony w tym podej́sciu wyznaczamy, ż ↪adaj ↪ac, by elementy macie-
rzowe hamiltonianu efektywnego Hλ by ly niezależne od obci ↪ecia.

Ponieważ transformacj ↪e podobieństwa wyliczamy zazwyczaj w rachun-
ku zaburzeń, nie możemy uczynić szerokości hamiltonianu λ dowolnie ma l ↪a.
Przestrzeń stanów swobodnych i stanów b ↪ed ↪acych ścis lym rozwi ↪azaniem za-
gadnienia w lasnego s ↪a powi ↪azane zależności ↪a nieperturbacyjn ↪a. Wiemy też,
że efektywna sta la sprz ↪eżenia gλ rośnie w QCD, gdy λ→ 0 i rachunek zabu-
rzeń stosować można tylko dla λ wi ↪ekszych niż pewna skala nieperturbacyjna.

2.6 Renormalizacja przez podobieństwo dla cz
↪
astek [1]

Metoda renormalizacji za pomoc ↪a transformacji podobieństwa, ponieważ
podlega na wyrażaniu tego samego hamiltonianu w innej bazie stanów, po-
zwala nam zatem zdefiniować cz ↪astki efektywne o

”
skończonej szerokości”,

które mog ↪a wymieniać p ↪ed tylko ograniczony przez λ. Szerokość hamiltonia-
nu w uj ↪eciu macierzowym przechodzi w odpowiedni czynnik wierzcho lkowy
w hamiltonianie oddzia lywania cz ↪astek efektywnych.

Ż ↪adamy, aby oddzia lywania mi ↪edzy cz ↪astkami efektywnymi z wi ↪ekszym
przekazem energii kinetycznej niż λ by ly zaniedbywalne. Dla każdego wierz-
cho lka oddzia lywania wprowadzamy czynnik, który nam to zapewnia. Przy
obliczaniu transformacji podobieństwa za pomoc ↪a równania różniczkowego
grupy renormalizacji czynnik podobieństwa powinien być funkcj ↪a g ladk ↪a. Po-
winien on także zachowywać symetrie frontu świetlnego, wi ↪ec należy wyrazić
go za pomoc ↪a niezmienników lorentzowskich. Aby w rachunku zaburzeń nie
pojawia ly si ↪e ma le mianowniki energetyczne zarówno 1 − fλ, jak i dfλ/dλ
powinny zanikać szybciej niż liniowo w różnicy energii. W naszej pracy przyj-
miemy czynnik podobieństwa dany przez czynnik wyk ladniczy zanikaj ↪acy jak
kwadrat różnicy mas inwariantnych cz ↪astek przed i po oddzia lywaniu [7]:

fλ(u, v) = exp

[

−(M2
uv −M2

vu)2

λ4
,

]

(2.10)

gdzie M2
uv oznacza mas ↪e niezmiennicz ↪a uk ladu cz ↪astek u bior ↪acych udzia l w

oddzia lywaniu z uk ladem cz ↪astek v:

M2
uv =

[

∑

i∈u(v)

ki

]2

. (2.11)

Dla skrócenia zapisu b ↪edziemy pisali uv = M2
uv − M2

vu, oraz wprowadzimy
fuv jako oznaczanie na fλ(u, v)
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↪

astek 11

W renormalizacji za pomoc ↪a transformacji podobieństwa zak ladamy, że
cz ↪astki efektywne maj ↪a te same liczby kwantowe co cz ↪astki

”
go le” (wyst ↪epu-

j ↪ace w hamiltonianie wyj́sciowym). Za lożenie to oparte jest na tym, że kwarki
w lagranżjanie QCD i kwarki w modelu kwarków sk ladnikowych s ↪a opisane
przez te same liczby kwantowe.

Transformacja podobieństwa zmienia operatory kreacji i anihilacji go lych
cz ↪astek w operatory kreacji i anihilacji cz ↪astek efektywnych odpowiadaj ↪acych
szerokości λ (t.j. oddzia luj ↪acych ze sob ↪a tylko dla różnic energii mniejszych
od λ). Mamy

qλ = Uλq∞U †
λ, (2.12)

gdzie q oznacza odpowiedni operator kreacji lub anihilacji. Transformacja Uλ,
jako operacja zmiany bazy, jest unitarna z konstrukcji.

Przepisanie hamiltonianu za pomoc ↪a innych stopni swobody nie zmienia
go, zatem hamiltoniany wyj́sciowy (wyrażony za pomoc ↪a cz ↪astek go lych),
i hamiltonian

”
w ↪aski” (wyrażony za pomoc ↪a cz ↪astek efektywnych) s ↪a sobie

równe jako operatory: Hλ(qλ) = H∞(q∞). Zak ladaj ↪ac, ze hamiltonian zawiera
tylko skończone iloczyny operatorów kreacji i anihilacji, możemy wprowadzić
operator Hλ ≡ Hλ(qλ) = U †

λH∞(q∞)Uλ, który ma takie same wspó lczynniki
przed iloczynami q∞, jak Hλ przed iloczynami qλ. Różniczkuj ↪ac wyrażenie na
Hλ dostajemy

d

dλ
Hλ = −

[

Tλ,Hλ

]

, (2.13a)

Tλ = U †
λ

d

dλ
Uλ. (2.13b)

Hamiltonian efektywny dany jest przez cz ↪eść diagonaln ↪a pewnego ope-
ratora Gλ tzn. Hλ = Fλ[Gλ]. Operator Fλ odpowiedzialny jest za to, by
hamiltonian Hλ by l w ↪aski. Wprowadza on odpowiedni czynnik podobieństwa
do operatora Gλ. Jego dzia lanie dane jest wzorem Fλ[Gλ]uv = fuvguv, gdzie
fuv jest dane wzorem (2.10).

Wprowadzamy oznaczenie Gλ = U †
λGλUλ, i analogiczne dla innych ope-

ratorów. Równanie na operator Tλ, generuj ↪acy transformacj ↪e podobieństwa,
zapisuje si ↪e nast ↪epuj ↪aco:

[

Tλ,H0λ

]

=
d

dλ
(1 − Fλ)[Gλ] (2.14)

Struktura komutatorowa zapewnia, że hamiltonian efektywny zawiera tylko
oddzia lywania po l ↪aczone, spe lniaj ↪ac warunek rozk ladu gronowego [1].
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Dzielimy operator Gλ na dwie cz ↪eści: cz ↪eść
”
swobodn ↪a” i cz ↪eść oddzia ly-

wania. Gλ = G0 + GIλ. GIλ spe lnia nast ↪epuj ↪ace równanie różniczkowe

d

dλ
GIλ =

[

fGIλ,

{

d

dλ

[

(1 − f)GIλ

]

}

G0

]

(2.15)

gdzie wprowadzilísmy oznaczenie

A = {B}C ⇐⇒ [A,C] = B (2.16)

Hamiltonian efektywny liczymy w rachunku zaburzeń. Zapisujemy GIλ

jako

GI =
∞

∑

n=1

τn (2.17)

gdzie τn oznacza wszystkie operatory rz ↪edu n w wybranej sta lej sprz ↪eżenia,
w GI . Z równania (2.15) dostajemy wyrażenie na GIλ rz ↪ad po rz ↪edzie w ra-
chunku zaburzeń:

τ ′1 = 0, (2.18a)

τ ′2 =
[

{f ′τ1}, fτ1
]

, (2.18b)

. . .

τ ′n =

n−1
∑

k=1

[

τk, {(1 − f)τn−k}′
]

. (2.18c)

Pierwsze równanie (2.18a) oznacza, że τ1 jest niezależne od λ, zatem
τλ1 = τ∞1. Zatem wyrazy pierwszego rz ↪edu w hamiltonianie efektywnym
dostajemy mnoż ↪ac odpowiednie wyrazy w hamiltonianie wyj́sciowym przez
czynnik podobieństwa i zast ↪epuj ↪ac operatory kreacji i anihilacji cz ↪astek go-
 lych przez efektywne.

2.7 Rodzaje wyrazów w transformacji podobieństwa

Ponieważ interesować nas b ↪ed ↪a g lównie oddzia lywania w sektorze kwark
– antykwark, które s ↪a dosyć z lożone, wprowadzamy wi ↪ec pewien sposób ozna-
czania cz lonów w hamiltonianie. W wyniku stosowania procedury renorma-
lizacji, w hamiltonianie powstaj ↪a nowe cz lony w stosunku do hamiltonianu
wyj́sciowego. Dla uproszczenia b ↪edziemy oznaczać je w sposób dobrze zi-
lustrowany przyk ladem: f

(2)
121,301 b ↪edzie oznaczać cz lon 2–go rz ↪edu w sta lej

sprz ↪eżenia, z 1 operatorem kreacji fermionu, 2 operatorami kreacji antyfer-
mionu, 1 operatorem kreacji gluonu. Liczby na prawo od przecinka oznaczaj ↪a
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liczb ↪e operatorów anihilacji, w tym samym porz ↪adku, tzn. 3 anihilatory fer-
mionowe, 0 antyfermionowych i 1 bozonu cechowania.

Rozważany przez nas hamiltonian QCD ma skomplikowan ↪a struktur ↪e.
Podzielmy go na cz ↪eści dzia laj ↪ace w określonych sektorach Focka

H = H0 + Hqgg + Hqqqq + . . . ,

gdzie (pami ↪etaj ↪ac o cz lonach oddzia lywania natychmiastowego powsta lych z
eliminacji zależnych stopni swobody)

H0 = H100,100 +H010,010 +H001,001

Hqgg = H101,100 +H100,101+

+H011,010 +H010,011+

+H001,110 +H110,001

Hqqqq = H200,200 +H020,020 +H110,110

Podobny podzia l (ze wzgl ↪edu na liczb ↪e operatorów kreacji i anihilacji)
możemy wprowadzić w operatorach τi. Należy pami ↪etać o tym, że obliczenie
τ2 b ↪edzie wymaga lo obliczenia kontrcz lonów. Interesuj ↪ace nas czynniki w τ1
i τ2 maj ↪a struktur ↪e

τ1 = α101,100 + α100,101 + α011,010 + α010,011 + . . . (2.19a)

τ2 = β200,200 + β020,020 + β110,110 + β100,100 + β010,010 + . . . (2.19b)

gdzie przez α oznaczylísmy cz lony pierwszego rz ↪edu stoj ↪ace przy odpowied-
nich operatorach, zaś przez β odpowiednie cz lony drugiego rz ↪edu.

Równania (2.18) i struktura hamiltonianu QCD implikuj ↪a, że

β ′
200,200 = f2[α100,101α101,100]200,200 (2.20a)

β ′
020,020 = f2[α010,011α011,010]020,020 (2.20b)

β ′
110,110 = f2[α110,001α001,110+

+ α100,101α011,010+ (2.20c)

+ α010,011α101,100]110,110

β ′
100,100 = f2[α100,101α101,100]100,100 (2.20d)

β ′
010,010 = f2[α010,011α011,010]010,010 (2.20e)

Nawiasy kwadratowe oznaczaj ↪a zast ↪apienie odpowiednich iloczynów aia
†

j

przez komutatory [ai , a
†

j]. Indeks dolny przy zamykaj ↪acym nawiasie kwadra-
towym oznacza, że bierzemy tylko cz lony odpowiedniej postaci, t.j. o określo-
nej ilości operatorów danego rodzaju. Czynnik f2, pojawiaj ↪acy si ↪e pod ca lk ↪a
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po p ↪edach, pochodzi od funkcji podobieństwa i wynosi

f2 = {f ′}f − f{f ′},

f2 uv =

(

f ′
uπfπv

Eπ − Eu
+

fuπf
′
πv

Eπ − Ev

)

.
(2.21)

gdzie π oznacza stan pośredni, zaś f ′ pochodn ↪a po parametrze λ.
Czynnik f2 jest jedynym czynnikiem zależnym od λ po prawej stronie

równań (2.20). Możemy zatem w prosty sposób odca lkować te równania po
parametrze λ. Uwzgl ↪edniaj ↪ac wszystkie czynniki rz ↪edu g oraz rz ↪edu g2 o od-
powiedniej strukturze w wyj́sciowym hamiltonianie (w l ↪aczaj ↪ac w to cz lony
natychmiastowe) dostajemy nast ↪epuj ↪ace rozwi ↪azania:

βλ200,200 = Fλ2[α100,101α101,100]200,200 + β∞200,200 (2.22a)

βλ020,020 = Fλ2[α010,011α011,010]020,020 + β∞020,020 (2.22b)

βλ110,110 = Fλ2[α110,001α001,110+

+ α100,101α011,010+ (2.22c)

+ α010,011α101,100]110,110 + β∞110,110

βλ100,100 = Fλ2[α100,101α101,100]100,100 + β∞100,100 + x∞100,100 (2.22d)

βλ010,010 = Fλ2[α010,011α011,010]010,010 + β∞010,010 + x∞100,100 (2.22e)

gdzie przez x∞100,100 oznaczylísmy odpowiednie kontrcz lony.

Potrzebujemy zatem wyliczyć ile wynosi czynnik F2λ =
∫ λ

∞
f2, który na-

zywamy wewn ↪etrznym czynnikiem podobieństwa. Zgodnie ze wzorem (2.21)
na f2, oraz definicj ↪a funkcji podobieństwa (2.10), czynnik F2λ dany jest przez
nast ↪epuj ↪ace wyrażenie [7].

F2λ(a, b, c) =
P+

baba + P+
bcbc

(ba)2 + (bc)2
(fλ(a, b)fλ(b, c) − 1) , (2.23)

gdzie argumenty a, b, c oznaczaj ↪a kolejne konfiguracje p ↪edu pojawiaj ↪ace si ↪e
w nawiasach w wyrażeniu (2.20). Konfiguracja b odpowiada konfiguracji po-
średniej. Wprowadzilísmy oznaczenie P+

uv na p ↪ed–rodzica dla ca lej po l ↪aczo-
nej sekwencji oddzia lywań mi ↪edzy uk ladami u i v (sum ↪e p ↪edów wszystkich
cz ↪astek bior ↪acych udzia l w oddzia lywaniu podzielon ↪a przez 2). Symbole ba
oznaczaj ↪a odpowiednie różnice mas inwariantnych, jak w oznaczeniach we
wzorze (2.10) na fba.
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3 Zastosowanie: opis ci
↪
eżkich mezonów przy

pomocy kwarków efektywnych

Zastosujmy teraz powyższ ↪a metod ↪e do hamiltonianu QCD, podanego w
rozdziale 2.1. Interesować nas b ↪ed ↪a oddzia lywania wewn ↪atrz mezonu oraz
mi ↪edzy dwoma mezonami. Potrzebna nam wi ↪ec b ↪edzie postać oddzia lywania
w sektorze dwucz ↪astkowym (kwark – antykwark), a dla wyliczania oddzia-
 lywań van der Waalsa w sektorze dwumezonowym. Możemy zatem pomi-
n ↪ać wszelkie cz lony z gluonami w stanie końcowym lub pocz ↪atkowym, tzn.
wszystkie wyrażenia z operatorami kreacji b ↪adź anihilacji gluonu.

3.1 Efektywny wyraz masowy dla fermionu

Jednym z ważnych wyrazów w hamiltonianie, istotnym dla struktury me-
zonów, jest wyraz masowy dla kwarków. Obok cz lonu pochodz ↪acego z ha-
miltonianu swobodnego, pojawia si ↪e cz lon uwzgl ↪edniaj ↪acy efekty wyelimino-
wania oddzia lywań mi ↪edzy cz ↪astkami o różnicy energii wi ↪ekszej niż λ. Przy
renormalizacji wyrazu masowego pojawia si ↪e potrzeba uwzgl ↪ednienia kontr-
cz lonu, gdyż te efekty s ↪a czu le na regularyzacj ↪e wyj́sciowego hamiltonianu.

k2; 1 − x

k1; x
p2 p1

Rysunek 2: Kinematyka dla poprawki do masy fermionu

Oznaczmy przez k1 odpowiedni p ↪ed fermionu, zaś przez k2 p ↪ed gluonu.
Z zasady zachowania p ↪edu dostajemy, że

p1 + p2 = k1 + k2 := P dla sk ladowych + i ⊥

Możemy zatem p ↪edy k1 i k2 rozpisać za pomoc ↪a p ↪edów wzgl ↪ednych (p ↪edów
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Jacobiego na froncie świetlnym):

k+
1 = xP+, (3.1a)

k⊥1 = κ⊥ + xP⊥; (3.1b)

k+
2 = (1 − x)P+, (3.1c)

k⊥1 = −κ⊥ + (1 − x)P⊥, (3.1d)

Niezmienniczość wzgl ↪edem pchni ↪eć Lorentza pozwala nam po lożyć w tych
wzorach P⊥ = 0, nie zmniejszaj ↪ac ogólności rozumowania.

Zewn ↪etrzny czynnik podobieństwa fac dla wyrazu masowego w efektyw-
nym hamiltonianie jest tożsamościowo równy 1 z powodu zachowania p ↪edu.
Pozostaje wi ↪ec obliczyć wewn ↪etrzny czynnik podobieństwa.

a b c

Rysunek 3: Energia w lasna fermionu

Dzi ↪eki temu, że konfiguracje pocz ↪atkowa i końcowa s ↪a identyczne, może-
my w prosty sposób znaleźć wewn ↪etrzny czynnik podobieństwa dla cz lonu
masowego. Nie potrzebujemy korzystać z ogólnego wzoru na Fλ. Ze wzoru
na transformacj ↪e podobieństwa

d

dλ
GIλ =

[

fGIλ,

{

d

dλ

[

(1 − f)GIλ

]

}

G0

]

(3.2)

dostajemy nast ↪epuj ↪acy wzór na wyrazy drugiego rz ↪edu w GI :

τ ′2 =
[

{f ′τ1}, fτ1
]

(3.3)

(gdzie τ2 jest wyrazem drugiego rz ↪edu w GI , zgodnie ze wzorem (2.17)).
Dla wyrazu drugiego rz ↪edu b ↪ed ↪acego poprawk ↪a do masy fermionu, zauwa-



3.1. Efektywny wyraz masowy dla fermionu 17

żaj ↪ac że stany wej́sciowy i wyj́sciowy s ↪a takie same, dostajemy

β ′
100,100 =

[

{f ′τ1}, fτ1
]

100,100
=

(

{f ′}f − f{f ′}
)

[α100,101α101,100]100,100 =

= (f 2)′
(

{}1 − 1{}
)

[α100,101α101,100]100,100 =

= (f 2)′
[

1

Ek − Ei
1 − 1

1

Ei − Ek

]

[α100,101α101,100]100,100 =

= (f 2)′
2[α100,101α101,100]100,100

Ek − Ei

(3.4)

Ponieważ wyrazy pierwszego rz ↪edu τ1 nie zależ ↪a od λ, a zależ ↪a od niej
tylko funkcje fab, zatem możemy  latwo odca lkować to równanie różniczkowe
na mas ↪e efektywn ↪a

βλ 100,100 = β∞ 100,100 +

∫ λ

∞

ds 2(f 2
s )′ Mba −Mab

=

= β∞ 100,100 + 2(f 2
λ − 1) Mba −Mab

(3.5)

Z faktu iż stany końcowy i pocz ↪atkowy s ↪a identyczne wynika, że ba = bc
(patrz oznaczenia z rysunku 3). Obliczmy różnic ↪e mas inwariantnych ba dla
tego przypadku:

ba = (k1 + k2)
2 − p2

1 = (k1 + k2 − p1)−p+
1

=

[

κ2
⊥ +m2

xP+
+

κ2
⊥

(1 − x)P+

]

P+ −m2

Skorzystalísmy tutaj z tego, że k+,⊥
1 + k+,⊥

2 = p+,⊥
1 , oraz ze wzoru, że p− =

k2
⊥

+m2

k+ .
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Możemy ten wzór zapisać w innej postaci:

[

κ2
⊥ +m2

x
+

κ2
⊥

(1 − x)

]

−m2 =
κ2
⊥

x(1 − x)
+
m2

x
−m2 =

=
κ2
⊥

x(1 − x)
+
m2(1 − x)

x

Oznaczmy mas ↪e niezmiennicz ↪a stanu pośredniego z lożonego z fermionu
i gluonu (k1 + k2)

−p+
1 = κ2+m2

x(1−x)
jako M2. Wypiszmy za jej pomoc ↪a funkcj ↪e

podobieństwa dla cz lonu masowego:

fab = exp

[

−(ab)2

λ4

]

= exp

[

−(M2 −m2)2

λ4

]

(3.6)

Cz lon daj ↪acy wk lad do masy efektywnej dany jest wzorem

G1,1 =

∫

[P ] β100,100

(

b†P bP + d†PdP

)

Czynnik β100,100 otrzymujemy w nast ↪epuj ↪acej postaci

G1,1 =

∫

[ k ]
k2
⊥ +m2

λ

k+

(

b†kbk + d†kdk

)

.

Wspó lczynnik β100,100 spe lnia równanie grupy renormalizacji (3.4). Zapisz-
my równanie na G1,1 korzystaj ↪ac z równania na β100,100 i oznaczaj ↪ac kontr-

cz lon (ca lk ↪e z β∞100,100) przez X
(2)
1,1 (k):

G1,1 =

∫

[ p1p2 ] a†p1
ap2

∫

[ k1k2 ] δ̄(p1 − k1 − k2)δ̄(k1 + k2 − p1)×

× 2g2(f 2
ab − 1)

k−1 + k−2 − p−1

∑

σ1σ2

ū/ε∗a1 u2ū2/ε
a
1u r∆(ab)r∆(bc)r2

δ+

+

∫

[ k ]X
(2)
1,1 (k)a†kak =

=

∫

[P ]
1

P+
a†PaP

[

g2

∫

[ xκ ]
1

P+

2(f 2
ab − 1)

k−1 + k−2 − p−1
×

×
∑

σ

(

ū/ε∗aσ ( /k1 +m)/εa
σu

)

r2
∆r

2
δ + P+X

(2)
1,1 (P )

]

Obliczaj ↪ac G1,1 skorzystalísmy z zachowania p ↪edu P = p1 = p2, wyrażaj ↪ac
p ↪edy za pomoc ↪a p ↪edów wzgl ↪ednych (p ↪edów Jacobiego), oraz skorzystalísmy
ze wzoru

∑

spin uū = /p +m.
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Zatem z postaci G1,1 widzimy, że zrenormalizowana masa fermionu dana
jest wzorem:

m2
λ = m2

∞ + g2
∑

a

∫

[ xκ ]
exp [−2(M2 −m2)2/λ4] − 1

M2 −m2
r2
∆r

2
δ ū/ε

∗ a(/k1 +m)/εau

gdzie m2
∞ (wyraz dla λ równego nieskończoności) zawiera kontrcz lon masowy.

Suma po polaryzacjach gluonów daje znane wyrażenie

∑

ς

εµ(k, ς)ε∗ν(k, ς) = −gµν +
kµg+ν + g+µkν

k+
, (3.7)

zaś czynnik spinorowy wynosi

ūmσpγα (/k1m +m) γβumσp

[

−gαβ +
kα

2 g
+β + g+αkβ

2

k+
2

]

=
2

x

[

(1 − x)2m2 + κ2 1 + x2

(1 − x)2

]

.

(3.8)

Korzystaj ↪ac z tych wzorów dostajemy nast ↪epuj ↪ace równanie na efektywn ↪a
mas ↪e fermionu

m2
λ = m2

∞ +
g2C2(F )

2(2π)3

∫

dx d2κ⊥

x(1 − x)

exp
[

−2(M2 −m2)2/λ4
]

− 1

M2 −m2

× 2

x

[

(1 − x)2m2 + κ2 1 + x2

(1 − x)2

]

r2
∆r

2
δ

(3.9)

gdzie δijC2(F ) = T a
ikT

a
kj) jest odpowiednim operatorem Casimira. B ↪edziemy

go oznaczać dla skrócenia zapisu przez CF ≡ C2(F ). Niech m2
λ = m2+δm2

∞+
δm2

λ.
Zak ladaj ↪ac regularyzacj ↪e nadfioletow ↪a za pomoc ↪a czynnika (2.8), oraz

przeprowadzaj ↪ac odpowiedni ↪a zamian ↪e zmiennych, dostajemy, że ca lka ta
dzieli si ↪e na dwie cz ↪eści: jedn ↪a gdzie odca lkowujemy funkcj ↪e typu e−z i drug ↪a
gdzie mamy ca lk ↪e typu 1

z
e−z.

Rozpatrzmy najpierw przypadek masy fermionu równej zero, dla której
wszystkie ca lki daje si ↪e wykonać analitycznie. Dzi ↪eki rozpatrzeniu tego przy-
padku poznamy struktur ↪e cz lonu masowego. Dostajemy nast ↪epuj ↪ace równa-
nie na poprawk ↪e do wyrazu masowego

δm2
λ =

g2CF

2(2π)3

∫

d2κ dx

x(1 − x)

exp
[

2 κ2

x(1−x)

]2/

λ4 − 1

κ2

x(1−x)

κ2

x(1 − x)

1 + x2

(1 − x)
e
− 2κ2

x(1−x) ∆2
r2
δ

(3.10)



3.1. Efektywny wyraz masowy dla fermionu 20

Obliczmy najpierw cz ↪eść nie zawieraj ↪ac ↪a czynnika podobieństwa, t.j. cz ↪eść
z 1, pochodz ↪ac ↪a od λ = ∞. Zamieniaj ↪ac zmienne na biegunowe, a nast ↪epnie
podstawiaj ↪ac

z =
κ2

x(1 − x)
, (3.11)

i odca lkowuj ↪ac po z dostajemy:

δm2
λ =

αsCF

2π

∆2

4

∫ 1

0

dx
1 + x2

1 − x
r2
δ , (3.12)

gdzie αs = g2/4π.
Widać wi ↪ec, że ca lka jest nieokreślona dla x→ 1. Dlatego wyj́sciowy ha-

miltonian wymaga l regularyzacji w obszarze ma lych x–ów. W najprostszym
przypadku regularyzacji przez obci ↪ecie, przy pomocy czynnika regularyzuj ↪a-
cego w postaci rδ(x) = Θ(δ − x), dostajemy wyrażenie

δm2
λ =

αsCF

2π

∆2

4

∫ 1−δ

0

dx
1 + x2

1 − x
=
αsCF

2π

∆2

2

(

ln
1

δ
− 3

4
+ . . .

)

(3.13)

gdzie po lożylísmy równe zero te wyrazy, które maj ↪a granic ↪e 0 przy δ → 0.
Wynik (3.13) zależy od parametru ∆, nie zależy zaś od szerokości λ. Jest wi ↪ec
usuwany przez kontrcz lon. Widzimy tutaj mieszanie rozbieżności nadfioleto-
wej (tylko kwadratowa dla cz ↪astek bezmasowych) oraz rozbieżności ma lych
x–ów.

Dla sk ladnika z czynnikiem podobieństwa dostajemy

δm2
λ =

αsCF

4π

∫ 1

0

dx
1 + x2

1 − x
r2
δ(1 − x)

∫ ∞

0

dz e−2z2/λ4

e−2z/∆2

=

=
αsCF

4π
e

1
2

λ
4

∆2

∫ 1

0

dx
1 + x2

1 − x
r2
δ(1 − x)

λ2

2

√

π

2

(

1 − erf
1

∆2

) (3.14)

Cz lon ten ma skończon ↪a granic ↪e przy ∆ → ∞. W tej granicy dostajemy:

m2
λ = m2

∞ +
αsCF

2π

λ2
√
π

2
√

2

(

ln
1

δ
− 3

4

)

(3.15)

Widzimy ponadto, że cz lon ten zależy od szerokości energetycznej λ, a jedno-
cześnie jest rozbieżny dla ma lych x–ów. Zatem podanie postaci kontrcz lonu
nie jest proste. Efektywna masa fermionu zawierać b ↪edzie rozbieżności pod-
czerwone, gdyż nie da si ↪e usun ↪ać kontrcz lonem (który zależeć może tylko od
∆ i δ) zależności od δ, b ↪ed ↪acej jednocześnie nietrywialn ↪a funkcj ↪a λ.
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Zobaczmy, jak wygl ↪ada cz lon z 1 w ogólnym przypadku masy fermionu
różnej od zera. Mamy

M2 −m2 =
κ2

x(1 − x)
+
m2

x
−m2 (3.16)

Wprowadzamy oznaczenie

M(x) =
m2(1 − x)

x

Dostajemy po zamianie zmiennych jak w (3.11), że ca lkowanie rozpada si ↪e
na dwie cz ↪eści. Pierwsza z nich, postaci

∫ 1

0

dx

∫ ∞

0

dz
A(x)

z +M(x)
e−2z/∆2

gdzie A(x) =
2πm2

2(2π)3
(3.17)

daje rozbieżność logarytmiczn ↪a w ∆ oraz cz lon skończony, ale nie zawiera
rozbieżności ma lych x–ów. Druga, takiej samej postaci jak dla przypadku
z mas ↪a fermionu równ ↪a zero, jest kwadratowa w ∆, i zawiera rozbieżność
ma lych x–ów.

Zatem dostajemy cz lon z nadfioletow ↪a rozbieżności ↪a logarytmiczn ↪a (plus
wyrazy skończone), ale bez rozbieżności ma lych x–ów, oraz cz lon rozbieżny
kwadratowo w ∆, b ↪ed ↪acy jednocześnie rozbieżnym podczerwono. Sk ladniki
te usuwane s ↪a przez odpowiedni kontrcz lon.

Dla pe lnego wyznaczenia kontrcz lonu nadfioletowego, usuwaj ↪acego zależ-
ność od regularyzacji r∆, ż ↪adajmy, by dla szerokości λ = λ0 efektywna masa
kwarku mia la zadan ↪a wartość, równ ↪a m

2
λ0

ozn
= m2

0. Wartość m2
0 ustalimy tak,

jak należa loby to zrobić w QED.
Widzimy, że obliczaj ↪ac wyraz masowy dla kwarków w hamiltonianie efek-

tywnym Hδ
λ, napotykamy na rozbieżności dużych p ↪edów prostopad lych (du-

żych energii w lasnych), oraz na rozbieżności ma lych p ↪edów pod lużnych. Roz-
bieżności nadfioletowe usuwamy za pomoc ↪a kontrcz lonu. Rozbieżności ma lych
x–ów, charakterystyczne dla bozonów cechowania, nie daj ↪a si ↪e usun ↪ać w pro-
sty sposób, gdyż czynnik rozbieżny zależy od szerokości λ. Nawet gdybyśmy
dobrali kontrcz lon w taki sposób, by m2

0 by lo wolne od rozbieżności ma lych
x–ów, to dla innych wielkości parametru λ nadal mielibyśmy rozbieżności.

Popatrzmy na przypadek elektrodynamiki kwantowej. W QED ustalamy
wartość m2

0 rozwi ↪azuj ↪ac zagadnienie w lasne dla hamiltonianu efektywnego
przy skali λ0 dla swobodnego elektronu

Heff
λ0

∣

∣e(p)
〉

=
p2
⊥ + m̃2

p+

∣

∣e(p)
〉

, (3.18)
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gdzie m̃ oznacza skończon ↪a, fizyczn ↪a mas ↪e elektronu, nie zawieraj ↪ac ↪a rozbież-
ności.

Wyprowadzaj ↪ac hamiltonian efektywny musimy uwzgl ↪ednić istnienie in-
nych sektorów Focka poza jednoelektronowym. Robimy to za pomoc ↪a trans-
formacji R Blocha, podanej przez Wilsona. Transformacj ↪e R, sprowadzaj ↪a-
c ↪a równanie w lasne do sektora jednego elektronu (eliminuj ↪ac ↪a inne sektory
Focka, z efektywnymi elektronami, pozytonami i fotonami) wyliczamy w ra-
chunku zaburzeń. W drugim rz ↪edzie (dla dostatecznie ma lego λ0) jedynym
dodatkowym sektorem, który daje wk lad do problemu jednoelektronowego,
jest sektor z dodatkowym fotonem. Obliczamy hamiltonian efektywny ze wzo-
ru

Heff =
1√

P +R†R
(P +R†)Hλ(P +R)

1√
P +R†R

(3.19)

w którym P jest operatorem rzutowym na stany o jednym elektronie efek-
tywnym, a operator R wyliczamy z równania

[R,H0] = QHIP +QHIR−RHIP − RHR. (3.20)

Dominuj ↪acym wyrazem (najniższego rz ↪edu) jest wyraz QHIP .
W rachunku zaburzeń do drugiego rz ↪edu w sta lej sprz ↪eżenia dostajemy

nast ↪epuj ↪ac ↪a postać równania w lasnego dla elektronu (wyrażaj ↪ac hamiltonian
modelowy za pomoc ↪a operacji R i pisz ↪ac HAB = AH B).

p2
⊥ + m̃2

p+

∣

∣e(p)
〉

= HPP

∣

∣e(p)
〉

+ HPQ
1

H0 − HQQ
HQP

∣

∣e(p)
〉

=
p2
⊥ +m2

λ0

p+

∣

∣e(p)
〉

−Hλ0

100,101

1

Hλ0

101,101 −H0

Hλ0

101,100

∣

∣e(p)
〉

(3.21)

Ponieważ masa elektronu, jako wielkość fizyczna, jest skończona, wi ↪ec roz-
bieżności w masie efektywnej musz ↪a si ↪e kasować z nieskończonościami pocho-
dz ↪acymi z redukcji przestrzeni stanów do sektora jednoelektronowego. Nie-
skończoności te pochodz ↪a z oddzia lywania z niskoenergetycznymi (mi ↪ekkimi)
fotonami.

Możemy zastosować taki sam schemat w celu zaproponowania nadfioleto-
wo skończonej cz ↪eści kontrcz lonu dla wyrazu masowego dla kwarku efektyw-
nego w QCD. Tym razem jednak rozpatrywane zagadnienie jest fikcyjne, nie
wyst ↪epuj ↪a bowiem swobodne kwarki. Dobrze przeprowadzone post ↪epowanie
musi ten fakt wyjaśnić. Jak dla QED, musimy rozważyć obecność dodatko-
wych sektorów. Ale w przeciwieństwie do QED, chromodynamika kwantowa
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jest teori ↪a z cechowaniem nieabelowym. Duża efektywna sta la sprz ↪eżenia po-
trzebna w opisie hadronów (asymptotyczna swoboda) powoduje, że nie mo-
żemy stosować rachunku zaburzeń do wyliczania operacji R. Jest to zatem
procedura, która proponuje postać kontrcz lonu a la QED, i dopiero anali-
za problemu w lasnego Hλ powie nam, do jakich konsekwencji prowadzi ten
wybór. W oryginalnym podej́sciu Perry’ego [8, 9] podobny wybór skończo-
nej cz ↪eści kontrcz lonu by l oparty na argumencie, że odpowiadaj ↪aca mu masa
efektywna rozwi ↪azuje równanie grupy renormalizacji, co oczywíscie jest i tu-
taj prawdziwe w rachunku zaburzeń [1].

Musimy jeszcze powiedzieć, jakiej wielkości powinien być parametr m̃.
Mówimy, że jest to masa konstytuentna (dana w przybliżeniu przez model
kwarków konstytuentnych).

Ostatecznie przy skali λ0 dostajemy nast ↪epuj ↪acy wzór na wartość wyrazu
masowego (zgodnie z (3.21)):

m2
0 = m̃2 +

αsCF )

4π

∫

dx

x(1 − x)

∫

dz

× exp

[

−(M2 −m2)2

λ4
0

]

1

M2 −m2
exp

[

−(M2 −m2)2

λ4
0

]

× 2

x

[

(1 − x)2m2 + κ2 1 + x2

(1 − x)2

]

r2
δ ,

(3.22)

gdzie pomin ↪elísmy cz lon regularyzuj ↪acy zachowanie dla dużych p ↪edów, gdyż
dla skończonego λ ca lka jest skończona nadfioletowo. Usun ↪elísmy zatem w ten
sposób zależność wyrazu masowego od regularyzacji r∆.

3.2 Efektywne oddzia lywanie fermion–antyfermion

Do rozważania struktury mezonów oraz oddzia lywań van der Waalsa mi ↪e-
dzy mezonami potrzebna jest nam znajomość postaci oddzia lywania kwark–
antykwark (oraz, analogiczne, kwark–kwark) w hamiltonianie efektywnym.

Wprowadźmy nast ↪epuj ↪ace oznaczenia dla p ↪edów poprzecznych: oznaczmy
p ↪ed prostopad ly dla p ↪edów o indeksie 1 przez κ⊥, zaś dla p ↪edów o indeksie
2 przez ρ⊥. P ↪edy p1, p2 oraz q1, q2 s ↪a p ↪edami na pow loce masy, zaś p ↪ed k̃ jest
p ↪edem wirtualnego bozonu cechowania (gluonu).

Ponieważ mamy zachowany trójp ↪ed: p+
1 +q+

1 = p+
2 +q+

2 oraz p⊥1 +q⊥1 = p⊥2 +
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1 − x

x

1 − y

k̃, x− y

y

2, q1

1, p1

4, q2

3, p2

Rysunek 4: Kinematyka dla pojedynczej wymiany

q⊥2 , możemy p ↪edy zapisać za pomoc ↪a p ↪edów Jacobiego na froncie świetlnym,

p+
1 = xP+,

p⊥1 = xP⊥ + κ⊥,

q+
1 = (1 − x)P+,

q⊥1 = (1 − x)p⊥ − κ⊥,

i analogicznie dla pozosta lych zmiennych (z zachowania trójp ↪edu wynika że
P jest to samo dla p ↪edów o indeksach 2, co dla p ↪edów o indeksach 1), tylko
zamiast x jest y, zaś zamiast κ⊥: ρ⊥. Dla uproszczenia wybierzemy uk lad,
dla którego P⊥ = 0 (niezmienniczość dynamiki wzgl ↪edem pchni ↪eć Lorentza
powoduje, że to uproszczenie nie traci nic z ogólności rozumowania).

Warunek, że p ↪edy fermionów s ↪a na pow loce masy (p2
1 = m2

1 itp.) oznacza,
że np. (dla uproszczenia za lóżmy, że obie oddzia luj ↪ace cz ↪astki maj ↪a te same
masy, m1 = m2 = m)

p−1 =
p⊥ 2

1 +m2

p+
1

=
κ⊥ 2 +m2

xP+

Oznaczmy k̃1 = p1 − p2. Wtedy (uwaga: zazwyczaj p−1 − p−2 6= q−1 − q−2 )

k̃+
1 = (x− y)P+

k̃⊥1 = κ⊥ − ρ⊥

k̃−1 =
κ⊥ 2 +m2

xP+
− ρ⊥ 2 +m2

yP+
= (y − x)M2

1

1

P+

gdzie przez M2
1 oznaczylísmy niezmiennicz ↪a mas ↪e uk ladu fermionów 1:

M2
1 = (p1 + q1)

2 =
κ⊥ 2 +m2

x(1 − x)
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Przez k oznaczamy czterowektor p ↪edu bozonu na pow loce masy t.j. k+,⊥ =
k̃+,⊥

1 = k̃+,⊥
2 , natomiast

k− =
k⊥ 2

k+
=

(κ⊥ − ρ⊥)2

(x− y)P+
,

Efektywne oddzia lywanie kwark–antykwark ma struktur ↪e

G110,110 =

∫

[P ]
1

P+

∑

spiny

∫

[ xκ ] [ yρ ] β110,110 b
†
xP+κb

†

(1−x)P−κbyP+ρd(1−y)P−ρ

gdzie wspó lczynnik β110,110 spe lnia równanie (patrz rozdzia l 2)

β ′
110,110 = f2[α110,001α001,110 + α100,101α011,010 + α010,011α101,100]110,110

Po prawej stronie tylko czynnik f2 zależy od λ, wi ↪ec równania te  latwo si ↪e
rozwi ↪azuje. Należy pami ↪etać jednak o wyrazach natychmiastowych w wyj́scio-
wym hamiltonianie (z natychmiastow ↪a wymian ↪a gluonu mi ↪edzy kwarkiem i
antykwarkiem), pochodz ↪acych z eliminacji zależnych stopni swobody, które
to wyrazy maj ↪a struktur ↪e 110, 110. Daj ↪a one warunek pocz ↪atkowy (w λ = ∞)
dla równania na β.

Z pojedynczej wymiany gluonu dostaniemy czynnik

β110,110 =
−g2F2λ

(x− y)P+
r∆δ

∑

σ

ū1/ε
a
k5 σu2v̄4/ε

∗a
k5 σv3 (3.23)

Suma po polaryzacjach gluonu dana jest wyrażeniem

∑

ς

εµ(k, ς)ε∗ν(k, ς) = −gµν +
kµg+ν + g+µkν

k+
. (3.24)

Korzystamy tutaj z zapisu lorentzowskiego, aby móc z lożyć ten czynnik z
cz lonem natychmiastowej wymiany.

Mamy k = k1 − k2 dla sk ladowych przestrzennych. Zatem korzystaj ↪ac
z równania Diraca możemy zapisać

ū(k1)/ku(k2) = ū1

[

/̃k2 − /̃k1 +
γ+

2

[

(k2 − k1)−0 − k̃−2 + k̃−1
]

]

u2

= ū1γ
+u2

−(k̃2 − k̃1)
2

2(k+
2 − k+

1 )

(3.25)
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Korzystaj ↪ac z powyższego wzoru dostajemy, że

β110,110 = −g2r∆δ
F2λ

(x− y)P+

×
[

−gµν − gµ+gν+ k̃2
2 + k̃2

1

2(x− y)2P+2

]

ū1γµT
au2v̄4γνT

av3+

+ (x↔ y)

(3.26)

Musimy uwzgl ↪ednić jeszcze cz lon natychmiastowy który ma postać

βseagull = −g2r∆δ
1

(x− y)2P+ 2
ū1γ

+u2v̄4γ
+v3 (3.27)

Aby uprościć rozważania i móc jak najwi ↪ecej powiedzieć o oddzia lywa-
niach mi ↪edzy kwarkami, b ↪edziemy prowadzić obliczenia w przybliżeniu nie-
relatywistycznym, t.j. dla ci ↪eżkich kwarków. Dzi ↪eki temu, że hamiltonian jest
przydiagonalny w energiach, to jeśli jego szerokość jest dużo mniejsza od ener-
gii spoczynkowej cz ↪astek które rozważamy, możemy obci ↪ać przestrzeń stanów
do stanów nierelatywistycznych, t.j. o energii kinetycznej dużo mniejszej od
energii spoczynkowej. Dzi ↪eki temu, że hamiltonian jest w ↪aski wyj ↪ecie z macie-
rzy hamiltonian, okna o szerokości dużo wi ↪ekszej od szerokości hamiltonianu
nie powoduje znacz ↪acych poprawek. Sprz ↪eżenie do stanów o wyższych ener-
giach jest ma le (rysunek 5). Szersze rozważania n.t. redukcji dynamiki do
obszaru nierelatywistycznego znaleźć można w [10].
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Rysunek 5: Przybliżenie nierelatywistyczne w renormalizacji przez podobień-
stwo

Aby móc prowadzić przybliżenie nierelatywistyczne szerokość hamiltonia-
nu powinna być dużo mniejsza od mc2. Potrzebne s ↪a ci ↪eżkie kwarki, aby λ



3.2. Efektywne oddzia lywanie fermion–antyfermion 27

nie musia lo być zbyt ma le i mog lo być duże w porównaniu z ΛQCD. Przy
bardzo ma lym λ nie możemy stosować rachunku zaburzeń, gdyż efektywna
sta la sprz ↪eżenia gλ rośnie, gdy λ d ↪aży do zera.

Aby zdefiniować przybliżenie nierelatywistyczne wprowadzamy zmienn ↪a
k3, tak by niezmiennicza masa uk ladu dwu fermionów dana by la wzorem

M = 2Enrel = 2
√

k2 +m2

gdzie k = (k⊥, k3). Zak ladamy, że k⊥ = κ⊥, i powyższy wzór s luży nam do
zdefiniowania k3. Znaj ↪ac k b ↪edziemy mogli powiedzieć, co oznacza że p ↪ed
jest ma ly w porównaniu z mas ↪a.

Dostajemy

κ⊥ 2 +m2

x(1 − x)
= M2 = 4(κ⊥

2
+ k2

3 +m2) (3.28a)

zatem

k3 =
(

x− 1

2

)

M (3.28b)

x =
1

2
+
k3

M =
1

2

(

1 +
k3√

k2 +m2

)

(3.28c)

Mówimy, że p ↪edy fermionów s ↪a nierelatywistyczne, gdy wszystkie sk lado-
we trójwektora k s ↪a ma le w porównaniu z mc. Oznacza to, mi ↪edzy innymi,
że x jest bliskie 1

2
:

x ≈ 1

2

(

1 +
k3

m
− 1

2

k3

m

k2

m2
+ o

(

k5

m5

))

Wzory te można uogólnić na przypadek różnych mas obu fermionów two-
rz ↪acych rozważany przez nas stan [9].

Ostatecznie dostajemy

x =
1

2
+ η (3.29)

gdzie η w przybliżeniu nierelatywistycznym jest ma le.
Do wyliczenia hamiltonianu efektywnego potrzebna nam jest znajomość

wewn ↪etrznego czynnika podobieństwa. W drugim rz ↪edzie rachunku zaburzeń
dany jest on wzorem (2.23):

F2λ(a, b, c) =
P+

baba + P+
bcbc

(ba)2 + (bc)2
(fλ(a, b)fλ(b, c) − 1)
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W naszej notacji (patrz rysunek 4) mamy

P+
ab = P+

ba = p+
1 M2

ab = p2
1

M2
ba = (p2 + k)2

P+
bc = P+

cb = q+
2 M2

bc = (k + q1)2

M2
cb = q2

2

gdzie, zgodnie z definicj ↪a energii na froncie świetlnym, p ↪ed gluonu k ma
wspó lrz ↪edn ↪a k

− dan ↪a wzorem

k− =
(κ⊥ − ρ⊥)2

(x− y)P+
.

Obliczamy ile wynosz ↪a różnice energii w lasnych ba oraz bc, potrzebne do
wyliczenia wewn ↪etrznego czynnika podobieństwa

ba = M2
ba −M2

ab = (p2 + k)2 − p2
1 = (p2 + k − p1)(p2 + k + p1) (3.30a)

bc = M2
bc −M2

cb = (k + q1)2 − q2
2 = (k + q1 − q2)(k + q1 + q2) (3.30b)

Korzystaj ↪ac z w lasności p ↪edu k oraz wyrażaj ↪ac p ↪edy cz ↪astek za pomoc ↪a
p ↪edów wzgl ↪ednych, dostajemy

ba = x

[

ρ⊥ 2 +m2

y
+

(κ⊥ − ρ⊥)2

x− y
− κ⊥ 2 +m2

x

]

(3.31a)

bc = (1 − y)

[

(κ⊥ − ρ⊥)2

x− y
+
κ⊥ 2 +m2

1 − x
− ρ⊥ 2 +m2

1 − y

]

(3.31b)

W przybliżeniu nierelatywistycznym, charakterystyczn ↪a różnic ↪a energii
pojawiaj ↪ac ↪a si ↪e przy wyliczaniu ab i ba,

− ∆Wp := P+k̃−1 =
κ⊥ 2 +m2

x
− ρ⊥ 2 +m2

y
, (3.32)

rozwijamy, używaj ↪ac wzoru (3.29) (i analogicznego dla y), otrzymuj ↪ac

κ⊥ 2 +m2

1
2
− ηx

− ρ⊥ 2 +m2

1
2
− ηy

Ponieważ κ⊥, ρ⊥ i ηi s ↪a ma le (przy czym ηi � 1)

− ∆Wp ' 4m2(ηx − ηy) + o(k2). (3.33)
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Wypisalísmy tylko wyrazy najniższego rz ↪edu w p ↪edach. Dok ladnie taki
sam rezultat dostaniemy dla ∆Wq, czyli dla analogicznej różnicy energii, po-
jawiaj ↪acej si ↪e wzorze (3.31b) na bc. Korzystaj ↪ac z powyższego wzoru i wsta-
wiaj ↪ac go do (3.31) dostajemy:

ba

x
=

[

ρ⊥ 2 +m2

y
− κ⊥ 2 +m2

x
+

(κ⊥ − ρ⊥)2

x− y

]

=

=

[

4m2(ηy − ηx) +
(κ⊥ − ρ⊥)2

ηy − ηx

]

=

=
1

ηy − ηy

(q2
z + q⊥ 2),

(3.34)

gdzie q⊥ = κ⊥ − ρ⊥ oraz qz = 2m(ηx − ηy) = 2m(x− y).
Zatem, wyrażaj ↪ac ba i bc za pomoc ↪a trójwektora q otrzymujemy

ba = x
q2

x− y
(3.35a)

bc = (1 − y)
q2

x− y
(3.35b)

Dostajemy wi ↪ec nast ↪epuj ↪acy wzór na wewn ↪etrzny czynnik podobieństwa

F2λ =
(x− y)P+

q2
(fabfbc − 1) (3.36)

Dla fλ(ab) danego wzorem (2.21), przyjmuj ↪ac że ab oraz bc s ↪a zdefiniowane
przez (3.31), dostajemy

(ba)2 + (bc)2 =
(

x2 + (1 − y)2
)

[

(κ⊥ − ρ⊥)2

x− y
+ ∆W

]

(3.37)

Zgodnie z przybliżeniem nierelatywistycznym na ba i bc, danym równaniem (3.35),
możemy napisać

(ba)2 + (bc)2 =
(

x2 + (1 − y)2
)

[

q2

x− y

]

. (3.38)

Uwzgl ↪edniaj ↪ac zatem tylko wyrazy najniższego rz ↪edu w p ↪edach, otrzymujemy

fλ(ab)fλ(bc) = exp

[

−q4

q2
z

4m2

2λ4

]

(3.39)

Do wyliczenia postaci cz lonu oddzia lywania w hamiltonianie efektywnym
potrzebna jest nam także postać zewn ↪etrznego czynnika podobieństwa, mno-
ż ↪acego operator Gλ. Ponieważ stan przed i po oddzia lywaniu zawiera te same
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cz ↪astki, a w przybliżeniu nierelatywistycznym dominuje energia spoczynkowa,
wi ↪ec możemy przyj ↪ać, że zewn ↪etrzny czynnik podobieństwa jest w wiod ↪acym
rz ↪edzie równy 1, bo rośni ↪ecie energii kinetycznych dla fermionów jest ma le
w porównaniu z λ w dominuj ↪acych konfiguracjach kwarków.

Aby wyliczyć efektywne oddzia lywanie mi ↪edzy kwarkami musimy znać
postać czynników spinorowych ūγ+u oraz ūγµu. W ogólnym przypadku daj ↪a
one skomplikowan ↪a zależność od spinu. Jednak w przybliżeniu nierelatywi-
stycznym wzory na czynniki spinorowe upraszczaj ↪a si ↪e.

Potrzebny nam b ↪ed ↪a czynniki ūγ+u oraz v̄γ+v, pojawiaj ↪ace si ↪e w oddzia-
 lywaniu efektywnym.

Mamy ūγ+u = u†γ0γ+u = u†2Λ+u. Rozpisuj ↪ac wzorki na spinory (A.9)
dostajemy

ūp1mλ1
γ+up2mλ2

= u†p1mλ1
2Λ+ up2mλ2

= ζ†λ1
4
√

p+
1 p

+
2 Λ+ζλ2

Analogicznie dostajemy wzór dla v̄γ+v. Z postaci macierzy Λ± = 1
2
(1±α3)

w reprezentacji Diraca dostajemy, że

u†↑Λ±u↑ = u†↓Λ±u↓ =
1

2
2m

u†↑Λ±u↓ = u†↓Λ±u↑ = 0

i podobnie dla antykwarków.
Zatem wyrażenie ūγ+u v̄γ+v redukuje si ↪e do 2

√

x(1 − x)y(1 − y)P+2

Pozostaje obliczyć ile wynosi ūγµu v̄γµv. Rozpisujemy iloczyn skalarny
macierzy γ:

Rozpisuj ↪ac ūγ−u dostajemy

ūp1mλ1
γ−up2mλ2

= u†p1mλ1
2Λ− up2mλ2

≈ 4m2

√

p+
1 p

+
2

ζ†1Λ−ζ2,

gdyż w przybliżeniu nierelatywistycznym dominuje cz lon z m2. Natomiast

ūp1mλ1
γiup2mλ2

= u†p1mλ1
αiup2mλ2

≈ 2m
√

p+
1 p

+
2

ζ†1α
i (p+

1 Λ− + p+
2 Λ+)ζ2

gdzie w przybliżeniu nierelatywistycznym pozostawilísmy cz lon dominuj ↪acy
w p ↪edach. Macierze αiΛ± maj ↪a niezerowe elementy, gdy cz ↪astki maj ↪a prze-
ciwny spin.

Korzystaj ↪ac z faktu, że ζ†1α
⊥Λ−ζ2 = −ζ†1α⊥Λ+ζ2, dostajemy że cz lonu ten

jest proporcjonalny do różnicy p ↪edów p+
1 − p+

2 . Cz lon zmieniaj ↪acy spin jest
zatem pomijalnie ma ly w przybliżeniu nierelatywistycznym.
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Zatem ūγµuv̄γµv ≈
√

x(1 − x)y(1 − y)4m4. Oddzia lywanie nie zmienia
spinu cz ↪astek.

Pomijaj ↪ac czynnik
√

x(1 − x)y(1 − y) który si ↪e skraca z analogicznym
czynnikiem w potencjale, przy definicji funkcji falowej mezonu wzorem

∣

∣P
〉

=

∫

d2κ dx

2(2π)3
√

x(1 − x)
φ(κ, x)b†d†

∣

∣0
〉

, (3.40)

dostajemy, że w przybliżeniu nierelatywistycznym struktura spinorowa wy-
razu oddzia lywania dana jest nast ↪epuj ↪acymi wzorami:

ūγ+uv̄γ+v −→ 4p+ 2 (3.41a)

ūγµuv̄γµv −→ 4m2 (3.41b)

3.3 Potencja ly efektywne w przybliżeniu nierelatywi-

stycznym

W drugim rz ↪edzie rachunku zaburzeń dostajemy także cz lon anihilacyjny,
ale ponieważ macierze kolorowe s ↪a bezśladowe, wi ↪ec nie daje on wk ladu do
oddzia lywania dla uk ladu qq̄, b ↪ed ↪acego singletem kolorowym. Nie zawiera on
również czynnika rozbieżnego. Cz lon ten móg lby mieć znaczenie przy rozwa-
żaniu oddzia lywań van der Waalsa mi ↪edzy dwoma mezonami, ale daje on
potencja l krótkozasi ↪egowy, wi ↪ec można go pomin ↪ać w rozważaniach.

Rozpatrzmy teraz pe ln ↪a postać oddzia lywania kwark–antykwark w przy-
bliżeniu nierelatywistycznym.

Cz lon coulombowski przybiera postać

βc = −g2F2λ
θ(x− y)

(x− y)P+
ū1γ

µu2v̄1γµv2 + (analogiczny z x ↔ y)

Korzystaj ↪ac z przybliżenia nierelatywistycznego na wewn ↪etrzny czynnik
podobieństwa oraz na struktur ↪e spinorow ↪a otrzymujemy

hc = βcfac =
g2

λ4m2
FF

q2

(

fabfbc − 1
)

fac (3.42)

gdzie FF oznacza czynnik kolorowy dla wymiany. Ponieważ zewn ↪etrzny czyn-
nik podobieństwa w granicy nierelatywistycznej jest w przybliżeniu równy
jeden, wi ↪ec b ↪edziemy go pomijać w dalszych wzorach.

Używaj ↪ac operatora Casimira

C2(ψ) = (Fq +Fq̄)
2 = F 2

q + 2Fq ·Fq̄ +F 2
q̄ = C2(3) + 2Fq ·Fq̄ +C2(3∗)) (3.43)
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dostajemy, że czynnik kolorowy daje si ↪e zapisać w postaci

2FF = 2Fq · Fq̄ = C(ψ) − 2C(3), (3.44)

w zależności od stanu kolorowego w którym znajduje si ↪e mezon. Dla mezonu
w singlecie kolorowym dostajemy identyczny czynnik kolorowy jak ten, który
mamy w masie efektywnej.

Kolorowe oddzia lywanie Coulomba zawiera obci ↪ecie przekazów p ↪edów od
do lu (przez czynnik pochodz ↪acy z transformacji podobieństwa), zapewniaj ↪a-
ce, że p ↪ed niesiony przez gluon jest dostatecznie duży. Wyraz ten pojawia si ↪e
w hamiltonianie jako rezultat wyeliminowania oddzia lywań mi ↪edzy stanami
różni ↪acymi si ↪e energi ↪a swobodn ↪a o wi ↪ecej niż λ.

Jeśli pomin ↪ać czynnik podobieństwa obcinaj ↪acy p ↪edy od do lu to, że od-
dzia lywanie w przestrzeni p ↪edów, zachowuj ↪ace si ↪e jak 1/q2, daje potencja l
coulombowski. W naszym przypadku wewn ↪etrzny czynnik podobieństwa za-
pewnia, że energia gluonu przenosz ↪acego oddzia lywanie jest duża, ∼ |q|,
w porównaniu z energi ↪a kinetyczn ↪a kwarków ∼ q2/m (jest tak w przypadku
nierelatywistycznym, gdzie |q| � m).

Cz lon coulombowski nie jest jedynym wyrazem typu oddzia lywania po-
tencjalnego w Hλ. W oddzia lywaniu efektywnym mamy poza nim dwa wy-
rażenia, ze struktur ↪a spinorow ↪a typu ūγ+uv̄γ+v.

Wypiszmy najpierw cz lon pochodz ↪acy z wymiany gluonu, zwi ↪azany z dru-
gim sk ladnikiem wzoru na sum ↪e po polaryzacjach gluonu:

βw1 = −g2
FFF2λ

θ(x− y)

(x− y)P+

k̃2
p + k̃2

q

2(x− y)2P+2
ū1γ

+u2v̄1γ
+v2 + (x↔ y)

W przybliżeniu nierelatywistycznym k̃2
p ≈ k̃2

q . Wtedy k̃2
p = k̃2

q = q2.
Korzystaj ↪ac z nierelatywistycznego wzoru na F2λ (3.36) dostajemy

F2λ
FF

(x− y)P+

k̃2
p + k̃2

q

2(x− y)2P+2 ≈

≈ (x− y)P+

q2

[

fabfbc − 1
] FF

(x− y)P+

q2

(x− y)2P+2
=

=
FF

(x− y)2P+2 (fabfbc − 1)

Pomijaj ↪ac czynniki, które skracaj ↪a si ↪e z odpowiednimi czynnikami wyni-
kaj ↪acymi z definicji funkcji falowej możemy w przybliżeniu nierelatywistycz-
nym spinorowe czynniki ūγ+uv̄γ+v, zgodnie z wzorem (3.41a), zast ↪apić przez
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P+2:

βw1 = FF
−g2

(x− y)2

[

fabfbc − 1
]

=

= FF
−g24m2

q2
z

[

fabfbc − 1
]

,

gdzie qz
df
= 2m(x− y).

Pozostaje do rozważenia cz lon oddzia lywania natychmiastowego. Ma on
postać

βw2 = −g2 FF

(x− y)2P+2
ū1γ

+u2v̄1γ
+v2.

Gdy dodamy do siebie te dwa cz lony, to oddzia lywanie natychmiastowe
skasuje jedynk ↪e w wyrażeniu [fabfbc − 1]. Dostajemy zatem

βw =
−g24m2

FF

q2
z

fabfbc. (3.45)

Cz lon ten prowadzi do logarytmicznego potencja lu wi ↪aż ↪acego, nie zacho-
wuj ↪acego symetrii obrotowej, co wyjaśnimy później. Ścis le wyliczenie poten-
cja lu dla funkcji podobieństwa w postaci funkcji schodkowej znajduje si ↪e
w [9], a jakościowe wyt lumaczenie, dlaczego jest on logarytmiczny dla du-
żych odleg lości jest podane w [11] i [12].

Cz lon (3.45) jest rozbieżny dla qz → 0. Wydzielamy cz ↪eść rozbieżn ↪a w
potencjale wi ↪aż ↪acym, aby porównać j ↪a z rozbieżności ↪a napotkan ↪a w wyrazie
masowym. W tym celu obliczamy elementy macierzowe cz ↪eści hamiltonia-
nu odpowiadaj ↪acej za uwi ↪ezienie (zobacz też [11]) mi ↪edzy funkcjami falowy-
mi danymi wzorem (3.40), gdzie stany

∣

∣P
〉

s ↪a unormowane do
〈

P
∣

∣P ′
〉

=
2(2π)3P+δ3(P − P ′)

〈

0
∣

∣0
〉

:

〈

ψ(P )
∣

∣Hconf

∣

∣ψ(P ′)
〉

= −2(2π)3P+δ3(P − P ′)g2CF

×
∫

dy1 d
2κ1

2(2π)3

dy2 d
2κ2

2(2π)3

FF

(y1 − y2)2
fabfbcrδ φ

∗(κ2, y2)φ(κ1, y1)
(3.46)

Rozbieżność pochodzi z obszaru, gdzie y1 ∼ y2. Możemy zatem za lożyć,
dzi ↪eki czynnikowi podobieństwa, że (κ1−κ2)2 � λ2. Zamieniamy zmienne na
K = (κ1 + κ2)/2, k = κ1 − κ2; analogicznie definiujemy Y i y dla p ↪edów po-
d lużnych. Ograniczamy si ↪e w ca lkowaniu do ma lych y. Podstawiaj ↪ac czynnik
podobieństwa w przybliżeniu nierelatywistycznym zgodnie ze wzorem (3.39),
dostajemy tak ↪a sam ↪a postać cz ↪eści rozbieżnej (rozbieżność logarytmiczn ↪a)
jak dla mas efektywnych. Wyliczaj ↪ac czynniki kolorowe (dla mas jest to CF ,
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dla potencja lu FF) dla mezonu w singlecie, dostajemy że nieskończoności
te si ↪e skracaj ↪a wzajemnie. Pozosta la skończona cz ↪eść daje potencja l mi ↪edzy
kwarkami, które maj ↪a masy konstytuentne.

Do znajdowania si l van der Waalsa potrzebujemy znać postać potencja lu
na dużych odleg lościach. Ponieważ potencja l zawiera sta ly cz lon rozbieżny,
kasowany przez masy efektywne, wi ↪ec dla uproszczenia obliczmy pochodn ↪a,
która nie zawiera rozbieżności, a opisuje potencja l [11]. Przechodzimy do prze-
strzeni po lożeń za pomoc ↪a transformaty Fouriera. Pochodna po wspó lrz ↪ednej
z potencja lu w przybliżeniu nierelatywistycznym dana jest wzorem

∂

∂z
V (z) =

∫

d3q

(2π)3
exp

[

−q4

q2
z

2m2

λ4

] −g24m2

q2
z

(iqz)eiqzz (3.47)

Znacz ↪acy wk lad do tej ca lki pochodzi z obszaru ma lych qz, tak ze wzgl ↪edu
na to, że funkcja podca lkowa ma osobliwość w qz = 0, jak i dlatego, że
dominuj ↪acy wk lad do transformaty Fouriera dla dużych z pochodzi z obszaru
gdzie qzz . 1. Możemy zatem za lożyć, że dla dużych z mamy qz � q⊥,
w miejsce q po lożyć q⊥, i odca lkować po p ↪edach prostopad lych. Dostajemy,
pami ↪etaj ↪ac że za lożylísmy iż qz jest ma le, wi ↪ec jest ograniczone qz ≤ Pz.

∂

∂z
V (z) ' −ig24m2

(2π)3

1

2

√

2πλ4

4m2

∫ Pz

0

qz
|qz|

eiqzz

∼ 1

z
− cos(Pzz)

z

(3.48)

Pierwszy cz lon jest pochodn ↪a logarytmu. Drugi po odca lkowaniu daje cosinus
ca lkowy, czyli potencja l krótkozasi ↪egowy. Gdybyśmy pomin ↪eli ograniczenie
na qz dostalibyśmy δ(z) zamiast cos(Pzz)/z, jako dodatkowy, obok logaryt-
micznego, cz lon oddzia lywania. Daje on potencja l który jest ograniczony dla
dużych z.

W podobny sposób można pokazać, że w kierunku prostopad lym, dla du-
żych odleg lości, też dostajemy potencja l logarytmiczny, ale o innym wspó l-
czynniku liczbowym. Dlatego nie jest on sferycznie symetryczny. Zwi ↪azane
jest to z tym, że prowadzimy obliczenia na froncie świetlnym, dla którego
obroty zależ ↪a od oddzia lywania, symetria obrotowa może wi ↪ec być  lamana
przy obliczeniach w rachunku zaburzeń.

3.4 Problem uwi
↪
ezienia

Warto zauważyć że czynniki podobieństwa przy cz lonie coulombowskim
oraz przy cz lonie wi ↪aż ↪acym s ↪a nawzajem komplementarne (sk ladaj ↪a si ↪e do
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jedności). Dzi ↪eki temu, gdy w QED prowadzimy redukcj ↪e za pomoc ↪a trans-
formacji R z przestrzeni trójcz ↪astkowej (z fotonem) wyst ↪epuj ↪a w niej cz lony
kasuj ↪ace cz lon fabfbc w cz lonie coulombowskim odtwarzaj ↪ac pe lne oddzia ly-
wanie coulombowskie, i jednocześnie kasuje si ↪e potencja l wi ↪aż ↪acy. Zatem w
QED, gdzie nie możemy zaniedbać stanów z jednym fotonem nie dostajemy
uwi ↪ezienia — zgodnie z oczekiwaniami. Fotony s ↪a bezmasowe i nie można
pomin ↪ać ich wp lywu.

Z kolei gluony oddzia luj ↪a same ze sob ↪a. W modelu kwarków konstytuent-
nych nie widać w ogóle gluonów. Jeśli gluony uzyskuj ↪a dynamicznie niezerow ↪a
mas ↪e efektywn ↪a, to dla dostatecznie ma lego λ, wskutek skończonej szeroko-
ści hamiltonianu, nie może zaj́sć efektywna emisja gluonu. Efektywna teoria
opisuje wi ↪ec w takim przypadku cz ↪astki oddzia luj ↪ace ze sob ↪a za pomoc ↪a po-
tencja lów. Ponadto efektywna sta la sprz ↪eżenia dla hadronów staje si ↪e duża
dla ma lych λ. Nie robimy transformacji R tam, gdzie nie można stosować
rachunku zaburzeń. Wydaje si ↪e nieprawdopodobne, by ścis la diagonalizacja
HλQCD prowadzi la do kasowania osobliwości jak w QED, skoro gluony od-
dzia luj ↪a ze sob ↪a i z kwarkami zupe lnie inaczej niż fotony w QED. Fotony
w sektorze z jednym fotonem i par ↪a e+e− w problemie pozytronium musz ↪a
być traktowane jak swobodne, by skasować potencja l wi ↪aż ↪acy. Zak ladamy
wi ↪ec że w QCD

(2)
λ potencja l wi ↪aż ↪acy pozostaje nie skasowany.

Analogicznie post ↪apilísmy przy obliczaniu kontrcz lonów do wyrazu maso-
wego, umieszczaj ↪ac w nich cz ↪eść, która by laby kasowana tylko w rachunku za-
burzeń. Zatem efektywny wyraz masowy zawiera rozbieżności ma lych x–ów,
czekaj ↪ace na skasowanie nieskończoności pochodz ↪acych z redukcji sektorów
zawieraj ↪acych gluony, dla mi ↪ekkich gluonów. Ale ich nie ma, bo gluony si ↪e
odprz ↪egaj ↪a. Podobnie mamy dla potencja lu wi ↪aż ↪acego, który także zawiera
nieskończoności. Czeka on na skasowanie przez wymian ↪e mi ↪ekkich gluonów.
Zatem zarówno w cz lonie masowym jak i w cz lonie oddzia lywania wi ↪aż ↪acego
w efektywnym hamiltonianie pojawiaj ↪a si ↪e rozbieżności ma lych x–ów. Cz lony
te maj ↪a tak ↪a sam ↪a struktur ↪e, różni ↪ac si ↪e pochodzeniem czynnika kolorowe-
go. Dla stanów, które s ↪a singletem grupy SU(3)kolor, te czynniki kolorowe s ↪a
sobie równe. Zatem dla takich stanów zatem nieskończoności te kasuj ↪a si ↪e
nawzajem. W stanach kolorowych natomiast nieskończoności te nie skracaj ↪a
si ↪e.
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4 Fenomenologiczny model potencjalny i si ly

van der Waalsa

4.1 Fenomenologiczny model potencjalny

Omówimy teraz różnice mi ↪edzy oddzia lywaniem wyliczonym za pomoc ↪a
transformacji podobieństwa z efektywnego hamiltonianu, a fenomenologicz-
nym oddzia lywaniem za pomoc ↪a addytywnego potencja lu kolorowego.

W modelu potencjalnym oddzia lywanie opisujemy za pomoc ↪a wzoru

HI = −
∑

i<j

Fi · Fj V (|xi − xj|) (4.1)

gdzie sumowanie rozci ↪aga si ↪e na wszystkie pary cz ↪astek (kwarków i antykwar-
ków), zaś F a

i oznacza generator grupy w reprezentacji podstawowej (sprz ↪e-
żonej) dla i-tego kwarku (antykwarku).

Dla grupy nieabelowej i wi ↪aż ↪acego potencja lu V (r), (tzn. takiego że V (r) ≥ 0
oraz V (r) → ∞, dla r → ∞), dla stanów nie b ↪ed ↪acych singletami kolorowymi
hamiltonian oddzia lywania dany przez ten potencja l jest nieograniczony od
do lu [13]. Na przyk lad dla grupy SU(3) dla mezonu w singlecie oraz w oktecie
dostajemy

〈

1(qq̄)
∣

∣HI

∣

∣1(qq̄)
〉

=
4

3
V (rqq̄) ≥ 0, (4.2)

〈

8(qq̄)
∣

∣HI

∣

∣8(qq̄)
〉

= −1

6
V (rqq̄) → −∞, rqq̄ → ∞. (4.3)

Model potencjalny nie uwzgl ↪ednia rozbieżności ma lych x–ów w wyrazach
masowych i potencjale wi ↪aż ↪acym, oraz kasowań pomi ↪edzy nimi, jakie wyst ↪e-
puj ↪a w QCD. W naszym przypadku w stanach kolorowych dostajemy brak
kasowania rozbieżności ma lych x–ów w masach efektywnych z rozbieżnościa-
mi w efektywnym oddzia lywaniu wi ↪aż ↪acym. Rozbieżność w masie efektywnej
przeważa i energia w lasna takich stanów staje si ↪e nieskończona rozbieżno-
ściami ma lych x–ów. Zatem stany te jako maj ↪ace nieskończon ↪a energi ↪e nie
s ↪a realizowane fizycznie. Rozwi ↪azuje to problem niestabilności stanu próżni,
który powstaje gdy hamiltonian nie jest operatorem pó lograniczonym. Nie
musimy też wprowadzać sztucznego potencja lu [14] stabilizuj ↪acego rachunek
wariacyjny dla HλQCD.

Ponadto, ten sam mechanizm powoduje, że pojedynczy kwark nie jest
stanem fizycznym. Rozbieżność ma lych x–ów w sektorze jednokwarkowym
nie jest kompensowana przez analogiczn ↪a rozbieżność w oddzia lywaniu wi ↪a-
ż ↪acym, zatem stan ten otrzymuje nieskończon ↪a energi ↪e i nie jest stanem fi-
zycznym.
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Także stany b ↪ed ↪ace trypletem i antytrypletem kolorowym (np. stan fermion—
fermion w antytryplecie) także maj ↪a nieskończon ↪a energi ↪e i nie s ↪a stanami
fizycznymi. W naturalny sposób otrzymujemy wi ↪ec uwi ↪ezienie jako konse-
kwencj ↪e wzrostu mas efektywnych wraz z usuwaniem obci ↪ecia ma lych x–ów
i silnych efektów oddzia lywań, które kompensuj ↪a wzrost mas tylko w single-
tach kolorowych.

Wyliczanie efektywnych oddzia lywań z hamiltonianu QCD ma ponadto
t ↪e przewag ↪e nad fenomenologicznym modelem potencjalnym, że można  latwo
wyliczać poprawki relatywistyczne, oraz przej́sć do wyższego rz ↪edu.

4.2 Kolorowe si ly van der Waalsa

Model potencjalny cierpi na jeszcze jedn ↪a przypad lość, obok oddzia lywa-
nia nieograniczonego od do lu dla stanów nie b ↪ed ↪acych singletem, trypletem
lub antytrypletem kolorowym. Przewiduje on mianowicie istnienie kolorowe-
go analogu si l van der Waalsa mi ↪edzy odseparowanymi hadronami. Oddzia-
 lywanie to daje si l ↪e mi ↪edzy dwoma obiektami zależn ↪a od ilości nukleonów,
w przeciwieństwie do oddzia lywania grawitacyjnego, które zależy od masy
obiektów. Takie oddzia lywania nie s ↪a obserwowane w przyrodzie, a ograni-
czenia na nie s ↪a silne [15].

Czy si ly tego typu powstaj ↪a także w obliczeniach za pomoc ↪a efektywnego
hamiltonianu QCD? W modelu potencjalnym nie ma gluonów, zatem w ce-
lu porównania powinnísmy wyeliminować sektory Focka je zawieraj ↪ace. Przy
rozważaniu oddzia lywań mi ↪edzy efektywnymi kwarkami w mezonie, za lożyli-
śmy, że efekty nieperturbacyjne spowodowa ly odprz ↪egni ↪ecie si ↪e gluonów. Tym
niemniej nie wiadomo czy w ten sam sposób nast ↪api odprz ↪egni ↪ecie w sektorze
dwumezonowym, t.j. czy można po prostu wyci ↪ać sektory zawieraj ↪ace glu-
ony. Gdyby dla odseparowanych mezonów, przy liczeniu oddzia lywań mi ↪edzy
nimi, można by lo korzystać z rachunku zaburzeń przy wyliczaniu efektów
eliminacji gluonów za pomoc ↪a transformacji R, to tak jak dla QED (patrz
rozdzia l 3.4) dostalibyśmy wyeliminowanie potencja lu uwi ↪ezienia, a wi ↪ec i ko-
lorowych si l van der Waalsa.

W naszych obliczeniach, dzi ↪eki kasowaniu si ↪e cz lonu rozbieżnego w wy-
razie masowym z rozbieżności ↪a w potencjale wi ↪aż ↪acym, stany, które nie s ↪a
singletem kolorowym, zyskuj ↪a nieskończon ↪a energi ↪e. Można je zatem w na-
turalny sposób wykluczyć, w przeciwieństwie do fenomenologicznego modelu
potencjalnego. Stan, w którym dwa mezony s ↪a w stanie b ↪ed ↪acym singletem
kolorowym, jest rozpi ↪ety przez dwie konfiguracje kolorowe.

W pierwszej obie cz ↪astki s ↪a w singletach kolorowych. Mezon w singlecie
jest stanem realizowanym fizycznie. Element macierzowy hamiltonianu od-
dzia lywania van der Waalsa mi ↪edzy dwoma różnymi mezonami w singletach
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kolorowych jest równy zeru (co wynika np. z równania (4.5) poniżej).
Jednak można z lożyć stan b ↪ed ↪acy singletem kolorowym z dwu mezonów

b ↪ed ↪acych w oktecie. W opisie mezonu pojawiaj ↪a si ↪e wówczas nieskończono-
ści, wynikaj ↪ace z niepe lnego kasowania rozbieżności ma lych x–ów pomi ↪edzy
efektywnym wyrazem masowym a oddzia lywaniem wi ↪aż ↪acym. Jeśli można
za lożyć, że przy liczeniu oddzia lywań mi ↪edzy dwoma odseparowanymi mezo-
nami sektor gluonowy odprz ↪ega si ↪e, to nieskończoności te powinny kasować
si ↪e nawzajem mi ↪edzy mezonami. Zobaczmy czy kasowanie to w istocie zacho-
dzi.

Niech cz ↪astki 1 i 2 to kwarki, a 3 i 4 to antykwarki. Przestrzeń stanów,
dla których mamy dwu mezony b ↪ed ↪ace jako ca lość w singlecie kolorowym,
rozpi ↪eta jest przez wektory:

∣

∣α
〉

=
∣

∣(13)1(24)1

〉

(singlet razy singlet) oraz
∣

∣β
〉

=
∣

∣(14)1(23)1

〉

. Symbol (ij)1 oznacza że cz ↪astki i i j (kwark i antykwark)
s ↪a w singlecie kolorowym. Stany te nie s ↪a ortogonalne, ale s ↪a liniowo nieza-
leżne,  latwo je zapisać i z nich korzystać.

Ograniczaj ↪ac si ↪e do sektora, gdzie oba mezony s ↪a jako ca lość w singlecie
kolorowym, oraz korzystaj ↪ac z tożsamości [16]:

〈

α
∣

∣β
〉

= 1/3 (4.4a)
∑

a

F a
1 F

a
3

∣

∣α
〉

=
∑

a

F a
2 F

a
4

∣

∣α
〉

= −(8/3)
∣

∣α
〉

(4.4b)

∑

a

F a
1 F

a
4

∣

∣β
〉

=
∑

a

F a
2 F

a
3

∣

∣β
〉

= −(8/3)
∣

∣β
〉

(4.4c)

(F a
1 + F a

3 )
∣

∣α
〉

= (F a
2 + F a

4 )
∣

∣α
〉

= (F a
1 + F a

4 )
∣

∣β
〉

= (F a
2 + F a

4 )
∣

∣β
〉

= 0 (4.4d)
〈

α
∣

∣F a
1 F

a
4

∣

∣α
〉

=
〈

β
∣

∣F a
1 F

a
3

∣

∣β
〉

= 0 (4.4e)
〈

α
∣

∣F a
1 F

a
4

∣

∣β
〉

=
〈

β
∣

∣F a
1 F

a
3

∣

∣α
〉

= −(8/3)
〈

α
∣

∣β
〉

= −8/9 (4.4f)

wynikaj ↪acych z tego, że odpowiednie cz ↪astki s ↪a w singletach kolorowych,
dostajemy nast ↪epuj ↪acy uk lad równań [16]:

3HI

∣

∣α
〉

= (8uα − uβ + uq)
∣

∣α
〉

+ 3(uβ − uq)
∣

∣β
〉

(4.5a)

3HI

∣

∣β
〉

= 3(uα − uq)
∣

∣α
〉

+ (8uβ − uα + uq)
∣

∣β
〉

(4.5b)

gdzie

uα = u13 + u24 uβ = u14 + u23 uq = u12 + u34, (4.6)

zaś uij = V (|xi − xj|) oznaczaj ↪a odpowiednie potencja ly mi ↪edzy kwarkami.
Dla

∣

∣α
〉

kasuj ↪a si ↪e cz ↪eści nieskończone potencja lu i efektywnej masy: ka-
suj ↪a si ↪e nieskończoności wewn ↪atrz mezonów (proste z lożenie dwu mezonów
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w singletach, wi ↪ec jest tak jak dla pojedynczego mezonu). Dla
∣

∣β
〉

zacho-
dzi skrócenie si ↪e nieskończoności pomi ↪edzy oddzia lywaniami (wszystkimi)
a nieskończonościami w masach kwarków. W szczególności, dla tego stanu
zachodzi skrócenie si ↪e rozbieżności w wyrazie oddzia lywania mi ↪edzy poten-
cja lem pomi ↪edzy kwarkami z jednego mezonu, a antykwarkami w drugim
z nieskończonościami w wyrazach masowych. Nieskończoności w pozosta lych
oddzia lywaniach wi ↪aż ↪acych kasuj ↪a si ↪e nawzajem.

Oznaczmy przez δmi nieskończoność w cz lonie masowym dla i-tej cz ↪astki.
Możemy zapisać

3(δH0 +HI)
∣

∣α
〉

= (
∑

i

δmi + 8uα − uβ + uq)
∣

∣α
〉

+ 3(uβ − uq)
∣

∣β
〉

, (4.7a)

3(δH0 +HI)
∣

∣β
〉

= 3(uα − uq)
∣

∣α
〉

+ (
∑

i

δmi + 8uβ − uα + uq)
∣

∣β
〉

. (4.7b)

Ogólnie, nieskończoności w wyrazach masowych dla stanu
∣

∣α
〉

oraz
∣

∣β
〉

skra-
caj ↪a si ↪e z nieskończonościami odpowiednio w uα i uβ (jak dla mezonu), na-
tomiast nieskończoności w uβ − uq oraz uα − uq skracaj ↪a si ↪e nawzajem.

Rozwi ↪azanie równań (4.5) daje nast ↪epuj ↪ace wartości w lasne dla oddzia-
 lywania U [13]

U ′ = 7
16

(uα + uβ) + 1
8
uq

± 3
16

[

8(uα − uβ)2 + (uα + uβ − 2uq)2
]1/2 (4.8)

Rozważamy oddzia lywanie w konfiguracji, w której mezony: z lożony z cz ↪a-
stek (13) oraz z lożony z (24), s ↪a od siebie oddalone o odleg lość a, która jest
dużo wi ↪eksza od ich rozmiarów. Rozwijamy wartość w lasn ↪a, daj ↪aca niższ ↪a
energi ↪e, w pot ↪egach (uβ − uq), które jest wyższego rz ↪edu niż uα i uβ, otrzy-
muj ↪ac [13]:

U ′ = uα − (uβ − uq)2

9(uβ − uα)
+ O(uβ − uq)3. (4.9)

Pierszy cz lon jest energi ↪a wi ↪azania dwu mezonów. Drugi opisuje oddzia lywa-
nie van der Waalsa pomi ↪edzy dwoma mezonami.

Zatem wiemy jaki powinien być
”
sk lad kolorowy” funkcji falowej minima-

lizuj ↪acej potencja l van der Waalsa. Pozostaje dobrać funkcj ↪e falow ↪a (stosu-
jemy rachunek wariacyjny) minimalizuj ↪ac ↪a wartość oczekiwan ↪a energii. Za
Schiffem [17] bierzemy j ↪a w postaci (musi ona zależeć od odleg lości mi ↪edzy
mezonami):

ψ(r1, r2) = u13(r1)u24(r2)(1 + A ·HvdW), (4.10)

gdzie u13 i u24 s ↪a funkcjami w lasnymi stanu podstawowego (albo ich przy-
bliżeniami) dla izolowanych mezonów, A jest parametrem wariacyjnym, zaś
HvdW potencja lem van der Waalsa (w reprezentacji po lożeniowej).
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Potencja l wi ↪aż ↪acy w QCD
(2)
λ eff zachowuje si ↪e na dużych odleg lościach jak

potencja l logarytmiczny. Nie ma on symetrii obrotowej, ale możemy go osza-
cować z do lu przez potencja l sferycznie symetryczny. Dla potencja lu logaryt-
micznego u = V0 log(r/r0), bior ↪ac wartość w lasn ↪a dla funkcji falowej mini-
malizuj ↪acej energi ↪e potencjaln ↪a i rozwijaj ↪ac w pot ↪egach r/a dostajemy na-
st ↪epuj ↪ac ↪a si l ↪e van der Waalsa [13]:

UvdW = V0 a
−4〈r2

13〉2/54 log(a/r13). (4.11)

Si la ta szybko zanika z odleg lości ↪a mi ↪edzy mezonami, ale jej zbadanie ilościo-
we wykracza poza zakres niniejszej pracy.

Przy użyciu metody renormalizacji można zbadać, jakie zmiany w stosun-
ku do modelu potencjalnego wnosi w problemie van der Waalsa uwzgl ↪ednienie
dodatkowych sektorów Focka. Ponieważ nie można tego zrobić w rachunku
zaburzeń, pozostaje nam rozwi ↪azywać równanie w lasne w różnych sektorach
i st ↪ad wyprowadzać mechanizmy redukcji przestrzeni stanów.

5 Podsumowanie

Za pomoc ↪a metody renormalizacji przez podobieństwo można wyrazić
stany, b ↪ed ↪ace skomplikowanymi stanami wielu cz ↪astek wyj́sciowej teorii, za
pomoc ↪a niewielkiej ilości cz ↪astek efektywnych. W omini ↪eciu problemu próżni
pomaga nam zastosowanie dynamiki na froncie świetlnym. Efektywne cz ↪astki
maj ↪a oddzia lywania ograniczone do niewielkich przekazów p ↪edu. Hamiltonian
zapisany w nowych zmiennych jest w ↪aski, tzn. elementy znajduj ↪ace si ↪e po-
za pasmem o szerokości λ wokó l diagonali opadaj ↪a szybko do zera. Dzi ↪eki
temu rozwi ↪azuj ↪ac zagadnienie w lasne za pomoc ↪a cz ↪astek efektywnych ma-
my do czynienia z niewielkim zakresem energii, ponieważ funkcje falowe dla
hamiltonianu efektywnego maj ↪a szerokość porównywaln ↪a z λ.

Obraz cz ↪astek efektywnych pozwala na obliczanie hamiltonianów efektyw-
nych bez ograniczania si ↪e do określonego zestawu elementów macierzowych.
Wystarczy raz obliczyć hamiltonian efektywny by go później stosować do
różnych sytuacji.

Ponieważ chromodynamika kwantowa jest teori ↪a pola z cechowaniem,
wi ↪ec pojawiaj ↪a si ↪e w niej, oprócz rozbieżności zwi ↪azanych z dużymi p ↪edami
także rozbieżności ma lych x–ów. Wymagaj ↪a one wprowadzenia dodatkowego
parametru obci ↪ecia. Ważna jest metoda wprowadzenia kontrcz lonów.

Stosuj ↪ac t ↪e metod ↪e do przedstawienia ci ↪eżkich mezonów za pomoc ↪a kwar-
ków efektywnych, otrzymujemy, w przybliżeniu nierelatywistycznym, obci ↪ety
potencja l coulombowski i potencja l wi ↪aż ↪acy, który  lamie symetri ↪e obrotow ↪a,
a dla dużych odleg lości zachowuje si ↪e jak potencja l logarytmiczny. Ważn ↪a
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rol ↪e odgrywa kasowanie si ↪e rozbieżności ma lych x–ów mi ↪edzy efektywnymi
masami a potencja lem wi ↪aż ↪acym. Zachodzi ono tylko dla stanów b ↪ed ↪acych
singletami kolorowymi. Dla stanów nie b ↪ed ↪acych singletami kolorowymi ka-
sowanie nie zachodzi i nieskończona, poprzez rozbieżność ma lych x–ów, ma-
sa efektywna posy la energi ↪e takich stanów do nieskończoności. Dzi ↪eki temu
unikamy problemu braku ograniczoności od do lu dla stanów

”
kolorowych”,

jaki pojawia si ↪e modelach potencjalnych. Próżnia jest stabilna. Nie ma też
potrzeby wprowadzania sztucznych potencja lów do stabilizacji rachunków
spektrum.

Bezpośrednie zastosowanie rezultatu z sektora mezonowego do obliczania
oddzia lywań van der Waalsa mi ↪edzy dwoma mezonami odleg lymi o R, prowa-
dzi do d lugozasi ↪egowych oddzia lywań kolorowych, malej ↪acych jak 1

R4

1
log(R/r0)

,
tak jak dla modelu potencjalnego z potencja lem logarytmicznym. Oznacza
to, że do ostatecznego oszacowania oddzia lywań mi ↪edzy mezonami potrzebne
jest precyzyjne rozwi ↪azanie dynamiki efektywnej.
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A Dodatki

A.1 Konwencje frontu świetlnego

B ↪edziemy pos lugiwać si ↪e nast ↪epuj ↪ac ↪a konwencj ↪a:

x± = x0 ± x3 (A.1)

Wspó lrz ↪edn ↪a czasow ↪a jest x+.
Iloczyn skalarny dany jest wzorem:

a · b =
1

2

(

a+b− + a−b+
)

− a⊥b⊥ (A.2)

A.2 Rozwi
↪

azania swobodnego równania Diraca na fron-

cie świetlnym

Równanie Diraca we wspó lrz ↪ednych frontowych zapisuje si ↪e jako

(i/∂ −m)ψ =

(

i

2
∂+γ− +

i

2
∂−γ+ − i∂⊥γ⊥ −m

)

ψ = 0 (A.3)

Rol ↪e pochodnej czasowej w sformu lowaniu frontowym pe lni ∂−. Po pomno-
żeniu równania przez γ0 ≡ β dostajemy

(i∂+Λ− + i∂−Λ+ − i∂⊥α⊥ − βm)ψ = 0 (A.4)

gdzie wprowadzilísmy operatory

Λ± = 1
2
(1 ± α3) = 1

2
γ0γ± = 1

4
γ∓γ± (A.5)

Operatory te s ↪a ortogonalnymi operatorami rzutowymi sk ladaj ↪acymi si ↪e do
jedynki. Mnoż ↪ac równanie Diraca raz przez Λ−, raz przez Λ+ dostajemy
uk lad dwu sprz ↪eżonych równań na ψ± = Λ±ψ, podobnie jak w przypadku
równoczasowym. Co jest unikaln ↪a cech ↪a sformu lowania na froncie świetlnym
to fakt, że jedno z tych równań nie jest dynamiczne (nie zawiera pochodnej
czasowej ∂−).

Konstruujemy rozwi ↪azanie równania Diraca (w reprezentacji Diraca) z
czterokomponentowych spinorów Pauliego χ±:

χ+ =

(

1
0

)

(A.6a)

χ− =

(

0
1

)

(A.6b)
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Fermion w spoczynku może być w dwu stanach spinowych reprezentowa-
nych (w reprezentacji Diraca) przez spinory z dwoma niezerowymi sk ladni-
kami

u↑ =
√

2m

(

χ+

0

)

(A.7a)

u↓ =
√

2m

(

χ−

0

)

(A.7b)

zaś antyfermiony w dwu stanach spinu z dwoma niezerowymi dolnymi sk lad-
nikami

v↑ =
√

2m

(

0
χ−

)

(A.8a)

v↓ =
√

2m

(

0
−χ+

)

(A.8b)

Przeboostowane spinory dane s ↪a wzorami

umpλ =
1√
mp+

[

Λ+p
+ + Λ−(m + α⊥p⊥)

]

uλ (A.9)

vmpλ =
1√
mp+

[

Λ+p
+ + Λ−(m + α⊥p⊥)

]

vλ (A.10)

A.3 W lasności macierzy Diraca

Przydadz ↪a nam si ↪e nast ↪epuj ↪ace w lasności macierzy Diraca

γ+γ−γ+ = 4γ+ γ+Λ+ = γ+

γ−γ+γ− = 4γ− γ−Λ− = γ−

γ+γ+ = 0 γ+Λ− = 0

γ−γ− = 0 γ−Λ+ = 0

Ponadto mamy

Λ2
± = Λ±

Λ+ + Λ− = 1

Λ+Λ− = Λ−Λ+ = 0

Λ±α
⊥ = α⊥Λ∓

Λ±β = βΛ∓



LITERATURA 44

Literatura

[1] St. D. G lazek, Acta Phys. Polon., B29, 1979 (1998).

[2] P. A. M. Dirac, Rev. Mod. Phys.,21, 392 (1949).

[3] S. J. Brodsky, H.-C. Pauli, i S. S. Pinsky, Phys. Rept., 301, 299 (1998).

[4] K. G. Wilson, Phys. Rev., D2, 1438 (1970).

[5] St. D. G lazek i K. G. Wilson, Phys. Rev., D48, 5863 (1993).

[6] St. D. G lazek i K. G. Wilson, Phys. Rev., D49, 4214 (1994).

[7] St. D. G lazek, Phys. Rev., D60, 105030 (1999).

[8] R. J. Perry, w Hadron Physics 94: Topics on Structure and Interac-

tion of Hadronic Systems, edycja V. Herscovitz et al., (World Scientific,
Singapore, 1995) i poprawiona wersja hep-th/9411037.
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