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Za kazde zadanie mozna otrzymaé 5 punktow.

1. ZADANIE

Metryka Schwarzschilda - de Sittera
Rozwazmy sferycznie symetryczne rozwigzanie rownan Einsteina ze stalg kosmologiczng A. Opisane jest ono
metryka Schwarzschilda - de Sittera:

ds? = a(r)dt* — o~ (r)dr? — r? (d6* + sin® 0d¢?) (1)
gdzie
2M  Ar?

Poréwnaé odchylenie promienia $wietlnego przechodzacego z parametrem zderzenia b obok gwiazdy w metryce
Schwarzschilda - de Sittera i w metryce Schwarzschilda.

Rozwigzanie

Z ¢wiczen wiemy, ze ruch w geometrii sferycznie symetrycznej jest plaski, zatem mozemy zatozy¢ 6 = 7.

Daje to czteropredkosé u = (i, 7,0, (;5)

Z postaci metryki wida¢ dwa wektory Killinga: J4 i 0;. Iloczyn skalarny wektora Killinga z czteropredkoscia

jest calka ruchu, .
(Op,u)y =at = E —{(Og,u)y =1%¢p =: L (3)

Czteropredkosé promienia $wietlnego jest wektorem zerowym, co daje nam réwnanie
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Znajdzmy najmniejszg odleglto$é ry, na jaka tor promienia $wietlnego zblizy siie do centrum uktadu wspot-
rzednych. W tej odleglosci predkosé radialna 7 znika, wiec
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Do obliczenia odchylenia promienia potrzebne nam bedzie %, ktore obliczamy nastepujaco:
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Zmiana ¢ na promieniu to catka z d¢ po calym promieniu. Jest ona réwna podwojonej calce od nieskoriczo-
nosci do miejsca, w ktorym promien jest najblizej gwiazdy. Ponadto przy nieobecnosci gwiazdy catka ta powinna
wyniesé m, bo promien przeleci z prawa na lewo nie odchylajac sie. Stad szukane odchylenie wynosi
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liczymy:
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gdzie osmielam sie bezwstydnie zignorowaé znak, bo wiem, ze zmiana kata jest dodatnia, a znak moge skompen-
sowaé¢ wyborem znaku przy wycigganiu pierwiastka w mianowniku.

Liczymy dalej. Zamienimy zmienne calkowania na bezwymiarowe x = %, gdyz ug zalezy od A, a latwiej
nam bedzie te¢ zalezno$é sledzié, gdy nie bedzie ona wystepowalta w granicach catkowania.

d-=* d
/ o / - (13)
uo L2 —|— —u? +2Mu3 \/L2u02 + 3u 5 — 22 + 2Muga3
Korzystamy ze sztuczki znanej z rozwigzan zadan z kolokwium: mnozymy rownanie (?7) przez u%ﬂ:
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I wstawiamy to do (?7?):
d
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Spojrzmy teraz na zaleznosé ug od A i od b:
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a wiec
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czyli ug(M,b, A) = ug(M,b). Majac wiec dany w zadaniu parametr zderzenia b otrzymujemy ten sam promien
minimalny ry niezaleznie od obecnosci statej kosmologicznej. Zatem calka I zalezy tylko od bi M, jest wiec taka
sama w przestrzeni Schwarzschilda - de Sittera, jak w przestrzeni Schwarzschilda, co koriczy zadanie.



Komentarz

e Poniewaz nie bylo powiedziane jasno, jak zdefiniowany jest parametr zderzenia, niektorzy przyjmowali
2
b = % Woéwczas prawidlowa odpowiedziag byto ,kat odchylenia jest taki, jak dla promienia $wietlnego o
parametrze zderzenia b’ = /b2 + % w geometrii Schwarzschilda”. Takie rozwiazania tez uznawaltem.
e Niezaleznie od przyjetej definicji parametru zderzenia powtarzat sie czesto btad pominiecia zalezno$ci granic
calkowania od A. Fakt, powyzej udowodnilem, ze ug nie zalezy od A, ale kozystanie z tego bez dowodu jest

bledem, bo a priori moze. Stad uwaga praktyczna: do pordwnywania, rozwijania w szereg i tym podobnych
duzo wygodniejsze sq catki o statych granicach catkowania. (np. 01 1)

2. ZADANIE

Model Bianchi I
Rozwazmy metryke majaca trzy przestrzenne symetrie translacyjne o ptaskich powierzchniach statego czasu.
Jest to tak zwany model Bianchi I, a opisuje go metryka:

ds? = dt* — a(t)?da® — b(t)?dy? — c(t)*d2? (18)

gdzie a, b i ¢ sa (nieznikajacymi) funkcjami czasu. Znalez¢ forme krzywizny tej metryki. Nastepnie, zakladajac,
ze funkcje a, b, ¢ sa postaci tPi (i = 1,2, 3), nalozy¢ na te metryke prozniowe rownania Einsteina (tzn. znalezé
warunki na wykladniki p;, aby Ry, — 29, R = 0).

Wskazowka: Proézniowe réwnania Finsteina sq réwnowazne znikaniu tensora Ricciego Ry, =0 (dlaczego?).

Rozwiazanie
Najpierw dowod wskazoéwki. Zwezmy réwnania Einsteina R, — % 9B = 0 z odwrotnoécig metryki g"”. Dosta-
jemy:

9" Ry — %g’“’gwR =0 & 0=R-— %5““R =R- gR & R=0 (19)
Czyli z prézniowych réwnan Einsteina wynika R = 0, co po podstawieniu do samych réwnain Einsteina daje
R, =0 (20)
Dowo6d w drugg strong jest trywialny, gdyz R,, =0 = R=0.
Wracajac do zadania: wygodnie jest wybraé¢ koreper ortonormalny. Naturalnym wyborem wydaje sie

0" = dt 0" = a;dz’ (21)

gdzie wprowadzitem a; = a, b, ¢ - naturalne uproszczenie notacji; w definicji ; nie sumuje po indeksie i. W tym
koreperze metryka ma postaé¢ g,, = ., gdzie n = diag(+1, -1, -1, —-1).

Aby obliczyé forme krzywizny potrzebna jest znajomosc formy koneksji w*,. Do znalezienia jej stosuje sie I
rownanie strukturalne i kozysta z faktu, ze koneksja metryczna jest beztorsyjna:

Ot =0= Do" =do" + w*, NO” (22)
Korzysta¢ bedziemy tez z antysymetrycznosci formy koneksji z obnizonymi wskaznikami:

Wpy = —Wyy (23)



Dla p = 0 dostajemy réwnanie: 4 ,
0=df’ +w’% A0 =0+wo A6 (24)

ktére najprosciej rozwiazaé zaktadajac wg; ~ 6

Podstawiajac pu = ¢ dostajemy: 4 4 ' .
0=do +wio N0’ +w'j NG (25)

obliczmy df? = a;/(t)dt A da’ = 9-dt A agda’ = 2009 A 97 = — 2207 A 90 i dostajemy

0:—%92/\90+w10/\90+w2j/\ﬁj (26)

. v/ .
czego rozwigzaniem jest w;; = 0 oraz w'g = %91

Podsumowujac forma koneksji jest postaci

J )
Wo; = —%91 Wiy = 0= Wyp (27)
K2

Aby obliczy¢ forme krzywizny nalezy skozystaé¢ z II rownania strukturalnego:
Q= Dw (28)

czyli
Q= dwpy + wyp Awfy (29)

Dzieki antysymetrycznosci formy krzywizny wystarczy policzy¢ wyrazy pozadiagonalne. Znajdzmy nieznika-
jace wktady do tych cztonow:

! .
Q()i = dw()i + woo A\ woi + woj AN wji = dwOi = d (C(L;GZ) = (30)

Wiele 0s6b w tym miejscu popeiato blad zapominajac, ze pochodna zewnetrzna dziala takze na forme 6°.
Przeprowadzmy wiec to rézniczkowanie uwaznie
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a; a; a; a; \ a; a;?
(31)
A teraz czlony przestrzenno-przestrzenne
0 k 0 ai'a’ ; j
Qij :dwij + w;o A w 7 +wir \Nw 7 :wio/\w j :wio/\woj = —Wo; /\ng = W@ 0 (32)
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Dostajemy wiec
. ) a'a: ..
Qp; = — L GOAG Qij =17 g (33)
a; a;aj

co konczy pierwsza cze$é zadania.

Podstawienie za funkcje a; funkcji potegowych t?* daje nam blyskawicznie wspolczynniki formy krzywizny:

a:” (p; — 1)tPi—2 a:'a:’ 4Pi—1p ¢pi—1
i pz(pz ) _ pi(pi . 1)t_2 i Ay Di bj

a; tpi a;a; {pitp;

= pipt > (34)
i sama forme krzywizny

Qo; = pi(1 —pi)t 20° A O’ Qij = pipjt 20" N O (35)
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Z formy krzywiny obliczamy wspotczynniki tensora Riemanna. Mozna to robi¢ przez popatrzenie, mozna to
robié¢ Scisle na wskaznikach. Zadna metoda nie jest lepsza, pod warunkiem, ze nie robi sie btedéw. Ponizej wersja
Scista:

1 1 1 . 1 1 1 X 1 .
Oo; = §R0m59a/\95 = §R0i0390/\9B+§R0i3‘59]/\95 = §R0i0090/\90+5R0i0j90/\9]+§R0i]‘091/\90+5R0i]’k9J AOF

wiemy, ze Roioo = 0 oraz ze Roioj = —Roijo, a takze 00 A 09 = —07 A 09, wiec: )
Ui = Roioj8° A9 + 3 Roggut? A 6 (37)
poréwnujac to z (?7) dostajemy
Roioj = pi(1 — pi)t =25, Roijr =0 (38)
Obliczajac w tensposob €2;; mozna od razu pominaé czesé cztonow (Ryjjor i Rijoo):
Qi = %Rij,de’c A0 = Rijiq (0F AO" — 0" NOF) = pipit 20" NG (39)
stad
Rijii = pipjt 2 (Sikdjt — 6l (40)
Obliczamy skladowe tensora Ricciego:
Rap = Ry = R°aob + R'aiv = Roaor — Ria1o — R2a2e — Raas (41)

Od razu wida¢, ze Ro; = 0, bo Rygoj = 0 = Rjps5. Policzmy Rog

Roo = Roooo — Rioio = —Roii = — »_pi(1 —pi)t > = [p1(pr — 1) +pa(pa — 1) +palps — D]t > (42)
i

Policzmy R;;:

3
Rij = Roioj—Ruiry = pi(1=pi)t 20ij— Y prpit > (Srdij — Ojbini) = [pi(1 — pi)6i; — pi(p1 + p2 + ps) (36:; — 6:)] 72 = [pa(1
k=1

(43)
Zatem réwnania Einsteina sprowadzaja sie do nastepujacych réwnan na wyktadniki p;:
0 = pilpr—1)+pap2 —1) +ps(ps — 1) (44)
0 = pi(1—pi—2p1 —2p2— 2p3)

Znajdzmy jeszcze tadna interpretacje tych rownan

3. ZADANIE

Sity plywowe w metryce Schwarzschilda

Rozwazmy dwie czastki probne. Umie$émy je w czasoprzestrzeni opisanej metryka Schwarzschilda tak, aby obie
czastki lezaly na tym samym promieniu ((61,¢1) = (62, ¢2)). Zalézmy, ze w chwili ¢ = 0 sa one w spoczynku
wzgledem centralnej gwiazdy oraz ze odegtos¢ miedzy czastkami wynosi d < rs. Znalezé przyspieszenie tych
czastek wzgledem siebie nawzajem w chwili t = 0.



Rozwigzanie

Ze wzgledu na symetri¢ problemy mozemy ustalic § = 7 oraz ¢ = 0 i ograniczy¢ si¢ do dwuwymiarowej
podprzestrzeni (¢, 7).

Rownanie dewiacji geodezyjnej
VuVun = —R(u,n)u (45)

W przypadku opisanym w zadaniu mamy u = (u,0) oraz n = (0,n,), dlatego V,V,n jest proporcjonalne do
przyspieszenia 8,%d = a.

Trzeba policzyé R(u,n)u. Podstawiajac postacie wektorow u i n i kozystajac z
QF, = R, opdz® A dz” = R(X,Y) =R 0pXY" e, ® 6" (46)

dostajemy:
[R(u, n)u]" = ui*n,. R* 4, (47)

Poniewaz ograniczyliémy sie do dwoch wymiaréw, jedyna mozliwa nieznikajaca sktadowa tensora Riemanna, jaka
tu moze wystapié, to R 4.

Obliczmy tensor Riemanna, jak to juz mamy w zwyczaju, kozystajac z rownan strukturalnych. Wprowadzmy

koreper
/ s 1
00 =,/1— T—dt 0! = ——dr (48)
r 1— Ts

Jedyna nieznikajaca sktadowa koneksji to wg;. Liczymy ja ze wzoru

Wtedy g0 = Muw-

T Ta /1— =
DGO:O:dGO+w01/\01:712’“2 —dr Adt +wo A = — 12?”2 = 0% NG +wo A6 (49)
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czyli wop = \/%90 + f0' tatwo sprawdzié, ze f musi znikaé:
DO*=0=d0' +w'o N0 =0—-wio N0 =wor ANO° =[O NE° =0 (50)

Obliczenie formy krzywizny jest proste:

Q()l = dw()l—l—wm/\wil = dwm =d LGO =d L 1-— Edt =d <£dt) = —EdTAdt = T—SGO/\Gl
\/@ 1—Is r r r3 r3

(51)
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