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1. ZADANIE

W metryce Kerra

.2
. ror 2rgrasin® 0
ds® = (1 — e

s P 2 192 2 o | T .2 2
dt® — ——dr® — p°dé” — [ 7° + « +781H 0 ) sin® 6d¢ —&—Tdtdfb (1)

A
gdzie

rs =2GM a=-r p? =r*+a’cos’f A=7r?—rg+a? c=1 (2)

rozwazy¢ czastke (planete) poruszajaca sie w ptaszczyznie 0 = 7. Napisa¢ wzor pozwalajacy obliczy¢ przesuniecie
peryhelim planety dysponujac nastepujacymi danymi:

e odleglosé planety od gwiazdy w peryhelium rq
e odleglosé planety od gwiazdy w aphelium 7o

e mase gwiazdy M

e moment pedu gwiazdy J

o dwie calki ruchu planety: ,energie” E = (u, d;) oraz ,moment pedu” L = — (u, 0y)

Wzor mozna (a wrecz nalezy) zostawi¢ w postaci calki z pierwiastka z czegos.

Rozwigzanie Mozemy ograniczy¢ si¢ do 6 = 7, wigc p? = r%, a metryka upraszcza sie do postaci:

ds?

_Ts 2 _ ; 2 |2 2 Ts 9 2rsc
(1-%)a T E? 2 +a? (14 22)] do? + =2t 3)
ds?> = Adt?> — Bdr? — Cd¢? + 2Ddtd¢ (4)

gdzie dla uproszczenia zapisu wprowadzitem oznaczenia

T's

Q

- 5)

r a2\ !
A=1--=2 B=<A+2> C=r2+ad%4 D=
r r

Skorzystamy z twierdzenia, ze dla krzywej geodezyjnej iloczyny skalarne czteropredkosci u# z wektorami
Killinga k* sa catkami ruchu (dowdd byt na éwiczeniach).

Czteropredkosé u = (f,7,0, (/)) = {0, +70r + (;58¢.
Tutaj wektorami Killinga sg na pewno 0; oraz 0y (i sa to jedyne wektory Killinga). Mamy wiec catki ruchu

E = (u,8;) = At + D¢ — L = (u,d) = Di — Cé (6)

Poniewaz trajektoria planety jest czasowa krzywa geodezyjng, jej czteropredkosé jest unormowana, skad
mamy kolejne réwnanie

(u,u) =1 = Ai® — Bi? — C¢* 4 2Di¢ (7)



Z (6) dostajemy: ' ) )
Di¢ = Et — Ai? = —L¢ + C¢?

2Did = Bl — L — A* + C¢?
Wstawiajac do (7):

1= A2 — Bi? — C¢* + Bt — L — Af> + C¢? = —Bi? + Ef — Lo

odwiklujac ' )
jo_ Ei-Li-1
B
Zauwazmy, ze 1 "
r
1= @dqﬁds
a do policzenia ruchu peryhelium potrzebne nam Jest Przeksztalcamy wiec (11)

dr .Q_Ei—L¢—1
() #= 25

d¢ _ $VB

dr JBi—Ld—1

(10)

(11)

(13)

(14)

Obroét peryhelium przy jednym obiegu orbity jest dwokrotnie wiekszy, niz przy polowie obiegu orbity, czyli

przy przejsciu od peryhelium do aphelium:

@(r2)
Agb:Q/ d¢ — 27 =21 — 27
(1)

Liczymy catke I

dé — VB .dr
\VEt — Lo —1
I / ¢\F dr
1 Ei—L—1
Pozostaje wyrazi¢ f i ¢ przez calki ruchu (rownania (6)) i wstawi¢ wyniki:
y_ EL+ED ;_EC-LD
- AC+D? - AC+ D?

s /7“2 (L+D)WB dr

VAC = D?%,/C — L — Ac=D*

Punktacja
Za dobrze zrobione zadanie jest 5 punktow. Punkty obcinalem za bledy:

e 7le obliczane iloczyny skalarne (wzory (6), wzor (7)) - do 1 punkta

e zla interpretacja kata, ktory wychodzi jako wynik catki (wzor (15)) - 0,5 punkta

e za pozostalte bltedy rachunkowe - w zaleznosci od wagi.

Innych btedéw nie zauwazytem.

(15)



2. ZADANIE

Obliczy¢ odchylenie promienia $wietlnego przechodzacego w poblizu czarnej dziury (nierotujacej). Wynik podaé

jako funkcje masy gwiazdy M oraz parametru zderzenie b. Wskazowka: b% = f—j (dlaczego?). Wskazowka 2:

Wynik rozwingé w szereg w M i podaé z doktadnoscig do wyrazéw liniowych.

Rozwiazanie Metryke Schwarzschilda bierzemy z metryki Kerra z poprzedneigo zadania, podstawiajac wsze-
dzie & = 0 (ewentualnie znamy ja na pamiec)

2_ (1 _Ts 2 1 2 2192 2 . 2 2
ds® = (1 r)dt 17%dr r°df® — r° sin“ 0d¢ (20)

gdzie tak, jak poprzednio, ry = 2GM.

Ruch w metryce Schwarzschilda jest plaski (dowdd byl na ¢éwiczeniach), wiec bez straty ogdlnosci mozna
zalozy¢, ze odbywa si¢ w plaszczyznie 6 = 3. Wtedy metryka upraszcza sig:

1

= —dr? — r?d¢” (21)

ds? = (1— Q) a2 —
T

Czterowektor predkosci u = (i, 7,0, (Z)) =10 + 70, + ¢53¢. Obliczamy calki ruchu:
B=(u,0,) = (1- =) — L= (u,d4) = %9 (22)

oraz kwadrat wektora predkosci (ktory wynosi zero, bo $wiatlo porusza si¢ po krzywych zerowych):

s\ ; 1. :

wu, =0 = (1 — T—‘) i - 72 —r2g? (23)

r 11—

Podstawiajac z calki ruchu:
E2 7:2 L2

0— _ _ = 24
& 1= (24)
2_pr (L (25)

"t rz 3

Wyznaczymy r; - najblizsza odleglosé toru promienia $wietlnego od giazdy. Dla r = r; predko$é¢ radialna
znika, wiec ry jest rozwigzaniem roéwnania:
1 Ts E? 9%
M2 3 L2 (26)
Parametr zderzenia b to najblizsza odleglosé, na jaka zblizytby sie tor promienia do §rodka ukladu wspol-
rzednych, gdyby nie byl zakrzywiony. Jest wiec rowny promieniowi 1 obliczonemu w przypadku zerowej masy
M =0, czyli dla rs = 0, co dowodzi prawdziwosci wskazowki (sa tez inne metody dowodu):

1 E?
2 IE 27)
Korzystajac z
d dr . dr L
T r r (28)

ds  d¢"  dgr?



dostajemy, z (25)
dr\” J(E* 1 g
ary _ Z -4 29
<d¢> (L2 213 (29)
podstawiajac parametr zderzenia (27) dostajemy, po prostej algebrze:
du

dr
_ r2 _
L_ 14 Vb2 —u? 4 rgud
Vi~ TS

Aby policzy¢ odchylenie promienia nalezy scatkowaé d¢ po caltym promieniu $wietlnym i odja¢ . Ta calka
jest rowna podwojonej calce po promieniu od nieskoniczonosci do r1:

(30)

A¢f2/ ——t— =27 (31)

Liczymy catke I:

(32)

= == e
L 2_‘_73 2 —u? +rgud

Bedziemy rozwija¢ catke w szereg, wygodniej sie to robi, gdy granice calki nie zaleza od parametru rozwijanego,
dlatego zamienimy zmienng v na x = u/uy:

1 d(;tl

1 u? rsu u3 / / 7‘5
0 \/b2u12 - u12 13 — 22+ .’ES

Poniewaz promienn Schwarzshielda r, jest proporcjonalny do masy gwiazdy, mozemy liczy¢ rozwiniecie w szereg
w 1. Znajdzmy zaleznos¢ vy od rs. Z rownan (26) i (27)

I =

(33)

1 E? 1 Ts
= = _ 34
b2 L2 T12 7'13 ( )
2
1 Ts
=1- = 35
b2 T1 ( )
Wyrazenie = = jest juz liniowe w 5, dlatego w pierwszym rzedzie mozna podstawié¢ 1|, ,—o = b. Dostajemy:
1 1 1
d d d
Ty T T ——
_Ts _ 2 4 Tso3 2 L Ts (3 s x8—1
R AR VAR Y R UV Ve =

Rozwijanie w szereg w M oznacza, ze promien $wietlny przechodzi w odlegltoéci od gwiazdy znacznie wickszej,
niz jej promien Schwarzshilda, czyli Z= = < 1. Mozna wigc skorzystaé¢ z rozwiniecia \/11?1 =1- %a + o(a?):

1 3
T re x° —1 T

I = — |l - | =J1 — — 37
[) «/1—:1:2( 27"11—.932) 1 2T1 2 ( )

Pierwsza catke z sumy wykonujemy trywialnie:

1

x . 1 s

J = ———— = arcsinz|, = = 38
1 /O m |O 2 ( )

Calke Jo wykonujemy z pomoca tablic Bronsztejna:

! z3dx ! dx 1
Y (Y .S (Ve )
’ /0 (1—22)*/? /0 (1—22)*? ( ! V1—a?

1
T

0_ \/].—"E2

(39)

0



1 1 x 0
Jo=v1-1—+v1—-0+ lim — — lim + 40
? e=1y/1—22 V/1-0 a=1y1—-22 1-0 (40)
. 1—=z . 1—=z 1-1
Wstawiamy do (37):
Ts T T
I=J - Jo=—-+ = 42
! 27’1 2 2+7’1 ( )
Dla M =0 mamy r = b, za§ rs = 2GM
2GM
I(M=0)="2 422 (43)
2 b
Wiec ostatecznie, z (31):
AGM
A¢>:21_7wGT (44)

Punktacja

Za zadanie mozna byto otrzymaé 5 punktow, z czego 4 punkty za otrzymanie wyniku zawierajacego catke I,
na przyklad w postaci (32), oraz 1 punkt za rozwiniecie tej catki w szereg i obliczenie pierwszego wyrazu. Za
sama probe rozwiniecia w szereg, niezakoriczona powodzeniem, dawalem 0,5 punkta. Poza tym, standartowo,
ucinalem poléwki punktéow za bledy.

3. ZADANIE
Wiedzac, ze trojwymiarowe hiperpowierzchnie o stalej krzywiznie i metryce o sygnaturze (+,-,-) mozna spara-
metryzowaé tak, aby metryka miata postaé:
dt? — dz? — dy?
L+ 5222 —y?)

dy? = a? (45)

znalezé¢ ogo6lna postaé metryki jednorodnej w jednym kierunku czasowym A oraz dwoch kierunkach przestrzennych
B i C, oraz izotropowej wzgledem trojwymiarowej grupy Lorentza SO(1,2) dzialajacej na A, B, C. Znalezé
dwuforme krzywizny dla tej metryki.

Rozwiazanie Zauwazmy podobieristwo miedzy sformutowaniem zadania a sformutowaniem problemu, jaki po-
stawil sobie Friedman. Szukal on metryki jednorodnej (wzgledem trzech wektoréw przestrzennych) i izotropowej
(wzgledem grupy obrotow tych wektorow, SO(3)). Zatem metryka bedaca rozwiazaniem zadania to metryka
Friedmana, z ta roznica, ze zmienne t i z sa zamienione miejscami.

Nieco $cislej: rozwazmy kierunek prostopadly jednoczesnie do pol A, B 1 C. W kazdym punkcie jest to
kierunek przestrzenny. Oznaczmy pole (unormowane) zwiazane z tym kierunkem jako Z. Mozemy je odcatkowaé
dostajac wspoélrzedna z. Dzieki unormowaniu Z metryka jest postaci

ds? = —d2? + ypda®dab (46)

gdzie wprowadzam indeksy a, b (potem takze c...) zmieniajace sie w zakresie od 0 do 2.

Z symetrii wynika, ze powierzchnie stalego z musza by¢ powierzchniami o stalej krzywiznie (byto na wykta-
dzie przy okazji metryki Friedmana). Korzystamy wiec ze wskazowki w tresci zadania i wybieramy taki uklad
wspotrzednych, ze

dt? — da? — dy?
Yapdz®dz®| = a? : y (47)
Z=Zz0 1+ 7 (t2 —r2 y2)




Metryka moze a priori zaleze¢ od z. Do metryki o formie jak (47) zalezno$¢ od z mozna wprowadzi¢ jedynie
uzmienniajac stala a, wiec ogolna posta¢ metryki spetniajacej warunki zadania to:

dt? — dz? — dy?

ds* = a(z)? T @ =2~ ) —dz? (48)
Obliczmy teraz dwuforme krzywizny dla tej metryki.
W tym celu wybieramy koreper 6 taki, ze metryka jest postaci:
ds? = 1,,0"0" (49)
gdzie n = diag(+1,—1,—1,—1). A oto i sam koreper:
@ a(z)da" 93 =dz (50)

T RE - )

dla ulatwienia wprowadze oznaczenie s? = t2 — 2 — g2

Obliczmy forme koneksji Levi-Civity tej metryki w. Znajdziemy ja korzystajac z faktu, iz jest ona beztorsyjna,
zatem
DI=0=0 DO* =do* +wh, NOY =0 (51)

Musimy zrézniczkowaé koreper. Zauwazmy, ze
ds? = 2tdt — 2zdx — 2ydy = 22,dz” (52)

gdzie x, := Nz’ (podobnie, juz bez komentarza, obnizal bede na przyklad wskaniki przy 6 oraz inne), oraz ze

14 &2
dz® = —2¢° (53)
a
Liczymy:
d6® =0 (54)
'dz A dz® 2k k '
doo = TR0 O T A de® = Tt a0 — L0 06 (55)
1+ =+ (1+ k%) 4 2a a
Roéwnania strukturalne:
WA =0 (56)
k, /
wabA9b+w“3Ae3+$eaAeb—39“/\93:0 (57)
a a

Rozwiazuje sie je przez popatrzenie: patrzymy i widzimy, ze zalozenie w®3 ~ 6% upraszcza réwnania - trywialnie
b)
spelnia pierwsze z nich, a pozostale trzy sprowadza do postaci:

li
k
Wiy = Lgo W ABY + g A b = 0 (58)
a 2a
A wiec, z drugiego rownania, wyciagamy wniosek, ze
a kxb a b
wh =——>0+ f(x)0 (59)
2a
Dalej korzystajac z antysymetrycznosei formy koneksji z opuszczonymi wskaznikami (wap = —wpe) zgadujemy jej
postaé jako
k
Wab — % (.’L‘aeb — Ibea) (60)



Wiec
k
= — (2%0p — zp0°" 61
wh = o (26 — 20%) (61)
Podstawiamy (61) do (58) i widzimy, ze jest spelnione, zatem znalezlismy wlasciwa postaé formy koneksji.

Kolejnym, ostatnim juz krokiem do znalezienia formy krzywizny jest skorzystanie z rugiego rownania struk-
turalnego:
Dw = czyli Dw*, = dw", +w", ANw?, =QF, (62)
Podobnie, jak w przypadku formy koneksji, mamy antysymetrie (£, = —,,,), ktora redukuje liczbe réwnari.
Komu w droge, temu rozniczke zewnetrza, do dzieta:
Policzmy najpierw Q%s:
0% = dw’s + w, Awh's = dw?s + w A wbs (63)
bo w33 =0

1" "

! ! k / k
dws —d [ L /\9“+a—d0‘l:L03/\9“ B2 ga p gb — 0%93 — L gang— g7 NGy (64)
a a a 2a 2a2 a

a? a
k ! k;
Wy Ay = o= (20, — 26") A %m 2@ b ga p g (65)
dodajac powyzsze réwnania dostajemy
1"
0%y = f%ea A by (66)
No i zostala ostatnia prosta, czyli 2%:
Q% = dw’y + W, Awhy = dw® + w A w + ws Awy (67)
Liczymy
dw?, =d L (2%0p — 2p0%) | = —ﬁa—/e?’ A (20 — xp0%) + L (dz®0, — dzp0®) + L (x*dOy — 2,d6*)  (68)
2a 2 a? 2a 2a

no dobrze, nie ostatnia prosta, ale ostatni odcinek specjalny. Zanim si¢ zardzniczkujemy, policzmy w®,, A why,
aby wiedzie¢, jakich czlonow szukaé¢ w (68), aby sie uproscity.
a a a/2
wis Awdy = —ws Awsp = ws Awpg = —0° A —60), = — 0% N\ Oy (69)
a a a

k k k2
wre ANwSy = % (%0, — x.0%) A % (z°0p — xpd°) = 12 (%20 A Oy — 2.2°0° N\ Oy — x%p0, A O° + xo20% A O°)

(70)
ale z.z¢ = s% oraz 0, A 6° = 0, wiec
a c kz a,.c a c 2pna
wc/\wb:p(szC/\Gbercl’bH A B¢ — 576 /\Gb) (71)
a
Teraz przypomnijmy, ze
14 k2 k a
de® = — 4 ga oraz d9° = ”3”9“ - aa A 63 (72)
a



i wro¢my do (68):

dwab

ka—/93/\(“07 0“)+£(d “0p —d 9“)+£(az“d0 — 2,d0?) =
2@2 T Uy Ty 24 T Uy Ty %2 b b —
Ka a0, — wy0%) A 0 Bl 09 A Gy — Oy A O%) +
52 (x%0p — xp0) + % & ( b — O
k. ’ k. ’ ,

L F e (R nge Yo ne?) —ay (FFege nae - Coo g3

2a 2a a 2a a
ka' " s ko k2s2 "
@(LB bexbg )/\0 +¥9 /\0b+ 4@29 /\ob

k k2

~5.3 (“0y — 230%) A 6% + v (%20 A O, — xpx 0% A O°) =
k k2
EG“ A Oy + 12 (520“ Ay — 220, N Oy — zpx 0% N 06) =

k
50“ A Oy —we AWy

Wiec, zbierajac wszystko razem:

12

- k a
Q% = dw® + w A w4+ w3 Aw’y = a—20a ANl —wie AWy +wie AwSp + ﬁﬂa A Oy

Podsumowujac dwuforma krzywizny dla tej metryki jest postaci:

" k 72
Q5 = — 0% 1 0 Qo = 10
a a

0% N 0y

(74)

(75)



