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Za kazde zadanie mozna otrzymaé 5 punktow.
1. ZADANIE
Fale pp
Rozwazmy metryke postaci: B
ds? = 2du (Hdu + dv) — 2d¢dé (1)

gdzie £ = x + iy, zas H jest dowolna funkcja.

Nalozenie na te metryke préozniowych réwnan Einsteina prowadzi do natozenia pewnych warunkéw na funk-
cje H. Znajdz te warunki.
Wskazowka: Mi wygodnie byto pracowaé w bazie form (9“)”:0172)3, w ktorej metryka jest postaci

g=20"®0"—20° 2 6° (2)
czyli
01 0 O
10 0 O
=100 0 -1 )
0 0 -1 0
Rozwigzanie

Jak zapowiedziatem, wprowadzam koreper
6° = du 6' = Hdu + dv 6? = d¢ 63 = dé 4)

Daje mi to nastepujace reguly podnoszenia i opuszczania wskaznikéw: podniesienie wskaznika 0 zmienia go na
1 i odwrotnie, za$ podniesienie wskaznika 2 zmienia go na 3 i dodaje czynnik —1 (i odwrotnie).

Rozniczki form bazowych:

dg® = de* =de* =0 (5)
de' = H,dv"du + Hedg Adu+ Hgdg/\ du (6)
gdzie wprowadzilem notacje pomijajaca przecinki: H, := 0,H = H,, a przez to oszczedzajaca czasu przy

pisaniu. Warto zauwazy¢, ze mnozenie zewnetrzne dv A du mozna zastapi¢é mnozeniem przez cale 6%, gdyz
sktadnik Hdu zostanie zabity przez du. Dostajemy wiec:

do' = H,0" N6° + He6* A6° + He6® A 6° (7)

Skorzystamy z pierwszego roéwnania strukturalnego oraz z beztorsyjnosci koneksji Levi-Civity:
Do* =do* +wh, NO¥ =" =0 (8)
Latwo sprawdzi¢, ze rownania (5) i (7) sa spelione jednoczesnie z (8), jesli jedyne nieznikajace komponenty

koneks;ji to:
wly =H,6° why = Het wls = Hg@o (9)



Znajac koneksje mozna przystapi¢ do liczenia dwuformy krzywizny. Znéw skorzystamy z rownania struktural-
nego, tym razem z drugiego:
O, = Dw!, = dwh, +wh, NP, (10)

Mozna od razu zauwazy¢, ze czton w A w bedzie nieistotny - jedyne nieznikajace komponenty koneksji sa bowiem
proporcjonalne do tej samej formy 6°, zas n A n = 0 dla jednoform. Co za tym idzie - jedyne nieznikajace kom-
ponenty krzywizny pochodzi¢ beda z rézniczkowania jedynych nieznikajacych komponentéw koneksji. Ponadto,
dzieki df° = 0, wystarczy rézniczkowaé funkcje H. Ostatecznie dostajemy:

Q'Y = HydvAdu+ Hyedé Adu+ H,gdE Adu (11)
Q'Y = HedvAdu+ Heedé Adu+ Hegd€ Adu (12)
Q's = HgdvAdu+ Hgd€ Adu+ HggdE A du (13)

Znowdz dv mozna zastapi¢ petng forma 61.

Qv = Hyb' NO° + Hye0® N0 + H g6 A 0°
Ql, = H§U91 /\90+H§§92/\00 +H§§93/\90 (14)
Qs = Hg,0' N0°+ Hg0? A0° + Hez6° N 6P

Aby odzyskaé¢ z omegi elementy tensora Riemanna, mozna albo mie¢ intuicje, albo wyrobié¢ ja sobie krotkim
wyprowadzeniem:

1 1 1
Q' = SRl N0 =S Rla0,0° N0+ SR 0" A0 = (15)
1 1 1 1
= 5Rlaooeo A0+ 5Rlao,,eo A+ 5Rlaboab A0+ 5Rlabceb AOC = (16)
1 1
= 0+ (—1)2§Rlab09b NE° + §R1ab09b A 6° +u nas zero = (17)
= R'wof® N6° (18)

Odczytujemy wiec niezerowe elementy macierzowe tensora Riemanna:

R'119 = Hy, Rli90 = Hye R'i30 = H,¢
R'510 = Hg, R'500 = Hee Rlys0 = Hee (19)
R'310 = Hg, R'sy0 = Hg, R'ss0 = Hge

Zauwazmy, ze po obnizeniu pierwszego indeksu zamieni sie on na zero. To wazna obserwacja: wszystkie niezni-
kajace sktadowe tensora Riemanna majg dwa indeksy réwne zero.

Spojrzmy teraz na tensor Ricciego. Jego elementy macierzowe R, = R ... Latwo policzy¢ elementy R,o:
Rio = Hyy Ry = Hgy R0 = Hg, (20)

WezZmy element macierzowy o dwoch indeksach niezerowych:
Rap = R b = RCaop + R' a1 + R acy = Riaos + Roats + R(5—cyach (21)

zaden ze sktadnikoéw sumy nie ma dwoch indekséw réwnych zero - a wiec kazdy ze sktadnikéw sumy znika, czyli
R, = 0. Pozostalo jeszcze policzy¢ Ryg:

Roo = R%000+R' 010+ R%020 + R030 = 0+ Roo10 — R3020 — R2030 = 0+ Rozao+ Rozso = R's20+ R'230 = Hge + Heg

(22)
Zatem tensor Riemanna:
Hs’s; Heg ng ﬁ%fv H;)*v
Ruw = Hg, 0 0 0 (23)
Hg, 0 0 0



Prozniowe rownania Einsteina sprowadzaja si¢ do postaci R, = 0. Daje nam to cztery réwnania:

Zakladam, ze funkcja H jest rézniczkowalna dwa razy, moge wiec zamienia¢ kolejnosé rézniczkowania.

Pierwsze trzy rownania mozna rozwiazaé zakladajac, ze H, = 0, czyli H nie zalezy od v. Sprawdzmy, czy da
si¢ je spelni¢ bez tego zalozenia. Wowczas musiataby znika¢ druga pochodna H po v oraz pierwsze pochodne H
po £ i &, czyli funkcja H byla by postaci
H = f(u)v (25)
Jaka daltoby to metryke? B
ds? = 2vf(u)du® + 2dudv — 2d€dE (26)
Nie przeliczytem tego, ale mam intuicje, ze ta metryka jest izometryczna Minkowskiemu. Kto sprawdzi, moze
sie podzieli¢ wyprowadzeniem.

No dobrze. Jesli natomiast zatozy¢, ze H, = 0, to spelnione mamy trzy réwnania, ale zostalo jeszcze czwarte.
Dzigki zamianie kolejnosci rozniczkowania sprowadza si¢ ono do Heg = 0. Czyli albo H nie zalezy od &, albo od
€. Zmienne te mozna z soba zamienia¢, dlatego zakladamy, ze H nie zalezy od £. Znaczy to, ze H jest funkcja
holomorficzna zmiennej £ (a dokladniej - rzeczywista czescia funkeji holomorficzne;j).

Ostatecznie wiec mamy nastepujace warunki:
H =R (H(u,f)) (27)

gdzie zaleznosé od u jest dowolna, a zaleznosé od £ holomorficzna.

2. ZADANIE

Pochodna Liego
Dana jest baza jednoform 6* oraz dualnych do nich po6l wektorowych X,. State struktury sa znane i wynosza
clpy tzn.:

do" = cj,0" N O° (28)
Dane jest tez pole tensorowe T = T),,0" ® §” oraz pole wektorowe Y.
Pochodna Liego tensora T jest réwniez tensorem:

LyT = S,,0" @ 6" (29)

Znalez¢ wspotczynniki S, .

Rozwiazanie
Zacznijmy od przywolania kilku wzoréw. Po pierwsze: pochodna Liego spelnia regule Leibnitza ze wzgledu na
mnozenie tensorowe:

LxARB=(xA)®@B+A® (xB) (30)
Po drugie pochodna Liego funkcji to po prostu dziatanie wektorem na funkcje:
Lxf=X(f) (31)



Po trzecie pochodna Liego formy rézniczkowej to (anty)komutator pochodnej zewnetrznej d i zwezenia o x*:
Lxn =x (dn) +d (1xn) (32)

dla jednoformy sprowadza si¢ to do
Lxn=dn(X,-)+dn(X) (33)

Roéwnanie (33) mozna wyprowadzi¢ z (30), (31) oraz z dzialania pochodnej Liego na wektory:
LxY =[X,Y] (34)

i wiedzy, jak pochodna Liego zachowuje sie przy braniu sladu (a $lad to sumowanie, wiec rézniczkowanie komu-
tuje). Jest to prosty rachunek, ktory robiliémy na ¢wiczeniach.

Znajac te podstawy mozemy przejs¢ do zadania. Stosujemy najpierw regute Leibnitza:
LyT = (vTy) 0" @0" +T,, (v0") ® 60" +T,,0" @ (v0”) (35)
Z (31) znamy pierwszy czton: LyT),, =Y (T,,). Musimy wiec tylko nauczy¢ sie rozniczkowac formy 6<:
Ly 0 =1ydf* +d (07(Y)) = 1yc§,0° A0 +d(Y) = c§,0° AO7(Y,-) +d(Y) (36)
gdzie Y* := 6%(Y). Liczymy rozniczke kozystajac zz wzoru
df = Xa(£)0" (37)

oraz kontrakcje, kozystajac z wzoru
nAw(A,-) =n(A)w —w(A)n (38)

1 pamigtajac, ze stale struktury ¢ sa antysymetryczne w dolnych wskaznikach. Dostajemy:
Ly 0 = c3, Y07 — Y07 + Xs5(Y)0° = (2¢5, Y7 + X, (Y*)) 67 (39)
Pozostaje tylko wstawi¢ (39) do (35) i uporzadkowac¢ wskazniki:
LyT = Y(Tu)0" 0" + Ty (265,77 + X, (V) 07 0" + T @ (25,Y7 + X,(Y*)) 07 (40)
= Y(T,)0"®0" +T,, (2%)/5 + XH(Y7)> 0" © 0" + T, 0" (2chYB + XV(YW)) 0 (41)
I ostatecznie, wyciagajac formy przed nawias, dostajemy:

Sy = Y (Th) + T (2cgﬂyﬂ + Xﬂ(yv)) + T, (chyyﬂ + X,,(W)) (42)

*Nie umialem znalezé ATEX-owego symbolu, z ktérym mi sie kojarzy zwezenie, czyli odwroconego —. Jakby ktos
wiedzial, gdzie go szukaé, to bede wdzieczny za informacje.



