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1. CEL ZAJEC

Chciatbym, aby$my na tych ¢wiczeniach wyprowadzili model sferycznie symetrycznej gwiazdy politropowe;j.
Nazwa ,gwiazda politropowa” pochodzi od réwnania stanu, jakie przyjmuje sie dla materii w tej gwiezdzie:
przyjmuje sie potegowsa zalezno$¢ cisnienia o gestosci

p=r" (1)
gdzie a to dowolna liczba (niekoniecznie catkowita).
Do problemu podejdziemy w nastepujacych krokach:
o Przeanalizujemy symetrie uktadu i zalozymy pewna postaé¢ metryki.
e Dla zalozonej postaci metryki znajdziemy tensor Ricciego.

e Podzielimy myslowo czasoprzestrzen na ,wnetrze” i ,zewnetrze” gwiazdy. W kazdym obszarze wypiszemy
tensor energii-pedu i znajdziemy rozwiazanie réwnan Einsteina.

Nalozymy warunki zszycia na otrzymane rozwiazania.

e Zaproponujemy fizyczna interpretacje statych, ktore sie pojawia podczas rozwiazywania zadania.

Poprosze was o przeprowadzenie czesci tych rachunkéw samodzielnie w domu.

Komu w droge, temu do dzieta

2. ANALIZA SYMETRII UKEADU

Rozwazany uklad to sferycznie symetryczna gwiazda. Sferyczna co oznacza - kazdy widzi. Stowo ,gwiazda”
natomiast sugeruje, ze uklad jest stabilny, stacjonarny. Gwiazda bowiem zasadniczo nie zmienia sie w czasie
(tzn. mamy przeplyw energii, Swicenie gwiazdy, ale w tym modelu to pomijamy). Wniosek stad, ze istnieje
czasowy wektor Killinga.

Z istnienia czasowego wektora Killinga wynika (czy to jasne?) istnienie foliacji calej czasoprzestrzeni na
identyczne, trojwymiarowe, przestrzenne powierzchnie (Cauchy’ego) ¥, w kazdym punkcie prostopadie do tego
wektora. Mozemy wiec wybraé¢ wspotrzedne tak, aby wspotrzedna ¢ byta parametrem afinicznym pola Killinga.

Zatem metryka musi by¢ postaci
ds? = 4@ a2 — A?°%(x) (2)

gdzie A jest pewng funkcja wspotrzednych przestrzennych, zas d2% to metryka na powierzchniach statego czasu.

Ze sferycznej symetrii uktadu wynika z kolei posta¢ metryki na powierzchniach Cauchy’ego. Da sie wybraé
wspotrzedne tak, aby byta ona postaci

4’2 = 2P dr? 4 r2 (d6* + sin® 0dg?) (3)

Wynka z tego takze, ze funkcja A musi zaleze¢ wylacznie od wspolrzednej r (czy to wszystko jasne?).

Ostatecznie wiec sferycznie symetryczna, stacjonarna metryka jest postaci

ds? = 24N dqdt? = 2B dr? — 2 (46 + sin? 0d¢?) (4)



3. OBLICZENIE TENSORA RIEMANNA DLA SFERYCZNIE SYMETRYCZNEJ,
STACJONARNEJ METRYKI

To cze$é ¢wiczen, ktorg prositbym, abyscie przeliczyli w domu.
Znajac metryke (4) wprowadZmy ortonormalny korepper:
00 = eAdt o' = ePdr 6 = rdo 03 = rsinfde (5)
Przy takim wyborze form bazowych metryka jest postaci
ds® = g, datdz” = 1,,0"0" (6)
gdzie n = diag(+1, —1,—1,—1). W takiej metryce forma koneksji Levi-Civity jest antysymetryczna (po obnizeniu
indeksow):
Wpy = —Wup (7)
Korzystajac z I rownania strukturalnego mozna obliczy¢ forme koneksji (wiedzac oczywiscie, ze koneksja

Levi-Civity jest beztorsyjna):
DO = 0F =0 =do" +w*, A" (8)

Rownania (8) pozwalaja wyliczy¢ elementy macierzowe w,, . Nastepnie, dzieki drugiemu réownaniu struktural-
nemu, mozemy znajac koneksje obliczy¢ krzywizne:

Q= Dwyy = dwpy + Wi Awiey (9)

Znajac za$ forme krzywizny mozna obliczyé¢ tensor Riemanna, korzystajac z réwnosci

1
Qo = 5 Ryvagt® A 0° (10)

Dalej, z tensora Riemanna obliczamy tensor Ricciego:
R, = R% v (11)

I skalar Ricciego
R=R", (12)

Prositbym Was o przeprowadzenie tych krokéw. Fatwo sprawdzié, czy otrzymalo sie wlasciwy wynik, pod-
stawiajac go do prozniowych réwnan Einsteina R, = 0 i sprawdzajgc, czy rozwigzaniem jest czasoprzestrzen
Schwarzschilda.

4. CO DALEJ, CZYLI CO ZROBIMY NA CWICZENIACH

Cwiczenia chcialbym zaczaé zakladajac znajomosé postaci tensora Ricciego. Wtedy wyprowadziliby$my tensor
energii-pedu dla materii wewnatrz gwiazdy i rozwiazaliby$Smy réwnania Einsteina w tym obszarze. Na zewnatrz
gwiazdy rozwiazaniem bedzie czasoprzestrzen Schwarzschielda.

Nastepnie zszylibysmy te dwa rozwiazania wiazac promieri Schwarzschielda geometri zewnetrznej z para-
metrami geometrii wewnetrznej. Nastepnym krokiem bedzie zinterpretowanie wolnych parametréw geometrii
wewnetrznej (o ile dobrze pamietam sa to gestosé w centrum gwiazdy oraz catkowita masa, ale to jeszcze zoba-

czymy).

Pozdrawiam i do ustyszenia w Srode, o 9:00 !
JP



