Podstawowe informacje o funkcjach wyktadniczej i logarytmicznej

Jakub Zielinski

W opracowaniu zostaly przedstawione podstawowe wiasciwosci funkcji
wyktadniczej i logarytmicznej wraz z przyktadami zastosowan w medycynie.
Informacje o zastosowaniach oraz przyktady wystepuja bezposrednio

po odpowiednim fragmencie teorii.

1. Funkcja wyktadnicza

Funkcja wyktadnicza zmiennej x to dowolna stata dodatnia podniesiona do potegi x.
NajczesSciej stala ta jest liczba e = 2,71... Funkcja wyktadnicza przybiera wiec postaé e”.
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Rys. 1 Wykres funkcji e*

Prostym uogdlnieniem jest funkcja postaci e* lub e™, gdzie a jest stala dodatnia.

Zamiana dowolnej funkcji f(x) na f(ax) powoduje jedynie zmiang skali na osi poziome;.
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Rys. 2 Wykres funkcji ™ Rys. 3 Wykres funkcji e’

Z powyzszych rysunkdéw widac, ze im stata a jest wigksza, tym wykres funkcji e jest

bardziej stromy. W szczegdlnym przypadku gdy a=0 funkcja ¢ jest funkcja stata,

gdyz ™ = 1.



Natomiast funkcja e jest malejaca. Jej wykres jest odbiciem zwierciadlanym funkcji e®
wzdhuz osi OY.

Rys. 4 Wykres funkcji ™

Jak wida¢ z powyzszych wykresow, funkcja wyktadnicza przybiera jedynie wartoSci
dodatnie.

Przyktadem zastosowania w medycynie, jest zanik monochromatycznej wiazki
promieniowania Roentgena w materii lub rozpad promieniotwodrczy pierwiastkow.
W pierwszym przypadku natg¢zenie promieniowania / dane jest wzorem:

I(x)=1(0)e™,

gdzie I(0) — to nat¢zenie wychodzace z lampy Rentgenowskiej, £ — liniowy wspotczynnik
pochtaniania promieniowania w materii, x — grubo$¢ warstwy pochtaniajace;.
Jednostka liniowego wspoiczynnika pochlaniania (absorpcji) jest [1/m].

Natomiast w przypadku rozpadu promieniotwdrczego, liczba nietrwatych atomow spada
wyktadniczo z czasem:

N@)=N(0)e™",

gdzie N(0) — to poczatkowa liczba atomoéw, A - stata rozpadu, ¢ — czas.

Jednostka statej rozpadu jest [1/s]. Latwo si¢ domys$li¢, ze ma ona $cisty zwiazek z czasem
potowicznego rozpadu. Jaki? Na pewno sa to wielko$ci odwrotnie proporcjonalne (wynika to
z ich jednostek). Na doktadniejsza odpowiedz musimy jeszcze poczekac¢ — potrzebna nam
bedzie znajomos$¢ logarytmow.

Dzigki temu, ze:
n+m

n_m
XX =X ,

iloczyn dwoch funkcji wyktadniczych tez jest funkcja wyktadnicza:



Natomiast suma dwoéch funkcji wyktadniczych funkcja wyktadnicza juz nie jest!
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Rys. 5 Wykres funkcji e +e "%

Dlatego promieniowanie hamowania emitowane przez lampg rentgenowska nie zanika
wyktadniczo w materii. Jest ono bowiem mieszaning fal o r6znej dtugosci, z ktérych kazda
jest w réznym stopniu absorbowana przez materig. Zazwyczaj' im fala rentgenowska jest
krotsza tym lepiej przenika przez o$rodek materialny. Dtuzsze dala sa wige silniej
pochtaniane od krotszych. Zatem, w miar¢ propagacji w osrodku zmniejsza si¢ srednia
dhugos¢ fali. W rezultacie, mierzony wspotczynnik absorpcji spada wraz z grubos$cia
absorbentu. Efekt ten nazywa si¢ utwardzaniem promieniowania.

Czy w ten sposdb mozna promieniowanie uczyni¢ dowolnie przenikliwym? Nie. Widmo
lampy rentgenowskiej jest bowiem ograniczone (dla danego napigcia lampy istnieje
minimalna dlugo$¢ emitowanej przez nia fali). Zatem promieniowanie stanie si¢ z dobrym
przyblizeniem monochromatyczne — zaczna dominowac¢ najkrétsze fale. Dla
monochromatycznego promieniowania, absorpcja jest juz wyktadnicza.

Zatem obserwowany, wraz ze wzrostem grubo$ci absorbentu, spadek wspodtczynnika
pochtaniania przy pewnej grubos$ci ustaje.

Podobnie, wbrew powszechnej opinii, skazenie terenu substancja promieniotworcza nie
zanika wyktadniczo.

Po pierwsze, niemal zawsze teren jest skazony wieloma izotopami. Kazdy z nich rozpada si¢
z inng szybkoscia. O zaniku wyktadniczym mozemy méowié, dopiero gdy zostanie juz tylko
jeden izotop.

Po drugie, produkty rozpadu promieniotworczego zazwyczaj nie sa trwate (oczywiscie czastki
alfa, beta i gamma sa trwale ale nietrwale moga by¢ pozostale produkty rozpadu). Dlatego
liczba niektorych nietrwatych atomoéw najpierw zwigksza si¢ by nastgpnie zmale¢ do zera.

Oczywiscie natgzenie promieniowania wigze si¢ z atomami, ktoére wiasnie si¢ rozpadty, a nie
atomami nietrwalymi, ktore dopiero ,,czekaja na swoja kolej”. Dlatego, przy tej samej liczbie
atomoOw, jesli ich czas potowicznego rozpadu jest krotszy to natgzenie promieniowania jest
wigksze niz w sytuacji gdy jest on dluzszy.

! Doktadna zalezno$é wspotczynnika pochtaniania od dtugosci fali jest bardzo skomplikowana. Fale
rentgenowskie rzeczywiscie tym lepiej przenikaja przez materig¢ im sa krotsze. Ale juz fale radiowe (r6znigce sig
od rentgenowskich wtasnie dtugoscia) zazwyczaj tym lepiej sig rozchodza im sa dtuzsze. Podobnie jest w
przypadku ultradzwigkow. Im sa krotsze tym ptycej penetruja ciato pacjenta. Sytuacje komplikuja jeszcze
zjawiska rezonansowe — jesli foton ma energig zblizona do rdznic energii poziomow energetycznych (powlok
elektronowych, orbitali) w substancji na ktora padaja to wysoce prawdopodobne jest jego pochlonigcie.
Rownoczesnie czasteczka (atom) ktora pochlongta foton przeskakuje na wyzszy dozwolony poziom
energetyczny. Jest to sytuacja podobna do generowania promieniowana charakterystycznego w mammografach.



Ze szkoty $redniej wiemy, ze
(xl’l’l)l’l:xm n

Oznacza to, ze kwadrat funkcji wyktadniczej nie jest jakim$ nowym rodzajem funkcji tylko
funkcja wyktadnicza o dwa razy wigkszym wspotczynniku:

(ex)2=e2x'
Co wigcej mozemy w ten sposob zamienia¢ podstawg funkcji wyktadnicze;j:
Wiemy wigc, jak przejs¢ od funkcji wyktadniczej o podstawie 3 do funkcji o podstawie 9.
Podobnie, potrafimy zamieni¢ funkcj¢ wyktadnicza o podstawie 4 na funkcj¢ wyktadnicza o
podstawie 2 lub 16. Ale jaki jest zwiazek funkcji wyktadniczej o podstawie 2 z funkcja o

podstawie 10 lub e? Do tego tez bedziemy potrzebowaé logarytmow. Czas wigc najwyzszy
si¢ z nimi zapoznac.

2. Funkcja logarytmiczna

Funkcja logarytmiczna o danej podstawie jest odwrotno$cia odpowiedniej funkcji
wyktadniczej (tak jak pierwiastek jest odwrotno$cia funkcji potggowe;).

Czyli log,b =x <= a" = b.

Zazwyczaj uzywa si¢ funkcji logarytmicznych o podstawach 10 lub e. Stosowane sa wigc dwa
uproszczone oznaczenia logarytmoéw tych podstawach: log;o(x)=log(x) oraz log.(x)=In(x).

Zatem:
log>(2)=x, In(e")=x, ¢"¥=x, log(10")=x, 10°¢¥=x, itd.

Zatem logarytm naturalny (o podstawie ¢) z x odpowiada na pytanie ,,do jakiej potegi trzeba
podnies¢ e aby otrzymac x? Analogiczng interpretacj¢ maja warto$ci pozostatych logarytmow.
Zatem:

log(100) =2, log(10)=1, log(1)=0, log(1/10)=-1, itd.
Dla wprawy podam jeszcze kilka przyktadow: log,(16)=4, In(e)=1, In(e’)=2.

W praktyce, poza logarytmem naturalnym i dziesi¢tnym, mozna si¢ spotkaé jeszcze z
logarytmem o podstawie 2. Sg one do$¢ czgsto stosowane w informatyce — komputery
uzywaja systemu dwojkowego. Podobnie, dla ludzi wygodny jest logarytm dziesi¢tny.
Dlaczego wigc logarytm o niewymiernej podstawie e jest nazywany naturalnym? Na
odpowiedz musimy jeszcze poczekac.

Pamigtamy, ze funkcja wyktadnicza przybierala jedynie wartosci dodatnie. Oznacza to, ze
logarytm jest zdefiniowany jedynie dla dodatnich warto$ci x. Nie umiemy np. odpowiedzie¢
na pytanie ,,do jakiej potegi trzeba podnies¢ 10 aby otrzymac -27”.



Rys. 6 Wykres funkcji In(x)

Jaki jest zwiazek pomigdzy logarytmami o r6znych podstawach?
Najpierw policzmy logarytmy dla kilku najwazniejszych dla nas warto$ci:

log>(2)=1, logs(e)=1.443, log>(10)=3.322,
In(2)=0.693, In(e)=1, In(10)=2.303,
log(2)=0.301, log(e)=0.434, log(10)=1.

Widaé, ze log(2) *log,(10) = log(e)*In(10) = In(2) *log:(e) = 1.
Rzeczywiscie, prawdziwy jest ogolny wzor:

loga(b)*logi(a) =1.

Po prostu aby jesli a"=b to b""=a. Powyzsza rowno$¢ mozemy jeszcze sprawdzi¢ na prostym
przyktadzie: log(100) = 2 oraz log;oo(10)=1/2.

Dysponujemy wigc pierwszym wzorem pozwalajacym zamienia¢ podstawy logarytmow. Jak
jednak policzy¢ logarytm o podstawie 2 korzystajac z kalkulatora, na ktorym dostgpne sa
jedynie logarytmy naturalny i dziesi¢tny?

Skorzystamy w tym celu ze wzoru:
log,b=(log.b)/(log.a).
Sprawdzmy na prostym przyktadzie (a=100, b=10000, c=10):
2=1og00(10000)=log(10000)/log(100)=4/2=2.

Ogodlnie logpo(x)=log(x)/log(100)=log(x)/2. Wynik jest tak naprawd¢ oczywisty — jako, ze
100=10" jasne jest, ze 10 trzeba podnies¢ do dwa razy wickszej potegi niz 100, zeby
otrzymac t¢ sama liczbeg.

Mamy wigc sposob na obliczanie logarytmow o dowolnej podstawie majac do dyspozycji
jedynie logarytmy dziesigtne lub naturalne, np. log>(x)=log(x)/log(2)=In(x)/In(2).

Zardéwno log(2) jak i In(2) to stale. Widzimy wigc, ze logarytmy o réznych podstawach réznia
si¢ tylko czynnikiem multiplikatywnym (czyli stalg przez ktéra trzeba pomnozy¢ logarytm o
jednej podstawie aby otrzymac inny).



Jako ¢wiczenie warto sprawdzié, np. ze log»(16) = 4, korzystajac z logarytmoéw naturalnych
lub dziesigtnych. Mozna tez sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze In(x) = log(x)/log(e)
oraz log(x) = In(x)/In(10).

Pamigtamy (mam nadzieje), ze dla funkcji wyktadniczej: '’ = ¢

Dla logarytmow (jako funkcji odwrotnych) spetnione jest analogiczne prawo:

In(xy) =Inx) + In(y).
Jezeli przyjmiemy x = y to In(x’) = 2 In(x). Wz6r ten mozemy latwo uogolnié:
Inx") = n In(x).
Ktadac n = -1 dostajemy :
In(1/x) = - In(x).
Laczac powyzsze wzory, dostajemy:

In(x/y) = In(x) — In(y).

Powyzsze wzory, zostaty podane dla logarytmow naturalnych, ale sa stuszne dla logarytmow
o dowolnej podstawie. Sprawdzmy:3 = log(1000) = log(100*10) = log(100) + log(10) = 2+1.

Wiasciwosci logarytmoéw sa podstawg tak zwanej skali logarytmicznej. W przeciwienstwie do
skali liniowej, w rownych odstgpach sa umieszczane nie warto$ci interesujacej nas wielkos$ci
ale ich logarytmy. Przyktadowo: 1/100, 1/10, 1, 10, 100, 1000...

Dzigki twemu mozna umiesci¢ na jednej osi zaréwno wielkosci bardzo mate jak i bardzo
duze. Innym niezwykle waznym zastosowaniem skali logarytmicznej jest mozliwos¢
»wyprostowywania” funkcji. Jak wiemy monochromatyczne promieniowanie rentgenowskie
zanika wykladniczo w materii: I(x) = I(0) e™. Jesli wiec bedziemy mierzy¢, jak spada
natezenie /(x) wraz z gruboscia warstwy pochtaniajacej x, powinni$§my moc wyznaczy¢
warto$¢ wspotczynnika pochtaniania &, gdyz jest on jedyna niewiadoma. Problem w tym, ze
trudno ,;na oko” oceni¢ czy nasza funkcja wyktadnicza to powiedzmy e~ czy moze .
W tym celu musimy przeksztatci¢ rownanie opisujace zanik promieniowania. Policzmy
logarytm naturalny z obu stron: /n(I(x)) = In(1(0)e™) = In(1(0)) + In (™) = In(1(0)) - kx.
Widzimy wigc, ze logarytm naturalny z natezenia jest liniowa funkcja grubosci absorbentu, a
w wspotczynnik pochlaniania & jest wspotczynnikiem proporcjonalnos$ci tej zaleznos$ci. Jego
warto$¢ mozemy juz tatwo odczyta¢ z wykresu lub obliczy¢ stosujac wzory na regresje
liniowa.

W podobny sposdb mozna rozwiazac¢ nastgpujacy problem: wiemy, ze pewna wielkos¢ y,
ro$nie wraz ze wzrostem innej wielkos$ci x, szybciej niz liniowo. Nie wiemy jednak czy y
zalezy od drugiej czy moze trzeciej potegi x. Zapiszmy wiec: y = A x", gdzie stale 4 oraz n sa
nieznane. Po obustronnym zlogarytmowaniu dostajemy: /n(y) = In(A x") = In(4) + n In(x).
Zatem jes$li zard6wno na obu osiach (OX 1 OY) umiescimy logarytmy odpowiednich wartosci,
funkcje liniowa, kwadratowa, szeScienna, pierwiastek (n nie musi by¢ przeciez catkowite)
stang si¢ prostymi. Wartosci /n(4) oraz n mozemy odczyta¢ z wykresu. W powyzszym
problemie zamiast logarytméw naturalnych, mogliby$Smy uzy¢ logarytméw dziesigtnych.



Funkcja logarytmiczna wystepuje we wzorze Nersta okreslajacym potencjat powstajacy
pomigdzy dwoma stronami blony:

VY=RT/F In(cy/c)),

gdzie R — stata gazowa, F’ — stata Faradaya (tadunek jednego mola jonéw), 7 — temperatura w
Kelvinach, c¢;i ¢;— stezenia jondw po obu stronach btony.

Wida¢, ze potencjat Nersta zalezy tylko od ilorazu stgzen. Dla rownych stezen wynosi zero,
bo In(1)=0. Jesli iloraz stgzen wzros$nie e-krotnie, potencjat Nersta wzrasta o stata warto$¢
RT/F. Zatem, dla co/c;=e potencjal wynosi V'=RT/F, dla dla co/c;=e’ potencjal wynosi
VY=2RT/F itd.

To bardzo specyficzna wiasciwos¢é: potencjat nie jest proporcjonalny do réznicy stezen.
Dzigki temu nawet niewielkie r6éznice stgzen jonow po obu stronach btony, powoduja
powstanie istotnego potencjalu. Natomiast zwigkszanie (nawet znaczne) roznicy st¢zen nie
spowoduje powstania duzego napigcia pomigdzy obiema stronami blony (r6znica potencjatow
oczywiscie bedzie rosta ale coraz wolniej).

Co sig stanie jesli zamienimy miejscami st¢zenia po obu stronach btony, czyli ¢, zamienimy z
c;? Dzigki temu, ze In(1/x) = - In(x): In(cs/c;)= - In(ci/c;). Zatem zmieni si¢ jedynie znak
potencjatu. Jest to oczywiscie zgodne ze zdrowym rozsadkiem.

Wzor Nersta dotyczy sytuacji, gdy w roztworze po obu stronach btony wystepuje tylko jeden
rodzaj jonow. Jesli tak nie jest, musimy korzysta¢ z nieco bardziej skomplikowanych wzorow
Hendersona 1 Goldmana — jednak i one zawieraja funkcje logarytmiczna.

Zwro¢my uwage, ze zamiast logarytmu naturalnego, we wzorze na potencjal Nersta mozemy
uzy¢ np. logarytmu dziesigtnego: V'=RT/F In(cy/c;)= RT/F log(cs/c;)/log(e)

=2.303 RT/F log(cy/c)).

Jak wida¢, wzor stal si¢ nieco bardziej skomplikowany. Jest to istotne uzasadnienie
przedrostka ,,naturalny” dla logarytmu o podstawie e. Zazwyczaj, gdy staramy si¢ powigzac
wielkos$ci wystgpujace w przyrodzie (naturze) i musimy uzy¢ logarytmu to jest to logarytm
naturalny.

Funkcja logarytmiczna wystepuje roéwniez w prawie Webera-Fechnera: ,,wielko$¢ wrazenia
zmystowego jest proporcjonalna do logarytmu z nat¢zenia bodzca”.

W powyzszym prawie nie sprecyzowano o jakie logarytmy chodzi. Nie jest to jednak
niedopatrzenie. Jak wiemy, zamiana podstawy logarytmu powoduje tylko przemnozenie
wyniku o stala. Zmienia si¢ wigc jedynie wspotczynnik proporcjonalnosci, a nie posta¢ prawa.

Przyktadowo, poziom natgzenia dzwigku (mierzony w belach) jest zdefiniowany jako:
L =log(l/ly) [B],
gdzie I, = 1072 [W/m’] — przyjmuje sie, ze jest to najmniejsze natezenie dzwicku jaki moze
by¢ ustyszany przez czlowieka.
Zazwyczaj jednak poziom nat¢zenia dzwigku nie jest podawany w belach, a w jednostkach 70

razy mniejszych: decybelach. Zatem:

L = 10*log(I/l,) [dB].



Zatem natezeniu /0™ /W/m’] odpowiada poziom natezenia 0/db]. Gdy natezenie jest 10 razy
wigksze, poziom natgzenia wynosi /0/dB], dla natgzenia /00 razy wigkszego niz Iy, poziom
natezenia wynosi 20/db/, itd.

Podobnie, poziom natezenia -/0/dB] oznacza dzwigk, o natezeniu /0 razy mniejszym niz Iy,
-20[dB] natezenie 100 razy mniejsze od wzorcowego itp. Warto tez zwrdci¢ uwage, ze ciszy
absolutnej odpowiada poziom natg¢zenia -co/dB].

Zaleta stosowania dB jest to, ze wyrazony w nich poziom natgzenia jest w przyblizeniu
proporcjonalny do intensywnos$ci wrazenia stuchowego. To ze nasze zmysly ,,logarytmuja”
jest bardzo pozyteczne. Dzigki temu mozemy odbiera¢ zarowno dzwigki ciche jak i bardzo
glosne. Prog bolu wystepuje typowo przy poziomie nat¢zenia //0/dB]. Jakie jest wtedy
nat¢zenie dzwigku?

110 = 10 log(l/ly), czyli log(l/ly) = 11. Skorzystamy teraz z faktu, ze logarytm dziesigtny jest
funkcja odwrotna do funkcji 10%. Zatem: I/l = 10",

Czyli ostatecznie: [ = Iy«10" = 0.1 [W/m’].

Widzimy wicc, ze najwicksze natezenie jakie jestesmy w stanie zarejestrowaé jest okoto 70"’
(sto miliardow) razy wigksze od najmniejszego.

Niestety przez to, ze wrazenie stuchowe nie jest proporcjonalne do nat¢zenia nie jestesSmy w
stanie precyzyjnie ocenia¢ poziomu natg¢zenia dzwigku. Podobnie, poziom natezenia dwu
zrddel mierzony w decybelach nie jest suma poziomdw natezenia sktadnikéw. Wezmy dwa
zrodia o poziomie nat¢zenia /0 /dB] kazde. Ich natezenia to: 10 = 10 log(1/1).

Zatem log(l/ly) =1, wigc I/Iy = 10. Czyli kazde ze zrodet emituje dzwigk o natgzeniu

107" [W/m’]. Sumaryczne natezenie wynosi wiec 2*10™'[W/m®”]. Poziom natezenia od obu
zrodel wynosi wiec: L = 10 log(2*107/107%) = 10 log(20) = 10 log(2*10) =

10 (log(2)+log(10)) = 10(log(2) +1) = 13.010.

Jeszcze mniej intuicyjny wynik otrzymujemy, gdy wyznaczamy sumaryczny poziom
natezenia dzwigkow o skrajnie r6znym natgzeniu. Jakie wigc bgdzie poziom natgzenia
dzwigku jesli obok siebie stoja dwa zrodta generujace dzwigki o poziomach nat¢zenia
100[dB] i 10[dB]?

Najpierw wyznaczmy natezenia poszczegolnych dzwigkow.

100 [dB] = 10 log(I,/I,), wigc I,/I, = 10" Zatem I, = 107 [ Wim’]. W analogiczny sposob
otrzymujemy natezenie drugiego zrodta: I, = 107 [W/m’] (warto samemu to przeliczyc).
Sumaryczne natezenie wynosi wiec I =I; + I, = 107 + 10 [W/m’]. Calkowity poziom
natezenia dzwicku bedzie wigc rowny: L = 10 log((107 + 107"")/107"?) [dB] =

10 log (10" + 10) [dB] = 10 log(10"°(1 + 10°°)) [dB] = 10( log(10'°) + log(1 + 10°°)) [dB] =
100 + 10 log(1 + 10°°) [dB]= 100 + 4.343*10° [dB].

Wynik nie powinien tak naprawdg zaskakiwac. Jesli obok siebie stoja zrodta dzwigkdéw o
natezeniach rozniacych si¢ miliard razy, wptyw stabszego zrodta musi by¢ znikomy. Dziwic¢
moze fakt iz poziom natg¢zenia /00 [dB] odpowiada natgzeniu miliard razy wigkszemu niz
poziom natezenia /0 [dB]. Skala logarytmiczna z pewnos$cia nie jest intuicyjna — rzecz w tym,
ze tak wlasnie funkcjonuja nasze zmysly — nawet osoby obdarzone stuchem muzycznym sa
wstanie precyzyjnie rozpoznawac¢ wysokos¢ (czestotliwosc), a nie natezenie dzwigku.

W definicji decybeli uzyto logarytmoéw dziesi¢tnych, a nie naturalnych gdyz poziom
natezenia dzwigku nie jest obiektywnie mierzalng wielkoscia fizyczna — jest nia nat¢zenie
mierzone w /[W/m’]. Mozna wiec bylto uzyé logarytméw o dowolnej podstawie — to tylko
kwestia konwencji.



W decybelach mozna wyrazi¢ nie tylko poziom natezenia dzwigku ale w zasadzie dowolna
wielko$¢ dodatnio okreslong (nie istnieja logarytmy z liczb ujemnych). Trzeba tylko przyjac
jaki$ poziom odniesienia — dla dzwicku jest to umowny prog styszalnosci: 1072 [W/m’].
Bardzo czgsto w decybelach jest wyrazany stosunek szumu do sygnatu — jako odniesienie
przyjmowane jest nat¢zenie szumu. Jesli wigc stosunek sygnatu do szumu wynosi 20 /dB] to
oznacza to, ze natgzenie sygnatu jest /00 razy wigksze od natgzenia szumu. Do$¢ czgsto w
decybelach wtasnie podawane jest wzmocnienie sygnalu uzyskiwane we wzmacniaczach.
Analogicznie, stukrotnie ostabienie sygnatu bedzie zapisane jako -20/dB].

Stuch nie jest jedynym ,,logarytmujacym” zmystem. Podobnie jest ze wzrokiem. Sytuacje
komplikuje zmienna — w zalezno$ci od natgzenia $wiatta — §rednica zrenicy. Dlatego w
przypadku $wiatta nie uzywamy decybeli do okreslenia poziomu nat¢zenia. Wrazenie
,jasnosci” jest proporcjonalne do logarytmu natg¢zenia tylko przy zatozeniu stalej $rednicy
zrenicy. Dlatego tak trudno robi¢ zdjgcia aparatem fotograficznym starego typu — bez
wbudowanego $wiatlomierza.

3. Funkcja wyktadnicza raz jeszcze

Dzigki znajomosci logarytméw bedziemy mogli powiaza¢ rézne funkcje wyktadnicze.
Wroémy do funkcji przedstawiajacej pochlanianie promieniowania w materii.

Po przejéciu przez warstwe o grubosci x, natezenie spada ™ razy. Czy mozna zapisaé to
prawo za pomoca funkcji wyktadniczej o podstawie 10? Jesli tak to: e™ = 1077,

Poza podstawa zmienit si¢ jeszcze wspotczynnik: zamiast & jest K/0. Nie powinno to
zaskakiwa¢ — wiemy przeciez, ze 4° = 2%, podobnie 1000" = 10™. Pozostaje tylko ustali¢ jaki
jes‘g< %zvia(zek pomiedzy wspotczynnikami k i K10. Obustronnie logarytmujemy rownanie e =
10777,

In(e™) = -kx = In(10%°%) = log(10%"%)/log(e) = - (K10 x)/log(e). Dzielac obustronnie przez
x dostajemy k = K10/log(e) = K10/0.434 = 2.303*K10.

Rachunek powyzszy mozna wykona¢ dzialajac na obie strony rownania logarytmem
dziesig¢tnym, a nie naturalnym. Otrzymamy wtedy (polecam jako szybkie ¢wiczenie!)

K10 = k/In(10) = k/2.303. Czyli doktadnie ten sam wynik.

W podobny sposdéb mozna zamienia¢ funkcje wyktadnicze o dowolnej podstawie. Zatem:

ohx = R0 x _ 5kin(2)x

Pozostaje jednak pytanie: dlaczego wspdtczynnik przy e jest ,,wtasciwy”? Dlaczego to k jest
wspotczynnikiem absorpcji, a nie np. K10 = k/In(10)?

Argumentem funkcji wyktadniczej (ale rowniez np. trygonometrycznej) musi by¢ zawsze
wielko$¢ bezwymiarowa (nie posiadajaca jednostek). Nie ma bowiem sensu wyrazenie typu
,»sinus z jednego metra”. Skoro grubo$¢ x mierzymy w metrach to jednostka wspotczynnika
absorpcji £ musi by¢ [1/m]. Odwrotno$¢ tego wspotczynnika ma wigc sens pewnej grubosci.
Jakiej? Jesli x=1/k to ™ = ¢ = I/e. Zatem odwrotnos¢ wspotczynnika absorpcji k to
odlegtos¢ po przebyciu , ktorej natgzenie promieniowania spada e-krotnie. Natomiast
odwrotnos$¢ wspotczynnika K70 to droga po przebyciu ktorej nat¢zenie spada
dziesicciokrotnie. Przy jego uzyciu prawo absorpcji przybiera postaé: I(x) = 1(0) 10%'°*. Taka
postac byta powszechnie stosowana jeszcze kilkanascie lat temu — gdy nie byto powszechnie
dostepnych kalkulatorow byta to posta¢ zdecydowanie najwygodniejsza. Obecnie niekiedy
stosuje si¢ spotyka si¢ prawo absorpcji w postaci:

I(x) = 1(0) 272" = 170) 27"



Wystepujacy w powyzszym wzorze K2 = k/In(2), a D to po prostu jego odwrotnos$¢. Grubosé
D nazywa si¢ grubo$cia polowiaca — po jej przebyciu natgzenie spada bowiem o potowg.
Tylko pozornie jest ona jakos szczegdlnie wyrdzniona. ,,Prawo polowicznego zaniku” roéwnie
dobrze mogto by si¢ nazywac ,,prawem poczwornego zaniku” z grubos$cia dwa razy wigksza
lub ,,prawem decymacji” z grubo$cia charakterystyczna rowna //K10. Jedynie z
psychologicznych powoddéw grubo$¢ absorbentu, po przebyciu ktorej natgzenie spada o
polowe wydaje nam si¢ wazna.

Dlaczego wigc wybrano liczbg e jako podstawe funkcji wykladniczej? Czy grubos¢ po ktorej
natezenie spada e krotnie jest jako§ wyrdzniona? Tak! Grubos$¢ 1/k to $rednia droga przebyta
przez promieniowanie. Wykazanie tego faktu jest bardzo proste ale wymaga znajomosci catek
— dlatego nie zostalo tu umieszczone.

Niestety, wykazywana przez ludzi, che¢ utatwienia sobie zycia wprowadzita pewne
komplikacje — w r6znych ksiazkach stosowane sa rézne oznaczenia — obecnie niemal zawsze
stosowana jest funkcja o podstawie e, w starszych ksiazkach mozna spotka¢ funkcje o
podstawie /0 lub 2. Jesli korzystamy z kilku Zrodet, trzeba upewnic sig, ze termin
,Wspolczynnik absorpcji” oznacza doktadnie to samo. Jesli nie, musimy dokonaé
odpowiednich przeliczen — na szczg$cie wiemy juz jak.

Skrypt ten napisatem, gdyz w ostatnich latach z programu nauczania w liceach usunieto sporq
porcje materiatu z matematyki. Podczas studiow medycznych nie ma specjalnych zajec z
matematyki. W rezultacie, od studentow wymagana jest umiejetnosc¢ postugiwania sie
aparatem matematycznym, ktorego nie poznali. Niniejszy skrypt ma temu przynajmniej
czesciowo zaradzi¢. Nie wiem niestety czy ,,trafia w potrzeby” zainteresowanych — bede wiec
wdzieczny za wszelkie uwagi, ktore mozna nadsylac¢ na adres jziel@fuw.edu.pl lub przekaza¢
osobiscie.

Skrypt mozna pobra¢ ze strony hitp://www.fuw.edu.pl/~jziel/dyvdaktvka.html




