
Informacja Kwantowa 1/2
Seria przygotowawcza do egzaminu

Zadanie 1 Otrzymujemy qubit przygotowany w jednym z dwóch nieortogonalnych stanów (0 ≤ θ ≤ π/2)
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z prawdopodobie«stwami p i 1 − p. Qubit mierzymy za pomoc¡ urz¡dzenia pomiarowego, które pozwala
na jednoznaczn¡ identy�kacj¦ tych stanów, czyli posiada trzy mo»liwe wyniki odpowiadaj¡ce operatorom
M̂ψ, M̂χ, M̂? ≥ 0 speªniaj¡cym warunek M̂ψ + M̂χ + M̂? = 1̂1. Operatory M̂ψ i M̂χ odpowiadaj¡ bezbª¦dnej
identy�kacji stanów, odpowiednio, |ψ〉 oraz |χ〉, co oznacza, »e:

〈χ|M̂ψ|χ〉 = 〈ψ|M̂χ|ψ〉 = 0,

Operator M̂? odpowiada natomiast wynikowi '?' oznaczaj¡cemu, »e identy�kacja nie powiodªa si¦.

a) Poka», »e operatory pomiarowe identy�kuj¡ce stany |ψ〉 i |χ〉 mo»emy w ogólno±ci zapisa¢ za pomoc¡
stanów do nich ortogonalnych jako M̂ψ = λψ|χ⊥〉〈χ⊥| i M̂χ = λχ|ψ⊥〉〈ψ⊥|, gdzie λψ, λχ ≥ 0 i

|ψ⊥〉 =

(
− cos θ

2

sin θ
2

)
, |χ⊥〉 =

(
cos θ

2

sin θ
2

)
.

b) Sprawd¹ jakie maksymalne warto±ci mog¡ przyjmowa¢ parametry λψ, λχ ≥ 0 tak »eby warunek

M̂? = 1̂1− M̂ψ − M̂χ ≥ 0 byª speªniony.

c) Znajd¹ optymalne warto±ci parametrów λψ, λχ ≥ 0 w funkcji p i θ, poprzez minimalizacj¦ ±redniego
prawdopodobie«stwa wyniku "?":

P? = Tr
{
M̂? (p|ψ〉〈ψ|+ (1− p)|χ〉〈χ|)

}
.

Podaj otrzyman¡ optymaln¡ warto±¢ P?, ale te» odpowiadaj¡ce jej maksymalne prawdopodobie«stwa
identy�kacji stanów Pψ = p〈ψ|M̂ψ|ψ〉 i Pχ = (1− p)〈χ|M̂χ|χ〉.

d) Alicja koduje informacje klasyczn¡ u»ywaj¡c powy»szych nieortogonalnych stanów |ψ〉 i |χ〉, wysyªa-
j¡c je z prawdopodobie«stwami p i 1− p do Boba. Bob wykonuje powy»szy pomiar minimalizuj¡cy
P?. Znale¹¢ informacj¦ wzajemn¡ I(X : Y ), gdzie X to zmienna losowa oznaczaj¡ca stan wybrany
przez Alicj¦, a Y opisuje wynik pomiaru u Boba.

Zadanie 2 Alicja dzieli z Bobem i Charlie po parze qubitów opisanych stanami |Ψ〉AB oraz |Ψ〉A′C , gdzie
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przy czym ≤ θ ≤ π/2.

a) Znale¹¢ stany warunkowe qubitów Boba i Charliego BC, gdy Alicja wykonaªa pomiar swoich qubitów
w bazie Bella {|Φ±〉AA′ , |Ψ±〉AA′}.

b) Poda¢ prawdopodobie«stwa otrzymania poszczególnych wyników i odpowiadaj¡ce im znormalizowane

stany warunkowe qubitów BC.



Zadanie 3 Rozwa» sytuacj¦, kiedy Alicja i Bob dziel¡ pomi¦dzy sob¡ stan niemaksymalnie spl¡tany :
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gdzie 0 ≤ λ ≤ 1. Dla λ = 0, 1 jest to stan separowalny, natomiast dla λ = 1/2 Alicja i Bob s¡ w posiadaniu
stanu Bella |Ψ−〉. Wielko±¢ CHSH u»ywana do ªamania nierówno±ci Bella wynosi

〈C〉 = C(a,b) + C(a,b′) + C(a′,b)− C(a′,b′),

i wyra»ona jest przez funkcj¦ korelacji:

C(a,b) = p(a,b)− p(−a,b)− p(a,−b) + p(−a,−b),

gdzie p(a,b) to prawdopodobie«stwo zmierzenia przez Alicj¦ i Boba swoich qubitów w stanach opisanych
przez wektory a i b w reprezentacji Blocha, i.e.:

p(a,b) = |(〈a| ⊗ 〈b|) |Ψλ〉|2 .

a) Poka», »e 〈C〉 przyjmuje maksymaln¡ warto±¢ 2
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2, kiedy Alicja i Bob s¡ w posiadaniu stanu maksy-
malnie spl¡tanego (λ = 1/2) i wykonuj¡ pomiary:
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b) Zastosuj ten sam zestaw pomiarów w przypadku kiedy Alicja i Bob posiadaj¡ ogólny stan niemaksy-
malnie spl¡tany, |Ψλ〉, i oblicz wielko±¢ 〈C〉 jako funkcj¦ λ.

c) Dla jakich warto±ci λ w powy»szym przypadku wyst¦puje ªamanie nierówno±ci Bella.

Zadanie 4 Rozwa»my dwie operacje kwantowe zadane operatorami Krausa:
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Znale¹¢ transformacj¦ wektora Blocha w obydwu przypadkach oraz indukowane przez te operacje pomiary
kwantowe. Czy z wyniku pomiarów otrzymujemy nietrywialn¡ informacj¦ o stanie wej±ciowym?

Zadanie 5 Rozwa»my rodzin¦ stanów dwuqubitowych postaci

%̂ =
1

4
(1̂1⊗ 1̂1− η1σ̂1 ⊗ σ̂1 − η2σ̂2 ⊗ σ̂2 − η3σ̂3 ⊗ σ̂3).

Korzystaj¡c z kryterium cz¦±ciowej transpozycji znale¹¢ bryª¦ geometryczn¡ tworzon¡ przez trójki parametrów
(η1, η2, η3), dla których stan %̂ jest separowalny.


