Materiaty do wyktadu
IV Drgania i fale

Kolejne trzy wyklady poswigcone beda ruchowi okresowemu,
drganiom i falom. Falami sa tak wazne obiekty, jak dzwigk i $wiatto.
Okazuje sig¢ tez, ze falami sa réwniez czastki elementarne, z ktérych
Fizyka w doswiadczeniach zbudowany jest nasz $wiat. Fizyka falowa, jest zatem jedna z podstaw
fizyki wspotczesne;j.

;’Zg Wyklad 10. Ruch okresowy

10.1 Wstep

Na dzisiejszym wykladzie zajmiemy si¢ ruchem okresowym. Ruch
okresowy jest wieczny, ale odbywa sig ciggle w tym samym miejscu.
Starozytnym symbolem nieskonczonosci jest waz, ktéry zjada wiasny
ogon (Uroboros, zwinigty w kotko). Dla wspétczesnych fizykéw takim
symbolem mogtaby by¢ sinusoida, ktéra ciagle przechodzi przez te
same wartosci falujac w nieskonczonos¢ (a ktéra tez przypomina weza).

Krzysztof Korona

Plan

1. Wstep

2. Wielkosci fizyczne w
ruchu okresowym

Uniwersytet Warszawski 3

YV aISs Ruch harmoniczny
Wydziat Fizyki

4. Skifadanie drgan
2010-24 5. Mody drgar i rezonans Rys. 10.1 Parametry opisujace fale.

Materiaty do celéw dydaktycznych przeznaczone dla studentéw Uniwersytetu Warszawskiego,
‘Wykorzystanie ich w innych celach jest mozliwe pod warunkiem uzyskania zgody autora.
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10.2 Wielkosci fizyczne w ruchu okresowym

Zaréwno ruch obrotowy jak i drgajacy sa ruchami okresowymi.
Ruch drgajacy daje sig fatwo zamienia¢ na obrotowy i na odwrot.
Przyktadem moze by¢ prosty przyrzad: $§migietko na patyku.

Rys. 10.2 Smigietko na patyku.

Listewka, uzywana w do$wiadczeniu, ma wyzlobione nacigcia, Gdy
przesuniemy po niej kawatkiem drewna, to wprawimy ja w drgania,
ktére nastgpnie wprawia $migietko w ruch obrotowy. Dzieje si¢ tak
dlatego, ze listewka wykonuje drgania zaréwno w kierunku poziomym,
jak i pionowym, ale drgania te sa przesunigte w fazie. (Sktadanie drgan
prostopadtych oméwiona jest w rozdz. 10.4)

Z doswiadczenia tego widaé, ze oba ruchy drgajacy i obrotowy maja ze
soba wiele wspdlnego, a zatem powinny tez by¢ opisywane przy
pomocy podobnych wielkosci fizycznych.
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Opis ruchu okresowego (parametry) (!)

Podstawowymi parametrami ruchu okresowego, drgajacego sa
nastegpujace wielkosci fizyczne:

Amplituda, A, jest to maksymalne odchylenie drgajacego ciata od
wartosci $redniej.

Okres, T definiujemy jako czas jednego petnego drgania. Mierzymy w
sekundach (lub innych jednostkach czasu).

Czestos¢ (lub czgstotliwose) ( f = 1/T) to liczba drgan na jednostkg
czasu. Najczg$ciej uzywang jednostka jest herc, Hz: 1 Hz = 1/s.
Uzywamy tez innych jednostek 1/min, 1/h itp.

Czestos¢ kolowa:

o= 27f=2n/T (10.1)

jest odpowiednikiem predkosci katowej. Jednostka: 1/s.

Niektére parametry w ruchu okresowym sg inne niz w obrotowym. Na
przyktad w ruch drgajacy charakteryzujemy podajac amplitudg, A, a
ruch obrotowy - podajac promien, r.

Wahadlo skretne

Wahadto skrgtne drga obracajac sig.
Wykonuje zatem jednocze$nie ruch
obrotowy i drgajacy. Ruch obrotowy jest
zmienny, a wigc nie mozna mu przypisac
statych parametréw (np. statej predkosci
katowej m).

Wystgpujace w tym ruchu parametry:

- okres T [s],

- czesto$e f[1/s, 1/min],
przypiszemy ruchowi drgajacemu. Rys. 10.3 Wahadto
Amplituda A wyrazona bedzie w mierze skretne.
katowe;j.
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Wyobrazmy sobie, ze w pewnym $rodowisku (niszy ekologicznej) zyja
gryzonie i polujace na nie drapiezniki. Gryzonie rozmnazaja sig, tak ze
jezeli na poczatku sezonu byto ich L sztuk to pod koniec bedzie g*L.
Jesli jednak gryzoni byto duzo, to liczba drapieznikéw tez wzro$nie i
wigcej gryzoni zostanie pozartych w danym sezonie. W tej sytuacji
liczba gryzoni w nastgpnym sezonie bgdzie dana réwnaniem:

L = g*Li*(1 - LyN). (10.2)

Roéwnanie to dla pewnych warunkéw np. g = 3.5, daje oscylacje, bo
nadmierny apetyt drapieznikoéw prowadzi do spadku populacji gryzoni.
Z kolei mata liczebnos$¢ gryzoni powoduje spadek zainteresowania nimi
ze strony drapieznikéw, co prowadzi do wzrostu liczby gryzoni w
kolejnym sezonie i cykl si¢ zamyka. Okresowe wahania liczebno$ci
opisane powyzszym réwnaniem zaobserwowano np. wsréd lemingéw.
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Nr sezonu

Rys. 10.4 Model opisujacy populacjg gryzoni.

Przy pewnych parametrach (np. g = 3.7) powyzsze réwnanie daje
zalezno$¢, ktéra nie jest okresowa i prosta obserwacja nie pozwala
przywidzie¢ kolejnego wyniku. Takze w uktadach fizycznych nie kazdy
ruch drgajacy jest okresowy. Przykladem moze by¢ wahadio
chaotyczne.
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Wahadlo chaotyczne
Przyrzady i materialy
- wieszak,
- listewka i sznurek,
- kilka (5-6) magnesow i plastelina.

Przebieg doswiadczenia

Listewke wieszamy na wieszaku, a do jej dolnego konca przyklejamy
magnes. Pod wahadtem, w przypadkowych miejscach mocujemy kilka
magnesOw w taki sposéb, aby dzialaly odpychajaco na magnes
zamocowany do konca listewki.

Nastgpnie  odchylamy  listewke i
puszczamy. Listewka opadajac, co jaki$
czas zderza si¢ z polem kolejnych
magnesow. Nie porusza si¢ w sposéb
regularny, jak zwykle wahadto, ale co
chwila zmienia kierunek.

Sprawdzamy, czy da si¢ uruchomié
wahadto drugi raz doktadnie tak samo?

Okazuje sig¢, ze to jest niemozliwe.
Wahadlo  poczatkowo  porusza  sig
podobnie, ale po kilku odbiciach wybiera
inna drogg. Niewielka zmiana na starcie
daje catkiem inny tor.

Ruch ten  jest  deterministyczny.
Gdyby$my znali warunki poczatkowe
doktadnie, moglibySmy przewidzie¢ tor.
Jednak nawet drobna niedoktadnoé¢ w Rys. 10.5 Model wahadta
warunkach poczatkowych, doprowadza chaotycznego.
dos¢ szybko do catkowitej zmiany toru.

Taki ruch nazywamy chaotycznym ruchem deterministycznym.
Podobne wtasciwosci ma wiele ukladéw fizycznych. Przyktadem
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systemu wykazujacego chaos deterministyczny jest atmosfera ziemska.
Znajac warunki w danym momencie mozemy przewidzie¢ pogodg na
kilka dni. Jednak nawet drobna niedoktadnos¢ spowoduje, ze po paru
dniach prognoza juz nie bedzie si¢ sprawdzaé.

Z kolei przyrzadem wykazujacym duza regularno$¢ jest wahadto.
Wahadto wprawione w ruch porusza si¢ ruchem okresowym ze stata
czgstoscia, a takze zachowuje ptaszczyzng drgan. Jezeli ruch wahadta
trwa do$¢ dlugo, to mozna zauwazy¢, ze pomieszczenie w ktérym jest
wahadlo obréci si¢ zgodnie z ruchem obrotowym ziemi, a wahadio
utrzyma swoj kierunek. Efekt ten wykorzystat w 1851 roku Jean
Foucault do pokazania ruchu obrotowego Ziemi. Na naszym wykladzie
powtdrzymy ten eksperyment.
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10.3 Ruch harmoniczny

Kamerton jest urzadzeniem majacym za zadanie wydawaé dzwigk o
okreslonej czgstosci. Stuzy do strojenia instrumentow.

Drgania kamertonu mozemy obejrze¢ na ekranie oscyloskopu, po
podtaczeniu mikrofonu.

A VAVAVANY,

Rys. 10.6 Sinusoida - obraz drgan kamertonu

Drgania te sa niewatpliwie powtarzalne i okresowe. Ich wykres ma
ksztalt sinusoidy. Ruch o takiej formie nazywamy drganiami
harmonicznymi. Ponizej zajmiemy si¢ pytaniami, jak powstaje ruch
harmoniczny i jakie ma wilasnosci.

Prawo Hooka i energia sprezystosci (!)

Juz na pierwszym wykladzie, w doswiadczeniu z wieszaniem
cigzarkdw na sprezynie, sprawdziliSmy, ze zaleznos¢ sity, F, potrzebne;j
do odksztalcenia ciata spr¢zystego opisana jest przez:

Prawo Hooke’a

Sita potrzebna do odksztalcenia ciata sprezystego jest proporcjonalna
do odksztalcenia. :

Co zapisujemy w postaci réwnania:
F = kx, (10.3)
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k - wspotczynnik sprgzystoscei, x - odksztalcenie.

Praca potrzebna do odksztalcenia sprgzyny jest iloczynem
odksztatcenia x, (czyli drogi) i sity danej réwnaniem (10.2).

Tak wigc praca jest proporcjonalna

do kwadratu odksztatcenia.

Nalezy pamigta¢ jednak, ze na 0 -0 =0

poczatku tego ruchu sita jest zerowa. 4 4
W trakcie odksztatcania sita ro$nie, , 4, 1,
az do wartosci kx. Zatem $rednia 1 1
warto$¢ sily jest dwa razy mniejsza. ) 1, 1,
Wykonana praca bedzie dana
wyrazeniem  x*kx/2. Praca ta T T
zamienia si¢ w energi¢ potencjalng 3 FTS T°
sprezystosci. T 7T
Energia sprezystosci jest 4 T8 Tlo
proporcjonalna do kwadratu T T
odksztalcenia: 5 -10 --25
i x (cm) FN) EQ)
E=22 (10.4) L
2 Rys. 10.7 Sita i energia
sprezyny.

Pamigtamy przy tym z poprzedniego wyktadu, ze obowiazuje zasada
zachowania energii. Dzigki temu mozemy wykorzysta¢ wzoér (10.3) na
przyktad do obliczenia energii kinetycznej kulki wyrzuconej przez
naciagnigta sprezyne.

Drgania harmoniczne (!)

Ruch harmoniczny pojawia si¢ wtedy, gdy uktad drgajacy sprowadzany
jest do réwnowagi przez site, ktéra jest proporcjonalna do wychylenia.
Powyzsza definicja oznacza, ze w ruchu harmonicznym: F = -o. x.
Z 11 zasady Newtona (réwnanie (2.3)) wiemy, ze przyspieszenie, a,
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jest proporcjonalne do sity, czyli w ruchu harmonicznym: a = -0 x/m.
Zapisujemy to w postaci réwnania oscylatora harmonicznego:

a=-0 x. (10.5)

W réwnaniu tym wprowadzony zostat wspétczynnik o'= o/m.
Przyspieszenie jest predkos$ciag zmian predkosci, albo inaczej druga
pochodna z przesunigcia x po czasie r. W zapisie rézniczkowym
réwnanie (10.4) ma postac:

2
%: o x. (10.6)

Rozwiagzaniami réwnania (10.4) lub (10.5) sa funkcje sin(wt) i
cos(mt). Wspdtczynnik o jest czgstoscig oscylatora:

o= \/E (10.7)
m

Na podstawie réwnan (10.6) i prawa Hooka mozemy poda¢ wzor na
czgstos¢ wahadia sprezynowego o wspétczynniku sprezystosci k,
obciazonego masa .

k

0=,|— (10.8)

m
Jak wida¢, dla oscylatora sprezynowego czgsto$¢ zalezy od masy.
Jezeli na sprgzynie powiesimy dwa razy wigksza masg, to czgsto$¢
drgan spadnie 2 razy.

Wykres ruchu harmonicznego

Ruch harmoniczny zdefiniowali$my jako taki, w ktérym sita jest
proporcjonalna do wychylenia (lecz przeciwnie skierowana). Jezeli
drgajace cialo jest w poblizu punktu réwnowagi, czyli jego wychylenie
jest praktycznie zerowe, to sita jest bardzo mala i cialo porusza sig
praktycznie ze stala predkoscia.
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Ax Ax 7\ F=max, a=const
/\ ‘" Y R

> SF=0.v=const >
x=0
—>F=0,v=const F = min, a = -const

Rys. 10.8 Po lewej: sinusoida, po prawej: jak powstaje wykres ruchu
harmonicznego.

Na wykresie 10.7 odnosi si¢ to do odcinkéw prostych zaznaczonych na
czerwono i granatowo. Z kolei, jezeli drgajace ciato jest w poblizu
punktu najwigkszego wychylenia, to mozemy uznaé, ze przez chwilg
sita dziatajaca na to ciato jest stata. Porusza ono si¢ wtedy ruchem
jednostajnie przyspieszonym. Na wykresie 10.7 odnosi si¢ to do
parabolicznych odcinkéw zaznaczonych na rézowo i niebiesko.
Sinusoida ma wtasnie taka wtasciwos$¢, ze w poblizu zera mozna ja
przyblizy¢ prosta, a w poblizu maksimum - parabola. To ttumaczenie
nie jest $cistym wyprowadzeniem, ale pomaga zrozumieé, ze wykres
ruchu harmonicznego jest sinusoidg x = A*sin(®f).

Wahadlo

Na wyktadzie mierzymy sil¢ potrzebng do
odciagnigcia wahadta z potozenia réwnowagi.
Zaréwno silg, jak i wychylenie mierzymy w
kierunku poziomym. Stwierdzamy, ze sita
dziatajaca na wahadlo jest proporcjonalna do
jego wychylenia tak, jak w prawie Hooka (w
F przypadku sprezyny).
Wspdtczynnik proporcjonalnosci wynosi:
— Ax

=-mg .
Rys. 10.9 Wahadto k /1 (109)
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Wiemy juz, ze ruch pod wptywem sily proporcjonalnej do wychylenia
prowadzi do drgan harmonicznych. A wspétczynnik proporcjonalnosci
pozwala obliczy¢ czgstos¢. Na podstawie réwnan (10.6) i (10.8)
mozemy podaé¢ wzor na czgsto$é wahadta o diugosci 1.

m:\/% (=27F) (10.10)

Parametr g to przyspieszenie grawitacyjne. Zatem wykorzystujac
wahadlo, przy pomocy wzoru (10.10) mozemy wykona¢ pomiar
przyspieszenia grawitacyjnego g. Wystarczy wyznaczy¢ dhugosé
wahadta (np. miarka) i zmierzy¢ jego czgsto$¢ (np. zegarkiem). W ten
sposéb kiedy$§ wyznaczano warto$¢ przyspieszenia grawitacyjnego.
Warto zauwazy¢, ze czgstos¢ wahadta nie zalezy od masy.

Wabhadlo i kula poruszajaca si¢ po okregu (!)

Przyrzady i materialy

- silna lampa,

- gramofon (33 obr/min),

- pitka

- niewielka butelka stuzaca za
podstawke do pitki,

- wahadlo z podobna pitka
zawieszona na nitce 0
dtugosci [ = 82 cm.

Przebieg doswiadczenia

Butelkg stawiamy na talerzu
gramofonu (w poblizu brzegu), a

na niej umieszczamy piteczke. Rys. 10.10 Cien wahadta i kulki
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Nad gramofonem ustawiamy wahadlo. Wahadlo powinno wisie¢
doktadnie nad osia obrotu. Ustawiamy lampg w taki sposéb, aby
otrzyma¢ na $cianie wyrazny cien wahadta i piteczki.

Odchylamy wahadto tak, aby znalazto si¢ doktadnie nad piteczka
stojaca na gramofonie. Wiaczamy naped gramofonu. Puszczamy
wahadlo doktadnie w momencie, gdy piteczka krazaca na talerzu
gramofonu przechodzi pod wahadtem.

Obserwujemy cienie piteczki i wahadta. Widzimy, ze cienie wahadta i
pitki poruszaja sig¢ réwnolegle.

Whiosek:

Ruch obrotowy i harmoniczny sa podobne! Opisane tymi samymi
zalezno$ciami od czasu.

Mozemy to wyttumaczy¢, wiedzac, ze wykres ruchu harmonicznego
jest sinusoida, natomiast ksztalt okrggu mozemy opisa¢ jako zbidr
punktéw (x, y) danych réwnaniami:

x = cos(ax), (10.11A)

y = sin(o), (10.11B)

Tak wigc odchylenie y(t) jest w obu ruchach takie samo.
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10.4 Skladanie drgan

Zdudnienia

Jesli dwa dzwigki pochodza z blisko potozonych zrédet, maja podobne

czgstosci i amplitudy, to nie mozemy odrézni¢ poszczegélnych
sktadowych, lecz styszymy ich sumg. Suma takich dwéch dzwigkéw
wykazuje ciekawa wtasciwos$¢, a mianowicie zdudnienia.

T T T T T

- >

=/

czas

Rys. 10.11A Odstrojone Rys. 10.11B Suma dwdch sinusoid o
kamertony nieco réznych czgstosciach.

Zdudnienia dwoéch drgan harmonicznych o nieznacznie réznych
czgstosciach mozemy otrzymaé, na przyklad, przy pomocy dwéch
kamertonéw, z ktérych jeden jest obciazony blaszka. Blaszka zmienia
nieco czgsto§¢ drgan kamertonu.

Odbierajac sumg dzwigkéw o czgstosciach ®; i 0, styszymy dzwigk o
czgstosei $redniej (@; + @,)/2, ktérego natgzenie jest zmodulowane z
czestoscig () - o).

Cztowiek dobrze styszy zdudnienia, jesli réznica czgstosci wynosi
kilka hercéw.
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Skladanie drgan prostopadlych

Wyobrazmy sobie kulkg zawieszona na rozdwojonej nitce tak, jak
narys. 10.11.

Rys. 10.11 Wahadlo drgajace z r6znymi czgstosciami w prostopadtych
kierunkach.

Wiemy, ze czgsto§¢ drgan wahadta zalezy od diugosci nitki, na ktérej
ono wisi. Kulka zawieszona tak, jak na rys. 10.11, do wahan w kierunku
poprzecznym wykorzystuje jedynie krétki kawatek pojedynczej nitki,
podczas gdy w kierunku podtuznym drga caty uklad. Zatem czgstosci
drgan wzdtuz i w poprzek sa rézne.

Zgodnie ze wzorem (10.9) czgsto§¢ wahadla zalezy od pierwiastka z
jego diugosci. Na przyktad, jezeli stosunek dlugosci krétkiej nitki do
calosci zawieszenia jest jak 1:4, to stosunek czgstosci wyniesie 1:2.
Wtedy na kazdy okres ruchu wzdluz wydana dwa drganie w poprzek i
kulka bedzie zakresla¢ 6semki. Otrzymana w ten sposéb krzywa jest
przyktadem figury Lissajous.
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Figury Lissajous (!)

Figury Lissajous powstaja na skutek ztozenia drgan prostopadtych o
czgstosciach bedacych w stosunku liczb wymiernych.

A A A

Y £/, =1:1 y y| f/6,=1:1
0=0 ¢ =m/4

K | _

A A A

y ylLE/f, = 2:1 y| f/fy=1:2

i . i , | _

Rys. 10.12 Ztozenie prostopadtych drgan o réznych czgstosciach.

Dla drgan o tej samej czgstosci otrzymujemy prosta, elips¢ lub okrag w
zaleznosci od przesunigcia fazowego ©.

- Linia prosta powstaje, gdy fazy obu drgan sa zgodne.

- Fazy przesunigte o 7/2, dla drgan o tej samej amplitudzie daja okrag.
Jesli stosunek czgstosci drgafn wynosi 2:1 (lub 1:2) otrzymujemy figurg
w ksztatcie 6semki lub podkowy, w zaleznosci od przesunigcia
fazowego.

Na podstawie ksztattu figury Lissajous mozemy okresli¢ stosunek
czgstosei, ktore ja wygenerowaly. Wystarczy policzy¢: ile razy figura
dotyka do osi X, a ile razy do Y i podzieli¢ otrzymane liczby.
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Rys. 10.13 Zwierciadta do prezentowania figur Lissajous.

Na wyktadzie figury Lissajous prezentowane byty przy pomocy dwéch
drgajacych zwierciadel. Zwierciadla zamontowane byly na paskach
blachy drgajacych w kierunkach prostopadtych. Promien lasera
odbijajacy si¢ od zwierciadet, kreslit na ekranie figury Lissajous.
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10.5 Mody drgan i rezonans

Przelewanie si¢ drgan miedzy wahadlami.

Rys. 10.14B Drgania w modach

wtasnych i przelewanie si¢ drgan
migdzy modami.

Rys. 10.14A Wahadta sprzezone

Jezeli wzbudzimy odosobnione wahadlo, to bedzie wykonywato
réwnomierne drgania dopdty, dopdki nie rozproszy energii wskutek
tarcia i oporu powietrza. Inaczej wyglada sprawa w przypadku dwdéch
identycznych wahadet sprzgzonych, czyli potaczonych elastycznymi
wigzami. Jezeli wzbudzimy jedno z wahadel, to w krétkim czasie jego
ruch wygasnie, ale réwnoczesnie wzbudzone zostanie drugie wahadto.
Po uptywie kolejnego odcinka czasu pierwsze wahadlo ponownie
zostanie wzbudzone przez ruch drugiego wahadta. Natomiast drugie
wahadlo wyhamuje. Mozemy obserwowaé¢ wielokrotne przelewanie
energii mi¢gdzy dwoma wahadtami.

Przekaz energii jest bardzo wydajny nawet migdzy stabo sprz¢zonymi
wahadlami (co mozemy sprawdzi¢ odchylajac i przytrzymujac jedno
wahadlo, a potem obserwujac, na ile wychylito si¢ drugie).
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Drgania dwéch wahadet (1)

Przyrzady i materialy

- dwa wahadta na sztywnych pretach potaczone sprezynka,

Iub

- dwa wahadta zawieszone na wspdlnej, rozciagnigtej poziomo lince —
jak narys. 10.14A.

- czujnik ultradzwigkowy przekazujacy potozenia wahadet na
komputer.

Przebieg do$wiadczenia

Kazde wahadto ma swoja dobrze okreslona czgsto$¢ drgan. Jezeli
wzbudzimy je, w zasadzie w dowolny sposéb, bedzie wykonywato
réwnomierne drgania. Inaczej wyglada sprawa w przypadku dwéch (lub
wigcej) wahadel sprzgzonych. Takie wahadla, wzbudzone w
przypadkowy sposob, wykonuja nieregularne drgania. Obserwujemy
gléwnie przelewanie si¢ drgan migdzy wahadtami (rys. 10.14B).

Jezeli jednak wzbudzimy wahadta w okreslony sposéb, zwany modem
wlasnym, to beda one drgaly w sposob regularny z jedna, dobrze
okreslona czestoscia. Ksztatt takich drgan, $ledzony czujnikiem
potozenia, ma posta¢ sinusoidy.

Rys. 10.15 Mody drgan dwéch wahadet sprzezonych - jedna czgstos¢,
oba wahadta drgaja w zgodnej fazie.
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Uktad dwoéch wahadet ma dwa mody wilasne, przedstawione na
rysunku 10.15:

- antyréwnolegly (po lewej)

- réwnolegly (po prawej).

Mody te maja rézne czgstosci. Jezeli wprawimy uklad w drgania
zachowujac ksztatt modu, wahadta beda drgaty z czgstoscia wybranego
modu. Jezeli uktad wprawimy w ruch w sposéb przypadkowy, to w
drganiach obecne bgda obie czgstosci i ruch bgdzie mato regularny.
Mody te maja rézne czgstosci. Jezeli wprawimy uklad w drgania
zachowujac ksztatt modu, wahadta beda drgaty z czgstoscia wybranego
modu. Jezeli uktad wprawimy w ruch w sposéb przypadkowy, to w
drganiach obecne bgda obie czgstosci i ruch bgdzie mato regularny.

Mody drgan 3 kulek

W trakcie wyktadu badamy mody drgan uktadu 3 kulek o masach, m,
potaczonych sprezynami o statych sprezystosci k, jak na rysunku 10.16

}soot0- @) o000 @) cvs00@) 55000
> + -

< >
> > >

Rys. 10.16 Mody drgan uktadu 3 kulek na sprezynach

Mody te opisa¢ mozemy tak, jak wektory, to znaczy podajac potozenia
3 kulek jako 3 wspélrzedne d = (a, b, ¢). Dla takiego ukladu
wspotrzegdnych mozemy zapisaé réwnanie oscylatora harmonicznego
podobne, jak réwnanie (10.5) dla wahadta, ale uwzgledniajac wszystkie
trzy wsp6irzedne. Rozwiazujac to réwnanie otrzymujemy 3 mody
wlasne i trzy czgstosci. Znalezione mody i ich czgstosci mozemy
zapisac:
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di=(, 0, -/\2, o'=2km

dr=(1,-/2, D2, o = (2+4+2)K/m

=01, 2,12, ® = (2-+2)k/m
Mody te zaznaczone zostaly na rys. 10.16 strzatkami. W trakcie
wyktadu pokazali$my eksperyment, w ktérym kulki drgaty zgodnie z
tymi modami i obliczonymi czgsto$ciami.

Mody wlasne drgan (!)

Mod wlasny (mod normalny) to takie wzbudzenie oscylatora, ktére ma
jedna, dobrze okreslong czgsto$¢ i stata formeg drgan (wszystkie
elementy uktadu drgaja w ustalonych fazach wzglednych). Czgstos¢
drgan modu wlasnego nazywamy czgsto$cia wlasna oscylatora.

Elementy oscylatora wykonuja przy tym drgania harmoniczne.

Okazuje sig, ze dowolne drgania uktadu wahadel mozemy przedstawic¢
jako sum¢ modéw normalnych. Uktad majacy wiele modéw drgan,
moze drga¢ réwnomiernie w kilku modach drgan. Drgania te nie beda
jednak prostymi drganiami harmonicznymi. W szczegélnosci istnieja
oscylatory  (gtéwnie  akustyczne)  majace  mody  bedace
wielokrotno$ciami modu podstawowego, gdzie czgsto wzbudza sig kilka
modéw réwnocze$nie.

Mody wtasne sa podstawa analizy drgan ztozonych uktadéw. Wahadto
drga w jednej ptaszczyznie i ma jeden mod. Para takich wahadet ma
dwa mody. Uktad dwoéch wahadel, z ktérych kazde moze drga¢ w
dwoéch niezaleznych kierunkach (X i Y) ma 4 mody normalne. Co
sprawdzamy do$wiadczalnie na wyktadzie.

Uktad wahadet drgajacych w kierunkach X i Y jest uktadem
dwuwymiarowy (w przeciwienstwie do rozwazanych poprzednio
wahadet i kulek). W przyrodzie spotykamy czgsto uktady
tréjwymiarowe, a mianowicie czasteczki chemiczne.
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Rys. 10.17 Mody drgan czasteczki o symetrii czworo$cienne;j

Atomy w czasteczkach moga w zasadzie drga¢ w trzech prostopadtych
kierunkach. Jednak para atoméw nie ma 6 modéw. Jesli oba atomy
wykonuja ruch réwnolegly, to przesuwaja si¢, a nie drgaja. W ten
sposéb odrzucone zostaja 3 mody. Czasteczka ztozona z n atoméw ma
3(n-2) modow.

Czasteczka czworoscienna (rys. 10.17) ma 9 modéw. Mod o
najwyzszej symetrii oznaczamy jako A;. Istnieje tylko jeden taki mod.
Ponadto istnieja dwa mody o symetrii oznaczanej jako E i 6 modow F,.

Mody drgan w strunie (!)

Przyrzady i materialy

- gumka,

- gto$nik z przyklejonym zaczepem,
- generator.

292




Przebieg do$wiadczenia

Gumke¢  mocujemy  jednym
kohcem do stojaka, a drugim do |,/ N\~ N\ N\ \{
zaczepu na glosniku. Gtosnik
podtaczamy do generatora.
Obserwujemy ruch gumki,
zmieniajac ~ powoli  czgstos¢
sygnatu z generatora .

wezet

Dla przypadkowych czgstosci
gumka tylko lekko drzy, ale przy
pewnych czgstosciach na gumce
wzbudzaja si¢ wyrazne drgania.

Czgstosci  te  sa czgstoSciami  Rys. 10.18 Mody drgaf struny
wlasnymi gumki.

Kolejne mody drgan gumki (struny) maja czgstosci bedace iloczynami
czgstosci podstawowej fy 1 kolejnych liczb naturalnych: 2fy, 31y, 41, itd.
Na strunie mozna wyrézni¢ miejsca, ktdre drgaja najsilniej (miejsca
takie nazywamy strzatkami) i punkty, w ktérych struna nie wychyla sig
z polozenia réwnowagi (wezty). Kolejne mody maja n strzatek i n-1
weztéw.

Liczba modéw wtasnych gumki jest w zasadzie nieskonczona.

Rezonans

Rezonans wahadet (!)
Przyrzady i materialy
- wieszak,

- nitka,

- kilka kulek.
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Przebieg doswiadczenia
Na wieszaku rozpinamy najpierw pozioma ni¢ (lub cienka linkg). Na
lince tej wieszamy wahadta wykonane z kulek zawieszonych na niciach

o réznej dlugosci. Staramy sig, aby dwie nici byly tej samej dlugosci, a
pozostate dtuzsze lub krétsze. Wahadta o tej samej dlugosci wieszamy z

dala od siebie.
A/

ee——

Rys. 10.19 Rezonans wahadet. Pierwsze wahadto bedac w rezonansie z
ostatnim pobudza je do drgan.

Wzbudzamy drgania w jednym z pary wahadet majacych t¢ sama
dlugo$¢. Obserwujemy, ze po pewnym czasie drugie wahadlo z pary
przejmuje drgania pierwszego. Tymczasem wahadla, majace inne
czgstosci nie wzbudzaja sig, nawet pomimo tego, ze sa zawieszone
migdzy wahadtami wymieniajacymi energig.

Rezonansem nazywamy zjawisko szybkiego wzrostu amplitudy drgan
(przeptywu energii) na skutek pobudzania z czgstoscia zblizona do
czgstosci drgan wlasnych oscylatora.

W rezonansie przeplyw energii moze zachodzi¢ nawet migdzy
oddalonymi od siebie oscylatorami. Co wykorzystujemy np. przy
przesytaniu sygnatéw droga radiowa. W takim przypadku odbiornik
bedacy w rezonansie z nadajnikiem, moze odebra¢ nawet staby sygnat.
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Rezonatory
Rezonator to uktad, w ktérym zachodza drgania rezonansowe.

Rezonator umozliwia uzyskanie drgan o duzej amplitudzie nawet przy
stabym pobudzaniu.

Wahadlo — pojedynczy rezonator - posiada  jedna czgsto$é
rezonansowa.

Czgstosci rezonansowe odpowiadaja czestoSciom wiasnym uktadu.
Zatem dwa wahadla sprz¢zone maja dwie czgstosci rezonansowe, a 3
kulki na sprgzynkach 3 czgstosci. Uktady w przestrzeni tréjwymiarowej
moga mie¢ wigcej stopni swobody, a wigc wigcej modow i czgstosci
rezonansowych. Na przyktad czasteczka zlozona z n atoméw moze mie¢
3(n-2) czgstosci. Niektére czgstosci moga mie¢ ta sama wartos¢, to
znaczy by¢ ze soba zdegenerowane. Obserwujemy wtedy mniej
czgstosel, natomiast rezonanse sa silniejsze. Struna tez jest rezonatorem
i nieskonczona liczbg modow.

295

Wahadlo z wymuszaniem

Rys. 10.20 Wahadlo obrotowe z wymuszaniem (wahadio Pohla)

Zachowanie rezonatora w zalezno$ci od czgsto$ci pobudzania
(wymuszania) drgan obserwowaliSmy na wykladzie przy pomocy
wahadta Pohla. Przyrzad ten jest wahadtem obrotowym, ktérego tarcza
przymocowana jest do sprezyny nawinigtej na o$. Koniec sprgzyny
moze by¢ poruszany z niewielka amplituda przez silnik o regulowane;j
predkosci obrotowe;.

Gdy wahadito pobudzane bylo z czgstoscia znaczaco mniejsza lub
wigksza od czgstosci rezonansowej wykonywato jedynie niewielkie
ruchy $ledzace potozenie popychacza poruszanego przez silnik. W
momencie, gdy dostroiliSmy doktadnie silnik do czgstosci wiasnej
wahadta, amplituda drgan silnie wzrosta, az wahadlo zaczeto odbijaé si¢
od ogranicznikéw ruchu.
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10.6 Podsumowanie

Podstawowe parametry ruchu okresowego:

- amplituda, A, - wychylenie wzgledem wartosci $redniej,
- okres, T, - czas jednego pelnego drgania,

- czestos$é, f, - liczba drgan na jednostkg czasu.

Prawo Hooke’a:

Sita potrzebna do odksztatcenia ciala sprezystego jest proporcjonalna
do odksztalcenia.

Ruch harmoniczny pojawia si¢ wtedy, gdy uktad drgajacy
sprowadzany jest do rdwnowagi przez silg proporcjonalna do
wychylenia. Opisany jest funkcja sinus.

Ruch harmoniczny przypomina ruch po okrggu ogladany z boku.

Zdudnienia powstaja, gdy naktadaja si¢ na siebie drgania o podobne;j
(najlepiej takiej samej) amplitudzie i podobnych, ale nieco réznych
czgstosciach.

Mod wlasny (mod normalny) to takie wzbudzenie oscylatora, ktére ma
jedna, dobrze okres$long czgsto$¢ i stala formg drgan.

Im bardziej skomplikowany oscylator tym wigcej modéw wilasnych:
sprz¢zone wahadta - 2 mody, czasteczki — kilka modéw, struna -
nieskonczenie wiele.

Rezonansem nazywamy zjawisko szybkiego wzrostu amplitudy drgan
(przeptywu energii) na skutek pobudzania z czgstoscia zblizona do
czgstosci drgan wlasnych oscylatora.
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