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Rozdzial 1

Cel projektu

Celem projektu bylo napisanie programu numerycznego i przeprowadzenie przyktadowych
obliczen dla widma kwazienergii grafenu oddziatujacego z zewnetrznym, okresowym polem
laserowym. Jako ilustracje obliczenn numerycznych wybrano bi-kotowe pole laserowe.



Rozdziatl 2

Zabawa liczbami zespolonymi

Historia liczb zespolonych

Wtasciwa historia liczb zespolonych zaczyna sie dopiero w XVI wieku, jednak juz w cza-
sach starozytnej Grecji mozna zauwazy¢ ich élad. Po raz pierwszy w réwnaniach Herona z
Aleksandrii, ktory, nawiazujac do ksiazki , Algebra, the x and y of everyday math” autorstwa
M. Willersa [1], jest twérca wzoru na pole dowolnego tréjkata przy znajomosci jego bokdw.
Pozornie prosty w obliczeniach wzoér, po drobnych manipulacjach potrafit da¢ rozwiagzania
wykraczajace poza dwczednie znana teorie liczb. Przez kolejne wieki ludzkosé ignorowala ist-
nienie liczb ujemnych, a tym bardziej ich pierwiastkowanie. Najprawdopodobniej zostaty one
uznane za niekonwencjonalne, a co za tym idzie, rozpoczecie jakichkolwiek rozwazan w tej
dziedzinie graniczyto z cudem.

Prawdziwy przetom w tej dziedzinie nastapit dopiero w XVI wieku. Oprécz niezliczonej ilosci
pytan znalazlo si¢ réwniez wielu §miatkow chetnych rozwikltania zagadki istnienia liczb ze-
spolonych. Jednym z nich byt wloski lekarz Girolamo Cardano, ktéry w roku 1545 sporzadzit
dzielo ,Arts Magnae”( ,Wielka sztuka”), w ktérym rozwazyl nastepujacy problem: ,Gdyby
ktos kazal Tobie wzigé liczbe 10 ¢ podzielic¢ jg na dwie czesci, tak by pomnozone jedna z drugg
daty 40; odpowiesz niemozliwe. Jednak rozwigzemy to réwnanie dla Ciebie”. Rozpisujac w
tym zagadnieniu uklad réwnan otrzymamy réwnanie kwadratowe, ktérego wyréznik bedzie
mniejszy od zera, a rozwigzania beda zawieraly pierwiastki z liczb ujemnych. Problem nie
definiowal wprawdzie liczb zespolonych, ale jego rozwiazanie wynikalo z zastosowania ich
wtasnosci. Cardano posunal sie dalej w rozwazaniach, korzystajac z prywatnych, wczesniej
niepublikowanych prac Niccolo Tartaglii, ktéry jako pierwszy rozwiazal réwnanie trzeciego
stopnia. Ich twierdzenia byty dla éwczesnych matematykéw bardzo kontrowersyjne - zawie-
raly nie tylko liczby ujemne, ale tez ich pierwiastki.

Przetom nastapit 30 lat pdzniej, kiedy to inzynier Rafael Bombelli, uwazany dzis za ,ojca
liczb zespolonych”, nie zwazajac na przekonania srodowiska matematycznego po prostu uzyt
pierwiastka z liczb ujemnych i opisal w stynnym dziele ,, Algebra”, w ktérym wyjasnil zasady
ich dziatania oraz ich wlasnosci. W pdézniejszych latach liczby, o ktérych pisal Bombelli zo-
staly nazwane liczbami wyimaginowanymi (urojonymi), a jeszcze pdzniej przyjeto oznaczenie
i (tac. imaginarius) na jednostke urojona, t.ze i> = —1, ktére zostalo rozpropagowane przez
Eulera i zostato z nami do dzis.



Postaé algebraiczna i ptaszczyzna zespolona

Liczby zespolone rozszerzaja zatem klasyczna, jednowymiarowsg o$ liczbowa do dwuwymiaro-
wej plaszczyzny zespolonej. Kazda z liczb zespolonych mozna zapisa¢ w postaci algebraicznej:
a = a, + ia; € C, gdzie a, € R jest czedcia rzeczywista, a a; € R - czeécig urojong. Geome-
trycznie mozemy przedstawié¢ je na plaszczyznie zespolonej, gdzie cze$é¢ rzeczywista i urojona
sg jej wspolrzednymi, a modut jest dtugoécia wektora wychodzacego od srodka uktadu wspot-
rzednych do punktu przedstawiajacego liczbe.

Reprezentacja macierzowa - kilka stéw o MatLabie

My jednak pdjdziemy o krok dalej i liczby zespolone przedstawimy w postaci macierzy rze-
czywistych o wymiarze 2 X 2, tzn.
a= (a’“ _ai> . (2.1)
(473 (479

Mozna przy tym pokazaé, ze mnozenie takich macierzy jest przemienne, podobnie jak mno-
zenie samych liczb zespolonych. Postugujac sie tym przepisem, rowniez macierze zespolone o

wymiarze 2 X 2,
o = (‘“1 ‘“2> : (2.2)
az1 a2

mozna rozszerzy¢ do macierzy rzeczywistych o wymiarze 4 x 4, tzn. & = A, gdzie

ailr —0a115 A12r —Q124
aiiq ail ai12; ai2
A= |0 dur G @iz (2.3)
az1r —a21; A2y  —Q22;
a21; aair a22; a2y

Dzigki takim zabiegom bedziemy mogli obliczy¢ widmo energetyczne uktadu dwupoziomo-
wego w zmiennym, okresowym polu elektromagnetycznym. Uzyjemy do tego jednego z naj-
lepszych programéw komputerowych, bedacego interaktywnym srodowiskiem do wykonywa-
nia zaawansowanych obliczen naukowych i inzynierskich oraz do tworzenia spektakularnych
symulacji komputerowych, o wdziecznej nazwie - MATLAB. Nazwa programu pochodzi od
angielskich stow MATriz LA Boratory z powodu swojego pierwotnego przeznaczenia do nume-
rycznych obliczen macierzowych. Obecnie program potrafi znacznie wiecej, nie ograniczajac
sie tylko do dziatan na macierzach. Poza nimi bedziemy mieli réwniez do czynienia z kolum-
nami, ktére takze wypelnione zostang dwiema liczbami zespolonymi, a nastepnie rozszerzone
do kolumny czterech liczb rzeczywistych.

Wtasnosci macierzy zespolonych

Tu pojawia si¢ jednak pytanie: Czy wprowadzone przez nas reprezentacje rzeczywiste za-
chowuja oryginalne dzialania dla macierzy zespolonych 2 x 27 Sprawdziliémy to!

Na poczatek sprawdziliSmy mnozenie dla dwoch dowolnych macierzy zespolonych 2 x 2, &
oraz 4,
all a2 bll b12
o = VB = ) 2.4
<a21 a22) <b21 bz2> (24)
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gdzie

G —of B <a11611 +aizbar  anbiz + a12522> ' (2.5)

a1b11 + ag2ba1  az1bi2 + aznbao

Korzystajac z reprezentacji 4 x 4 macierzy, co definiuje réwnanie (2.3), stwierdziliSmy, ze
prowadza one do tego samego wyniku co (2.5).

A jak postapi¢ w przypadku mnozenia macierzy zespolonej 2 x 2, &/, przez liczbe zespo-
long o € C? Rozszerzajac definicje (2.1) do macierzy 4 x 4, dostajemy

a= | 1=a. (2.6)

W przypadku mnozenia macierzy przez liczbe, mamy

oo = (“‘“1 a“”) . (2.7)

aag1  «agy

To samo otrzymaliSmy korzystajac z reprezentacji (2.3) oraz (2.6). Ponadto, sprawdzili$émy
przemiennos¢ odpowiednich macierzy 4 x 4,

a-A=A-a, (2.8)
skad wynika przemienno$é¢ mnozenia liczb i macierzy.

Korzystajac ze wzoru (2.6), zauwazmy, ze jednostke urojona i oraz jej sprzezenie zespolone
—1i mozemy przedstawi¢ w postaci macierzowej jako

0 -1 0 O 0 1 0 O

. 1 0 0 O ) -1 0 0 O

e =J; —i= 0 0 0 1 =—-J (2.9)
0 0 1 O 0 0 -1 0

SprawdziliSmy, ze zachowuja sie one analogicznie do klasycznej liczby urojonej, spelniajac
nastepujace wlasnosci,

1000

(=) i=1= (—F) 7 =T = 8 (1) " 8 , (2.10)
0 0 01

i () )=1= 9 -(—F) =1, (2.11)

ii=—1= 9.9 =1, (2.12)

(=) (=) = ~1 = (=) - (—9) = I. (2.13)

Poza macierzami kwadratowymi bedziemy réwniez pracowaé z wektorami dwuwymiarowymi



o zespolonych wspoétrzednych, y = <>>§1>, gdzie x¢, (¢ = 1,2), sa liczbami zespolonymi. Taka
2
kolumne bedziemy reprezentowali kolumng czterech liczb rzeczywistych,

X1r

Y= X=X, (2.14)
X2r

X2i

Pokazalidémy, ze definiujac je w taki sposdb, mozemy bez problemu wykazaé¢ korespondencje
miedzy macierzami i kolumnami wypelnionymi liczbami zespolonymi lub rzeczywistymi,

o x=A-X, (2.15)

czyli
a11r —a11; a1y —Qa12; X1r

<a11 a12> <X1>:> a1y Q11 G127 G12r X1i . (2.16)

a21 A2 X2 a21r —ag1; A2y —a22; X2r
a21; a1y A22; @22 X2i

Opisane tu dzialania zilustrujemy teraz na przykladzie macierzy Pauliego, ktore sg szczegdl-
nie wazne dla badan nad ukladami dwupoziomowymi.

Macierze Pauliego

Macierze Pauliego (oznaczane przez nas jako oy,01,03) sa to macierze hermitowskie 2 x 2,
ktore wraz z macierzg jednostkowa, og, tworza baze w przestrzeni zespolonych macierzy 2 x 2,

1 0 0 1 0 — 1 0
UO_(O 1>,Jl—<1 0)’02_<i 0),03—<0 _1>. (2.17)

Oznacza to, ze dowolng zespolong macierz 2 X 2 mozemy przedstawi¢ w postaci liniowej
kombinacji macierzy oy (¢ =0,1,2,3),

ail  ai12 3 ho 4+ hs hi —ihs
o = <G21 a22> = hooo + h1o1 + haoo + hgos = Zz:;]thg = (hl Vihy ho— h3> , (2.18)

gdzie hy € C. Wynika stad, ze zachodzg nastepujace zwiazki,

a1y = ho + hs, ho = w (2.19)
arz = hy — ihg, hy = w (2.20)
azy = hy + iho, hy = w (2.21)
azs = ho — hs, hy = w (2.22)

Zauwazmy, ze macierze (2.17) mozna przedstawi¢ w postaci rzeczywistych macierzy 4 x 4,
zgodnie z naszym przepisem (2.3),

1 0 00 0010
0100 0 0 01

o0 = X = 00 1 0 ;o1 = X = 100 ol (2.23)
0 0 01 0100



0 0 0 1 10 0 O
0 0 -1 0 01 0 O

09 = Y9 = 0 -1 0 0 ; 03 = X3 = 00 -1 0 (2.24)
1 0 0 O 00 0 -1

Z kolei reprezentujac liczby zespolone hy w (2.18) zgodnie z przepisem (2.6), sprawdzili$my,
ze réwnosé (2.18) jest spelniona réwniez na gruncie reprezentacji macierzami 4 x 4,

A A A A SN
A =ho Yo+ h1 L1+ he Yo+ h2 X3 = Z he 2y (2.25)
=0

Na koniec, w ramach zabawy liczbami zespolonymi, podajemy jawna postaé¢ przyporzadko-
wania —igy = Sy, gdzie Sy sa macierzami rzeczywistymi 4 x 4 postaci

0O 1 0 O 0O 0 0 1
-1 0 0 O 0 0 -1 0
=10 0 0 11" |0 1 0 o0 (2.26)
0O 0 -1 0 -1 0 0 O
00 -1 o0 0 1 0 O
00 0 -1 -1 0 0 O
2110 0 0" o0 00 -1 (2.27)
01 O 0 0O 01 O
Przy ich pomocy, potwierdziliSmy, ze dla kazdego £ = 0, 1,2, 3 zachodzi
Sp=—5-%,, (2.28)

gdzie .# jest zdefiniowane réwnaniem (2.9).



Rozdziat 3

Rownanie ukladu dwupoziomowego
w okresowym polu laserowym

Kilka stéw o mechanice kwantowej

W przeciwienstwie do Newtonowskiej mechaniki klasycznej, elektrodynamiki Maxwella czy
teorii wzglednosci Einsteina, mechanika kwantowa nie posiada jednego twoércy. Pod koniec
XIX wieku fizyka klasyczna dysponowalta wielkim arsenatem wiedzy, a jednak pozostawaly
problemy $wiata mikroskopowego, ktérych nie dawalo si¢ rozwiazaé za pomoca jej praw.
Pracowalo nad nimi wielu rozpoznawalnych dzi$§ naukowcéw, takich jak Planck, wspomniany
juz Einstein czy Bohr. Badania z poczatku XX wicku zaowocowaly rozwojem tego waznego
dziatu fizyki, jakim jest mechanika kwantowa.

Wprowadzenie do ré6wnania Schrodingera

Podstawe nierelatywistycznej mechaniki kwantowej stanowi rownanie Schrodingera. Réwna-
nie to pozwala przewidzie¢ ewolucje kwantowo-mechanicznego stanu uktadu fizycznego. Dla
uktadu dwupoziomowego réwnanie to przybiera postaé

ihox (t) = H(t)x (1), (3.1)

gdzie

(1) = (i;g%) . wec, =12 (3.2)

jest spinorows funkcja falowa. Z kolei

Ht) = (gig; g;iﬁg) . Hug()eC, Lk=1,2, (3.3)

jest hamiltonianem opisujacym kwantowa dynamike uktadu.

Bedziemy zakladali, ze macierz H(t) jest nieosobliwa dla dowolnego czasu ¢t. Wyznacznik
tej macierzy musi byé¢ zatem rézny od zera. Mechanika kwantowa w ogdlnosci zaklada, iz
hamiltonian jest macierzg hermitowska. My jednak nie potrzebujemy tego zatozenia. Okazuje
sie bowiem, ze w pewnych waznych problemach fizycznych hamiltonian moze by¢ macierza
pseudo-hermitowska.
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Zgodnie z rozdzialem 1, operator Hamiltona mozemy wyrazi¢ poprzez macierze Pauliego:
H(t) = ho(t)oo + hi(t)o1 + ha(t)o2 + hs(t)os, (3.4)

gdzie hy(t), £ =0, 1, 2, 3 moga by¢ w ogélnosci zepolonymi funkcjami czasu.

Przyktady realizacji fizycznych

W zaleznosci od badanego ukladu fizycznego funkcje hy(t), tworzace operator Hamiltona,
przyjmuja rézne wartosci. Oto kilka przyktadow uktadéw dwupoziomowych:

1. Kreacja par fermionowych zaleznym od czasu polem elektrycznym. W takiej sytuacji:
ho(t) = ha(t) =0, hs(t) =w(t), ha(t) = Q(t), (3.5)
gdzie w(t), Q(t) € R. Macierz H(t) jest w tym przypadku hermitowska.

2. Kreacja par bozonowych zaleznym od czasu polem elektrycznym. Wtedy:
ho(t) = ha(t) =0, hs(t) =w(t), hi(t) =1iQ(1), (3.6)
gdzie w(t), Q(t) € R. Uklad jest pseudo-hermitowski w takim sensie ze

osH'(t)og = H(t). (3.7)

3. Kreacja par elektron-dziura zaleznym od czasu polem elektrycznym w grafenie. W tym
przypadku:
ho(t) = hs(t) = 0 (3.8)

oraz hi(t), ha(t) € R. W tej sytuacji hamiltonian jest hermitowski. Dokladniej sytuacje
te zbadamy w rozdziale 3.

Widmo kwazienergii kwantowego ukladu dwupoziomowego w okresowym polu
elektrycznym

Obecnosé okresowego pola elektrycznego oznacza, ze hy(t) sa funkcjami okresowymi. To zna-
czy, ze istnieje takie dodatnie T', ze

he(t +T) = he(t), (3.9)
co implikuje okresowos¢ operatora Hamiltona. Mianowicie zachodzi
H(t+T)=H(t). (3.10)

Mozemy sie traz zastanowi¢, jaki wplyw ma zalezno$é¢ hamiltonianu od czasu, a w szcze-
gblnoéci jego okresowosé, na rozwiazania rownania Schrodingera. W jaki sposdb mozna je
charakteryzowac¢? Do tego postuzy nam macierz ewolucji czasowej U (¢, t'), gdzie ogdlnie za-
kladamy, ze t > t’. Jest to macierz unitarna, pozwalajaca przewidzie¢ stan uktadu w czasie
t jedli znany byt jego stan w czasie t'. Macierz ewolucji spelnia réwnanie

ihoU(t, t') = Ht)U(t, t) (3.11)
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z warunkiem poczatkowym
ron . (10
U(t,t)-[-(o N (3.12)

W naszych rozwazaniach bedziemy przyjmowali, ze funkcje hy(t) spelniaja wszystkie warunki
niezbedne do tego, aby powyzsze rownanie z warunkiem poczatkowym w sposéb jednoznaczny
wyznaczaly macierz ewolucji. To znaczy, ze jezeli

ihoU(t, ') =HOU®E, ), U, t')=1 (3.13)
ihoUy (t, t') = HO)UL(t, t), U (¢, V') =1, (3.14)

to
Ut, t') =Ui(t, t). (3.15)

Wilasnos$ci macierzy ewolucji

1. Macierz ewolucji U(t, t') spelnia prawo skladania:
U, ") =U(t, t))U(t1, t'), t=t1 >1. (3.16)
Obie strony spelniaja réwnanie (3.11) oraz warunek poczatkowy dla ¢ = t; = ¢'.
2. Okresowos$é w obu argumentach:
Ut+T, ' +T)=U(t, t). (3.17)

Powyzsza wlasno$é¢ wynika z jednoznacznosci sposobu wyznaczenia macierzy ewolucji
oraz okresowosci operatora Hamiltona, tzn.

ihOUt+T, ' +T)=Ht+T)Ut+T, ¢ +T)=HQUE+T,t' +T) (3.18)

oraz
Ut +T,¢+T)=1. (3.19)

3. 7 powyzszych wlasnosci wynika zaleznosé

Ut+T, Y=U@t+T, ' +TY U +T,t)=Ut, ) UK +T,t). (3.20)

Macierz U(t' + T, t') nazywamy macierza monodromii i oznaczamy M (T). Bedziemy zakla-
dali, ze macierz monodromii nie jest osobliwa oraz ze posiada dwa wektory wlasne,

He = (MZ1> ;o Mg € C, (=12 (321)
He2
takie, ze
1
M (t) e = exp(—%EgT> L (3.22)

Wartosci Ey nazywamy kwazienergiami. W ogdlnosci wartosci te sa liczbami zespolonymi.
Natomiast dla uktadow hermitowskich sa rzeczywiste.
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Na tym etapie mozna zaczac sie zastanawia¢, czy kwazienergie na pewno nie zaleza od wyboru
warunku poczatkowego. Aby to pokazaé, przyjmijmy, ze t” > t'. Wowczas ze wzoru (3.20)
wynika, ze

Ut+T,t")y=U@t" Ut +T,t"), (3.23)
gdzie M"(T) = U(t" + T,t"). Podobnie,

Ut+T,t)=Ut,t U +T,t), (3.24)
przy czym M'(T) =U(t' + T,t'). Z drugiej strony,
Ut+T,t)y=U@t+T,t"\\U{",t). (3.25)

Jesli zdefiniujemy S = U(t”,t'), to powyzsza réwno$é¢ mozemy zapisaé w postaci

Ut,t")y=U(t,t")S. (3.26)
Zatem
Ut+T,t")=U{t+T,t")S =U(t,t"\M"(T)S = U(t,t")S~ ' M"(T)S, (3.27)
przy czym
STIM"(T)S = M'(T). (3.28)
Stad ostatecznie otrzymujemy
SM'(T) = M"(T)S. (3.29)

Jesli ) jest wektorem wlasnym M'(T) o wartosci wlasnej exp(—%EgT), to Suy = py jest
wektorem wlasnym M”(T') o tej samej wartosci wlasnej. Dalej bedziemy przyjmowac, ze puy
jest wektorem wlasnym macierzy monodromii dla pewnego dowolnie wybranego czasu t'.

Do dalszych rozwazan wygodnie jest wprowadzi¢ macierz Hp zwanag hamiltonianem Flo-
quet’a, ktora definiuje sie nastepujaco:

M(T) = exp(—%HFT) (3.30)

oraz
Hppy = Eppug. (3.31)

Przyjmujemy, ze funkcje hy(t) umozliwiaja istnienie takiej macierzy. Twierdzenie Floquet’a
pozwala wtedy zapisa¢ macierz ewolucji w postaci

Ut,t') = F(t,1) exp(—%HF(t 1)), (3.32)

gdzie F(t,t') jest macierza okresowa o okresie T, co mozna tatwo udowodnié rozpisujac U (¢t +
T,t') na dwa sposoby:

Ut+T,t)=F(t+T,t) exp(—%HF(t +T — t’))
— F(t+T.¢) exp(—%HF(t _ ) exp(—%HFT)
= F{t+T,t) exp(—%HF(t - t’))M(T) (3.33)
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badz

Ut+T,t)=U{t+T,t'+T)M(T)=U(t,t')M(T)

i (3.34)
= F(t,t') exp(— Hp(t — ) ) M(T).
h
Z tego wynika réwnosé¢ F(t + T,t") = F(t,t').
Zatem dla stanéw wlasnych py ma miejsce zaleznosé:
/ . i / /
U(t,t)pe = exp(— Bt — ) F(t, e (3.35)

Zauwazmy, ze F(t,t')uy jest kolumna o okresowych wspoélczynnikach. Wprowadzimy wiec
nowe oznaczenie py(t,t') = F(t,t') e, gdzie

pe(t,t') = pe(t + T, ¢). (3.36)

Kolumne te mozna roztozyé¢ w szereg Fouriera:
= t
pe(t,t) = Z pen () exp(—2i7TNT). (3.37)
N=—o00

Inna postaé¢ twierdzenia Floqueta méwi, ze rozwiazan ukladu rownan o okresowych wspol-
czynnikach mozna szukaé¢ w postaci

i oo ,
x(t):exp(—%Eet) > Xenexp(—iNwt), (3.38)
N=—00

gdzie w = 27/T.
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Rozdziatl 4

Grafen w okresowym polu
laserowym

Struktura grafenu

Aby zrozumieé wyjatkowe wlasciwosci grafenu warto poznaé¢ jego budowe. Jest to pojedyn-
cza, wyizolowana warstwa grafitu, ktéry jest powszechnie uzywanym i dobrze przebadanym
materialem. Wygladem przypomina plaster miodu ztozony z powtarzajacych sie, heksago-
nalnych komérek. Taka struktura zostala opisana w 1924 roku przez J. D. Bernala [2], ktéry
zwrcil uwage na to, ze wiazania miedzy kolejnymi jej warstwami sg bardzo stabe, a atomy
w poszczegdlnych warstwach sa polaczone silnymi wiazaniami kowalencyjnymi.

Ponad 20 lat pézniej P. R. Wallace [3] przewidzial istnienie grafenu pod wzgledem teoretycz-
nym, co zaskutkowalo narodzeniem sie w nauce idei wyizolowania pojedynczej jego warstwy.
Sceptycznie do tego pomystu podeszli Landau i Peierls [4, 5], ktérzy stwierdzili, ze taka postaé
grafitu nie moze by¢ termodynamicznie stabilna, wiec taki dwuwymiarowy krysztal nie ma
prawa istnie¢. Pézniejsze proby eksperymentalne zdawaly sie potwierdzaé¢ te obawy. Jednak
w 2004 roku, wbrew powszechnej opinii, na podstawie wcze$niejszej pracy P. R. Wallace’a
udalo sie taka warstwe uzyskaé. Juz 6 lat pézniej, w 2010 roku, Andre Geim i Konstantin
Novoselov [6] dostali Nagrode Nobla z fizyki za udoskonalenie metody otrzymywania grafenu
na drodze eksfoliacji.

Wtasciwosci grafenu

W ostatnich latach badanie grafenu niezaprzeczalnie stalo sie jednym z najbardziej obie-
cujacych i najpowszechniej obieranych kierunkéw dziatalnosci naukowej na calym Swiecie.
Grafen zyskal na popularnosci gtéwnie ze wzgledu na szereg niezmiernie ciekawych wtasci-
wodci i wynikajacych z nich potencjalnych zastosowan. Naleza do nich m.in.:

o dalekozasiegowa, dwuwymiarowa, symetryczna struktura - mozliwo$¢ pokrywania du-
zych powierzchni;

e niespotykanie wysoka ruchliwo$é elektronéw (135 razy wieksza niz w krzemie, 25 razy
wigksza niz w GaAs) - dzigki czemu grafen moze staé si¢ nastepca krzemu w technolo-
giach tranzystorowych;

e 100 razy mocniejsza budowa w pordéwnaniu do stali o tej samej grubosci - co otwiera
duze perspektywy w zastosowaniach militarnych;
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e clastyczno$é, przezroczystodé, wysokie przewodnictwo cieplne i elektryczne - mogace
znalezé¢ zastosowania w nowoczesnych panelach fotowoltaicznych oraz zwijalnych wy-
Swietlaczach dotykowych;

e przepuszczalno$é wody i jednoczesnie nieprzepuszczalno$é gazow lub soli - z perspek-
tywa konstrukeji filtrow odsalania wody morkiej oraz czujnikéw nowych generacji.

Taki zestaw cech jest jeszcze bardziej imponujacy, jezeli zauwazymy, ze mowa tu o niemeta-
licznym pétprzewodniku.

Grafen jako uklad dwupoziomowy

Ten wyjatkowy material jest tematem wielorakich rozwazan eksperymentalnych i teoretycz-
nych [7, 8]. Szczegdlnie interesujacym aspektem badan nad grafenem jest jego struktura
pasmowa. W strukturze tej wystepuje pasmo walencyjne (E < 0) i przewodnictwa (E > 0),
ktore stykaja sie w szeSciu punktach, zwanych punktami Diraca. Dwa sposréd tych punktow
(K i K') nie sa réwnowazne. Okazuje si¢, ze dynamika elektronéw wokét tych punktéw daje
sie opisa¢ rownaniem ukladu dwupoziomowego wspomnianym uprzednio w rozdziale 2.

Dokladniej, przyjmijmy, ze grafen lezy w plaszczyznie (z,y). Odpowiednie réwnanie falowe
dla grafenu oddzialujacego z polem laserowym, wokét punktéw Diraca, przyjmuje postaé

ihop)(x,y,t) = vp [sxam (Pz — €Ag(t)) + syoy(Py — eAy(t))}@/J(ac, y,t). (4.1)

Tutaj, vr jest tak zwana predkoscia Fermiego, ktéra wynosi vp =~ ¢/300. Z kolei s, = +1 oraz
sy = 1. W szczegdlnosci, dla punktu Diraca K mamy s, = s, = 1. W przypadku punktu K,
wartosci tych wspotezynnikow zalezg od reprezentacji. Ze wzgledu na te niejednoznaczno$c,
rachunki numeryczne wykonamy tylko dla punktu K. Ponadto, o, oraz o, to wprowadzone
wczesniej macierze Pauliego (2.17). Operatory pedu wynosza p, = —ih0, oraz p, = —ih0y,
natomiast A, (t) i Ay(t) to skladowe potencjalu wektorowego opisujacego pole laserowe. W
ogolnosci, A, (t) i Ay(t) moga by¢ dowolnymi funkcjami czasu. Dla naszych celéw, nakladamy
na nie warunek okresowosci,

Aj(t+T) = A;(t), j==y, (4.2)
gdzie okres T' definiuje czegstosé oscylacji pola, w = 27 /T.

W dalszym ciagu wprowadzamy jednostki:
e energii By = hw,
e pedu pg = Ey/vp = hw/vp.

W badaniach nad grafenem typowo uzywa si¢ terahercowych (THz) pdl laserowych [9]. W
przypadku takich pdl jednostka energii jest rzedu meV (4 meV dla 1 THz). Z kolei jednostka
pedu jest kilka rzedéw wielkoéci mniejsza niz jednostka relatywistyczna mec (2 x 1072 mec
dla 1 THz). Mimo to w takich warunkach mozliwe jest testowanie przewidywan fizyki relaty-
wistycznej. Dla kompletnoéci podamy jeszcze, ze w pionierskich badaniach nad otrzymaniem
silnych pél terahercowych [10], zmierzono amplitude pola elektrycznego bliska 1.5 x 107 V /m.
To z kolei odpowiada intensywnosci szczytowej okoto 3 x 107 W /em?. Z tego rodzaju polami
laserowymi bedziemy mie¢ do czynienia w badaniach nad grafenem.
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Wprowadzajac zmienna bezwymiarowa ¢ = wt, réwnanie (4.1) mozna przepisa¢ w postaci:

i(%g?,/)(.%’, Y, ¢) = [Szgx (ﬁx - eAx(¢))/p0 + sy0y (ﬁy - €Ay(¢))/p0} w(% Y, ¢) (43)

W nowej zmiennej, funkcje A;(¢), j = x,y sa okresowe z okresem 27. Rozwiazan tego réw-
nania szukamy w postaci:
i

(Y, ¢) = eXp[h

(P + pyy) | X(@), (4.4)
co prowadzi do réwnania zwyczajnego na x(¢),

Z.dxd(j) = [sxam (px — €A2(8)) /po + syoy (py — €Ay(0)) /po] (o). (4.5)

Cho¢ funkcje A, (t) oraz Ay(t) moga przyjmowaé dowolng postaé, w dalszej analizie przyj-
mowaé bedziemy, ze opisuja one pole bi-chromatyczne. A doktadniej, potencjal wektorowy
przyjmiemy w postaci

A(p) = A1(9) + Aa(9), (4.6)

przy czym
Aq(p) = Ay (cos 01 cos(N1¢)e, + sin §; sin(N1d>)ey), (4.7)
As(¢p) = Ao (cos 92 cos(Nap + d)e, + sin bz sin(Nag + 5)ey). (4.8)

Po rozpisaniu na wspoétrzedne, mamy

A(p) = Au(d)ex + Ay(P)ey, (4.9)

gdzie
A, (@) = Aqgcos by cos(N1¢) + Agg cos da cos(Nad + 6), (4.10)
Ay((ﬁ) = A10 sin (51 sin(Nl(b) + A20 sin (52 SiH(NQQb + (5) (411)

Parametry tu wystepujace oznaczaja po kolei: Ajo amplitudy poszczegélnych sktadowych
pola, d; ich polaryzacje, N; definiuja harmoniczne pél i moga przyjmowaé dowolne wartosci
naturalne, przy czym N; # N, natomiast § wyznacza wzgledng faze pol sktadowych. W
kolejnym kroku wprowadzamy wielkosci bezwymiarowe: ¢, = p./po, ¢y = Dy/Po, A0 =
—eAjo/po oraz Ayg = —eAsg/po. Wowcezas réwnanie falowe (4.5) przyjmuje postac:

M =— i[szaz (qz + Ajg cos §1 cos(N1¢) + Agg cos d; cos(Nag + 5))

d¢
+ 5y0y (4, + Aro sin 61 sin(N16) + Az sin 6 sin(Nags + 8) ) | x(9). (4.12)
Jest to uktad dwdéch zespolonych réwnan zwyczajnych o wspétczynnikach okresowych z okre-

sem 27. Zastosowanie znajduje tu zatem ogdlny schemat wyznaczania widma kwazienergii,
przedstawiony w rozdziale 2. Mianowicie, rozwiazan (4.12) szukamy w postaci

x(¢) = exp(—icg)xo(¢), (4.13)
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przy czym
Xo(¢ + 27) = xo0(¢), (4.14)

za$ ¢ jest przeskalowana (bezwymiarowa) kwazienergia,

FE
—— 4.1
c Aw (4.15)

Jak widzimy, potencjal wektorowy wprowadza wiele parametréw. Dlatego w rachunkach zaj-
miemy sie szczegblnym przypadkiem pola bi-kotowego. Zdefiniujemy je przy uzyciu parame-
tréw: 6 =0, 61 = w/4 oraz d; = 7 /4. Znak “+” odpowiada sytuacji, gdy oba pola sktadowe
spolaryzowane kolowo kreca sie w tym samym kierunku. Z kolei znak “—” odpowiada sytu-
acji, gdy pola krecg sie w przeciwnych kierunkach. Poza tym amplitudy pdl Ajg i Agg a takze
harmoniczne N1 # No moga przyjmowaé¢ dowolne wartosci.

Tego typu modele matematyczne, jesli zaaplikowane wprost, moga sta¢ sie prawdziwa udreka
dla osoby, ktéra prébuje numerycznie zaimplementowaé je w docelowo szybko wykonujacy
sie¢ program. Aby tego problemu unikngé, nalezy przeformulowaé go w taki sposdb, aby w
trakcie rozwiazywania zagadnienia wlasnego macierzy monodromii, zamiast analizowaé¢ uktad
rownan rozniczkowych, sprowadzié¢ wszystkie obliczenia do liniowych operacji na macierzach.
Programem idealnym, bo bardzo dobrze zoptymalizowanym do tego typu rachunkéw, jest
MATLAB.

W rzeczywistosci, w trakcie realizacji projektu powstaly dwie wersje programu obliczajace
widmo kwazienergii (oraz stanéw wlasnych im odpowiadajacych, choé problem ten wykra-
czal poza ramy tego projektu). W pierwszej wersji rozwiazywany jest uklad réwnan réznicz-
kowych z wykorzystaniem wewnetrznej procedury Matlabowskiej ode45. Implementacja ta,
choé¢ pozwala wyznaczy¢ widmo kwazienergii z malym bledem numerycznym, wymaga jednak
wykonania dhugich rachunkéw numerycznych. W drugiej wersji programu ewolucja czasowa
dokonuje sie w malych krokach czasowych poprzez mnozenie odpowiednich macierzy ewolu-
cji. Zaleta tego podejscia jest to, ze warunek unitarnoéci jest zawsze spelniony oraz rachunki
sg szybkie. Ujemna strona jest jego malta doktadnosé, ktéra zalezy od ilosci przedziatléow cza-
sowych uzytych w obliczeniach. W przypadku przedstawionych nizej wynikow, obie metody
daty praktycznie te same rezultaty.

Widmo kwazienergii elektronéw w grafenie

Ilustracje numeryczne wykonane zostaly dla grafenu w bi-kotowych polach laserowych, ktére
opisano doktadnie w poprzednim podrozdziale. Dla kompletnosci, przeskalowany potencjat
wybrany zostal w postaci

A(¢) =[ A cos dy cos(N1¢) + Az cos da cos(Nag + d)] ey
+ [ A1 sin &3 sin(N1¢) + Asg sin 62 sin(Nag + 6)] ey (4.16)

Z kolei przeskalowane pole elektryczne, €(¢) = —043.A(9),

E(¢) =[A10N1 cos 01 sin(N1¢) + Az Ny cos b sin(Nog + J) | e
— [A10N7 sin 81 cos(N1¢) + AggNa sin d; cos(Nad + 8)| ey, (4.17)

Wybrane tu zostaly nastepujace stale parametry: 6; = 7/4, o = —7/4, 6 = 0, A1 = 6 oraz
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Rysunek 4.1: Przeskalowane potencjal A(¢) (lewy panel) i natezenie pola elektrycznego E(¢)
(prawy panel) zrzutowane na plaszczyzne (x,y) dla § = 7/4, §o = —w/4, 6 = 0, A9 = 6,
Ao =31 (N1,Na) =(1,2).
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Rysunek 4.2: To samo co na rysunku 4.1, ale zmiennoé¢ w czasie pol przedstawiona jest jako
tréjwymiarowa krzywa w ukladzie, w ktérym zmienna z jest przeskalowana zmienna czasowa

¢/2m.

Aoy = 3. Oznacza to, ze obie skladowe pola sa spolaryzowane kotowo, przeciwnie wzgledem
siebie, a stosunek przeskalowanych amplitud to 2:1. Pozostale parametry pola elektrycznego,
(N1, N2), ograniczono do dwéch par: (1, 2) i (3, 5).

Zaleznosci pdl dla wybranych par wspétczynnikow (Np, Na) przedstawiono na rysunkach 4.1,
4.2, 4.3 i 4.4. Widaé, ze dla (N1, N3) = (1,2) pole ma trzykrotna symetrie obrotowa, a
dla (N1, N2) = (3,5) oSmiokrotna. Znajduje to réwniez swoje odzwierciedlenie w rozkladzie
kwazienergii. Na rysunkach 4.5, 4.6 i 4.7 przedstawiono kolorowe mapy przeskalowanej kwa-
zienergii w funkcji przeskalowanych pedéow wokét punktu Diraca p = 0. Rysunki te nalezy
rozumieé tak, ze odktadamy wartos¢ kwazienergii jako funkcje sktadowych pedu, a nastepnie
rzutujemy ten tréjwymiarowy wykres na ptaszczyzne pedéw. Kolor reprezentuje zatem war-

19



| 20 |
10|
D D
=0 =0 -
Nt AN~
o) 20 |
5 0 5 20 0 20

Az (9) Ea(9)

Rysunek 4.3: Przeskalowane potencjal A(¢) (lewy panel) i natezenie pola elektrycznego E(¢)
(prawy panel) zrzutowane na plaszczyzne (x,y) dla 6 = 7/4, §o = —n/4, 6 = 0, A9 = 6,
Ay =31 (N1, N2) = (3,5).
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Rysunek 4.4: To samo co na rysunku 4.3, ale zmienno$¢ w czasie pol przedstawiona jest jako
tréjwymiarowa krzywa w ukladzie, w ktérym zmienna z jest przeskalowana zmienna czasowa

/2.

tosci przeskalowanej kwazienergii.

Rysunek 4.5 odpowiada przypadkowi zerowego pola laserowego (A9 = Agg = 0) i przedstawia
zredukowane do odcinka [—0.5,0.5] wartosci przeskalowanych energii stanéw stacjonarnych,
tj. stozkow |p|/po i —|p|/po (rysunek 4.8). Na rysunku widzimy kolowe pierscienie, ktérych
wartosci ekstremalne (0 lub +0.5) osiagalne sa dla poléwkowych lub catkowitych wartosci
Ip|/po. Odpowiada to sytuacji, gdy réznica energetyczna miedzy pasmami jest calkowita
wielokrotnoscia energii kwantu pola laserowego Aw. Sytuacjom takim odpowiadaja przejscia
rezonansowe pomiedzy pasmami, gdy pole laserowe przyjmuje niezerowe wartosci. W wyniku
takiego oddzialywania w punktach tych dochodzi do rozczepienia widma kwazienergii i po-
jawiaja sie niezerowe przerwy energetyczne. Wraz ze wzrostem natezenia pola elektrycznego
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Rysunek 4.5: Rysunek przedstawia kolorowe mapy kwazienergii dla zerowego pola lasero-
wego (Ajp = Az = 0). Na rysunkach obserwujemy kolowe pierscienie, ktérych wartosci
ekstremalne osiagane sa dla poléwkowych lub caltkowitych wartosci |p|/po i odpowiadaja one
przejsciom rezonansowym pomiedzy pasmami dla niezerowych pél laserowych.

g1 mod 1 g9 mod 1
5 0.4
~ 0.3
< 0
¥ 0.2
-5 0.1
-10
-10 -5 0 5

Pz/Po Pz/Po

Rysunek 4.6: Rysunek przedstawia kolorowe mapy kwazienergii dla (N1, Na) = (1,2). Trzy-
krotna symetria obrotowa (wystepujaca dla pola laserowego, por. rysunek 4.1) pojawia sie
dla pedéw z otoczenia punktu Diraca (0,0).

g1 mod 1 g9 mod 1
5 -0.1
~ -0.2
<
~~ O
ISY -0.3
-5 -0.4
-10
-10 -5 0 5

Pa/Po Pa/Po
Rysunek 4.7: To samo co na rysunku 4.6, ale dla (Ny, N2) = (3,5). Tym razem wyraznie

widzimy o$miokrotng symetrie obrotowa wystepujaca takze w zaleznosci czasowej pola lase-
rowego, por. z rysunkiem 4.3.
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Rysunek 4.8: Rysunek przedstawia widmo kwazienergii dla zerowego pola laserowego, czyli
powierzchnie stozkéw E /hw = |p|/po+n4 1 E_/hw = —|p|/po+n_ dla caltkowitych ny in_
ograniczone do zakresu 0 < Ey /hiw < 1. Powierzchnie te przecinaja sie dla potéwkowych lub
catkowitych pedéw |p|/po, co odpowida caltkowitym wartosciom E. /hw — E_/hw. ‘Strzepy’
pojawiajace sie w punktach przeciecia i na granicach powierzchni wynikaja z niedostatecznie
gesto wybranych wartosci pedéw w obliczeniach, co podyktowane byto czasem ich wykonania.

przerwy te powiekszaja sie i staja sie widoczne ‘golym okiem’ - ich warto$é¢ jest wicksza niz
gruboéé linii na rysunku. Taka sytuacja w pierwszej kolejnosci zachodzi dla pedéw z okolicy
punktu Diraca p = 0. Spowodowane jest to tym, ze dla takich wartos$ci pedéw przejscia rezo-
nansowe wymagaja pochloniecia niewielkiej ilosci fotondow z pola laserowego. Oznacza to, ze
w tej okolicy prawdopodobienstwa przejécia elektronéw do pasma przewodnictwa sg znacznie
wieksze niz dla pedéw odlegltych od punktu Diraca. Wraz ze wzrostem natezenia pola lasero-
wego struktura przerw i ich rozklad na ptaszczyznie pedowej (pz, py) komplikuje sie i przesuwa
sie ku wiekszym wartosciom |p|. Wywolane jest to nieperturbacyjnym oddzialywaniem pola
laserowego z elektronami w grafenie, w wyniku czego moze réwniez doj$é¢ do ‘zamkniecia’
niektérych przerw energetycznych lub do ‘otwarcia’ nowych dla innych wartosci pedéw. Dla
dostatecznie duzych wartosci |p| widmo kwazienergii zawsze przyjmie jednak postaé¢ obser-
wowana dla zerowego pola laserowego. Bierze sie to stad, ze dla dostatecznie odleglych od
siebie pozioméw energetycznych przejscia kwantowe pomiedzy nimi sg mato prawdopodobne,
gdyz wymagaja pochtoniecia duzej ilosci fotonéw z pola laserowego. Obraz taki jest wyraznie
widoczny na rysunkach 4.6 i 4.7, na ktérych widmo kwazienergii dla duzych |p| przypomina
to obserwowane dla znikajacego pola laserowego (rysunek 4.5).

Dla niewielkich pedéw, czyli w przyblizeniu takich, ze |p|/po < 1/A%, + A3y, widmo kwazie-
nergii jest istotnie zmodyfikowane oddzialywaniem z polem laserowym i przyjmuje symetrie
obrotowa podobna do tej obserwowanej dla pola laserowego (poréwnaj z rysunkami 4.1 i 4.3).
Podkredlmy, ze rozktad przerw energetycznych, a co za tym idzie rozklad dynamicznie ge-
nerowanych punktéw Diraca o niezerowej masie, istotnie zalezy od natezen poszczegdlnych
sktadowych pola bi-chromatycznego. Dla wybranych przez nas parametréw wyraznie widzimy
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Rysunek 4.9: Tréjwymiarowa ilustracja zaleznosci przeskalowanych kwazienergii w funkcji
pedéw dla opcji (N1, Na) = (1,2). Poniewaz przeskalowane kwazienergie okreslone sa mo-
dulo 1, dlatego przedstawiamy dwie wersje przesuniete o 0.5. Dzieki temu wyraznie widac
w widmie trzy punkty Diraca o niezerowej przerwie energetycznej dla niezerowych pedow,
dynamicznie wygenerowane polem laserowym. ‘Strzepy’, ktére pojawiaja si¢ na granicy po-
wierzchni kwazienergii spowodowane sg niedostatecznie gesto wybranymi wartoéciami pedéw
w obliczeniach.

Rysunek 4.10: To samo co na rysunku 4.9, ale dla opcji (N1, N2) = (3,5). W tym przypadku
wystepuje osiem punktéw Diraca o niezerowej przerwie energetycznej.

3 lub 8 takich punktéw, roztozonych symetrycznie na okregu (rysunki 4.9 i 4.10). Zauwazmy
réwniez, ze dla (N1, N2) = (3,5) w oryginalnym punkcie Diraca dla |p| = 0 pojawia si¢ nie-
wielka przerwa energetyczna, w przeciwienstwie do przypadku (Ni, N2) = (1,2), w ktérym
przerwa ta jest duza w skali energetycznej okreslonej przez kwant energii pola laserowego Aw.
Wyjasnienie tego w sposob intuicyjny jest raczej niemozliwe, poniewaz jest to wynik wysoce
nieperturbacyjny. Mozna sie jedynie spodziewaé, ze dla innych parametréw pola sytuacja
moglaby sie odwrécié.
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Rozdziat 5

Perspektywy dalszych badan

Na zakonczenie warto nadmienié¢, ze struktura, lub uzywajac modnego w tym kontekscie
terminu ‘topologia’, kwazienergii i jej dynamiczna modyfikacja wraz ze zmiang parametréow
pola laserowego istotnie wplywa zaréwno na rozktad pradéw elektrycznych w grafenie, jak i
ich zalezno$¢ czasowa. W konsekwencji zjawiska transportu elektronéw i dziur oraz generacja
wysokich harmonicznych pola promieniowania w grafenie dynamicznie ulegajg zmianom wraz
ze zmianami konfiguracji pola laserowego. Analiza takich fizycznych, tj. dajacych sie zmierzy¢
doswiadczalnie, nastepstw wykracza poza zakres niniejszego projektu, lecz bylaby szalenie
ciekawa i logiczna kontynuacja rozpoczetych tu badan.
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