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O projekcie

Niniejszy Zbior zadan z mechaniki kwantowej powstal w ramach projektu studenckiego na Wydziale
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego. Jego podstawa staly sie zadania domowe do wyktadu z mechaniki
kwantowej, prowadzonego w roku akademickim 2018/2019 przez dr hab. Katarzyne Krajewska.

Celem projektu byto rozwiazanie zadan oraz szczegdlowe zaprezentowanie tych rozwigzan w zakresie
przewidzianym dla standardowego kursu mechaniki kwantowej. Znalezé tu mozna miedzy innymi zadania
w poszczegblnych blokach tematycznych:

Seria 1: elementy rachunku prawdopodobienstwa, delta Diraca, transformata Fouriera, algebra li-
niowa;

Seria 2: unormowanie funkcji falowej, wartosci oczekiwane pomiaru polozenia i pedu oraz ich dys-
persje, zasada nieoznaczono$ci Heisenberga dla potozenia i pedu;

Seria 3: wartos$ci oczekiwane pomiaru potozenia i pedu, prad prawdopodobienistwa, przechodzenie
czastki przez stopnie potencjatu, wspdlczynniki transmisji i odbicia;

Seria 4: stany zwiazane, czastka w nieskoriczonej studni potencjalu oraz w potencjale typu ¢, ewo-
lucja czasowa funkcji falowej, rozklad prawdopodobieristwa pomiaru energii;

Seria 5: postulaty mechaniki kwantowej, twierdzenie Ehrenfesta, zasada nieoznaczonosci Heisenber-
ga, stany polaryzacyjne $wiatta;

Seria 6: zwiazki komutacyjne operatoréw, oscylator harmoniczny, stany koherentne;

Seria 7: eksperyment Sterna-Gerlacha, macierze Pauliego;

Seria 8: niezalezny od czasu rachunek zaburzen (z degeneracja i bez degeneracji), metoda wariacyjna;
Seria 9: orbitalny moment pedu i rozktad prawdopodobieristwa jego pomiaru, sztywny rotator;

Seria 10: atom wodoru, twierdzenie Hellmanna-Feynmana, rachunek zaburzen i metoda wariacyjna
w zastosowaniu do atomu wodoru, czastka w studni sferycznie symetrycznej;

Seria 11: spin 1/2, czastka o spinie 1/2 w polu magnetycznym, dodawanie momentéw pedu, wspot-
czynniki Clebscha-Gordana;

Seria 12: czgstka naladowana w polu elektromagnetycznym, rachunek zaburzen zalezny od czasu,
przyblizenie Borna.



1 Seria

Zadanie 1

Wskazowka w zepsutym predkosciomierzu porusza sie swobodnie tak, ze wprawiona w ruch réwnie
prawdopodobnie zatrzymuje sie dla dowolnego kata 6 pomiedzy 0 a 7.
(a) Wyznaczy¢ rozktad gestosci prawdopodobienstwa pomiaru polozenia wskazowki p(6).
(b) Obliczy¢ wartosé¢ oczekiwana oraz $rednie odchylenie kwadratowe pomiaru potozenia wskazowki.
(c) Obliczy¢ érednie: (sin @), (cos @) oraz (cos?6).

Rozwiazanie:
(a) Poniewaz wskazdéwka predkosciomierza zatrzymuje sie z jednakowym prawdopodobienstwem na do-
wolnym kacie 6 z przedziatu [0, 7], to funkcja rozktadu gestosci prawdopodobientwa p(6) musi by¢ stala,
tzn. p(f#) = A = const. Wiemy ponadto, ze prawdopodobienistwo zatrzymania sie wskazowki gdziekolwiek
musi wynosi¢ 1. Oznacza to, ze catka z gestosci prawdopodobieniswa p(6) obliczona w granicach [0, 7]
réwna sie 1,

1:/pr(e)d9=A/owd9=Aw. (1.1)

Stad wyznaczamy stala A = 1/7 i ostatecznie
1
p(0) == dla 6¢€]0,n]. (1.2)
™

(b) Wartosé¢ oczekiwana () obliczamy z definicji

(0) = /OW p(0)0d0 = i/oﬂ 0do = [Z]: = g (1.3)

Podobnie ma sie sytuacja ze $rednig kwadratu 6
4 1 [7 631" a?
62) = 60)6%do = f/ 0%do = | —| = —. 1.4
@) = [ ooeran =~ | =l =5 (1.4)
Majac (0) i <92>, tatwo mozemy obliczy¢ wariancje

1 1 1
op = (%) — 0)* = §7r2 - sz = E’/Tz. (1.5)

Biorac pierwiastek kwadratowy z wariancji, otrzymujemy szukane przez nas odchylenie standardowe po-
miaru polozenia wskazéwki predkosciomierza,

o9 (1.6)

o
=57
(¢) Z definicji, przy zadanej gestosci prawdopodobieristwa p(6), wielkosé¢ (f(6)) zdefiniowana jest wzorem

(6 = [ s0)1(0). (17)

Stad, wyliczamy po kolei wszystkie srednie w punkcie (c),

. " . L[ 1 - 1 2
(sinf) = /0 p(0) sin0df = ;/0 sin 0df = —~ [—cosf]y = 7r(— cosm — (—cos0)) = - (1.8)
™ 1 (7 1. = 1 .
(cos ) = / p(8) cos 0df = f/ cos 0df = — [sinf]; = —(sinm —sin0) =0, (1.9)
0 m™Jo ™ m
5 T 9 1 /” 5 1 /’T 1+cos(20) 1[0 sin(20)]" 1
= = — = — _— = — | = = —. 1.1
(cos?0) /0 p(0) cos” 0do = cos” 6db =) 5 — |3 + |, 72 (1.10)



Zadanie 2

Dany jest rozklad gestosci prawdopodobieristwa pomiaru dwoch zmiennych losowych X oraz Y,

7w2+y
2

plz,y) = %e (1.11)

a) Wyznaczy¢ rozktady brzegowe. Czy zmienne X, Y sg niezalezne?
(a) a
(b) Obliczy¢ P((X,Y) € A), gdzie A = {(z,y) : 2* + y* < 1}.

Rozwigzanie:
(a) Dla zadanej gestosci prawdopodobienstwa dwoch zmiennych losowych (1.11), rozklad brzegowy zmien-
nej losowej X wyznaczamy nastepujaco
+ 1 2

2
T dy = me*?, (1.12)

> 1 o0 7w2
px (x) :/ p(x,y)dy = e

—o0 2m —00

gdzie skorzystaliSmy z wyniku na catke Gaussowska,

/ e dy = \/Z (1.13)

Przeprowadzajac analogiczne rachunki dla py (y), dostajemy

1 2

py (y) = \/ﬁe_%. (1.14)

Z definicji dwie zmienne losowe X i Y sa niezalezne, o ile zachodzi rownosé

px (2)py (y) = p(z,y). (1.15)

Po podstawieniu tutaj obliczonych rozktadéw brzegowych (1.12) i (1.14), okazuje sie, ze ta rownosé jest
spelniona. Zatem zmienne losowe X i Y sa niezalezne.
(b) Rozwazmy dysk A zdefiniowany tak jak ponizej

A:{(x,y):x2+y2<l}. (1.16)

Znajac gestos¢ prawdopodobienistwa pomiaru dwoch zmiennych losowych p(zx,y), prawdopodobienistwo
tego, ze ich pomiar da wynik w obszarze A wynosi

P((X,Y) e A) z/ plx,y) = —/ e dxdy. (1.17)
(z,y)€A 2m (z,y)€A
Calke te najlatwiej obliczyé we wspdlrzednych biegunowych, wiec
1 /1 2 o 1 2
P((X,Y)e A) = —/ re” 2 dr dp = / re” 2 dr, (1.18)
21 Jo 0 0

gdzie po podstawieniu nowej zmiennej u = 72 /2, otrzymujemy

Nl

1 _
P((X,Y) € A) :/ e tdu = [—e )2 = ¢ eﬁ. (1.19)
0
Zadanie 3
Sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, czy rodzina funkcji
2 2 2
. Ve —w gdy —e<xz<e
Ocl(@) = { 0 gdy z < —e oraz x > e, (1.20)

jest dobrym modelem delty Diraca dla e — 0.

Rozwigzanie:
Aby rodzine funkcji (1.20) mozna bylo uznaé za dobry model delty Diraca w granicy, gdy € — 0 musza
byé spelnione warunki:



L [ bc(x)de =1,
2. lim¢_0 ffooo f(x)dc(x)dx = f(0) dla dowolnej funkcji probnej f(x).

Ad. 1. Wykonujemy catke
/ Oe( — \/ —z2dx = / V€2 — x2dx, (1.21)
e e Jo

gdzie w ostatnim kroku skorzystaliémy z faktu, ze funkcja podcatkowa jest funkcja parzysta, a wiec calka
od —e do € réwna jest podwojonej calce od 0 do e. Nastepnie, dokonujemy zamiany zmiennych x = ecost,
przy ktorej ¢t zmienia sie od 7/2 do 0. Ponadto, w tych granicach zmiennosci ¢t mamy e — 22 = €| sint| =
esint oraz de = —esintdt. Podstawiajac to wszystko do catki (1.21), otrzymujemy

/ 66(:r)dac:ff/ sin2tdt:f/ sin2tdt:7/ L()dt:
— 00 ™ /2 ™ Jo ™ Jo 2

4Tt sin@)]™* 4 @
_7T

™

2 4

T-t (1.22)

0

Oznacza to, ze zadany model funkcji delta spelnia warunek 1.

Ad. 2. Dla dowolnej funkcji probnej f(x) obliczamy

lim/ flz dx—hm—/ f(2)V/e — 22dx. (1.23)

e—0 e—0 7'('6

Podstawiajac tu xz = et, skad wynika, ze t zmienia sie w granicach od —1 do 1 oraz dx = edt, dostajemy

lim /Do F(@)6.(z)dx —hm/ Fe)VI—2dt = / Ji— 2t (1.24)

e—0 — o T e—0

Tutaj, przeszliémy z granicg do € — 0. W dalszym ciagu pozostaje wykonanie calki, ktéra zamieniamy
na podwojona catke od 0 do 1,

] ) B é 1 —
hm/ F(@)6. (2)dz = Wf(o)/o Ny (1.25)

e—=0 ) _ o

Dokonujac zamiany zmiennych ¢ = coswu, gdzie u zmienia si¢ od 7/2 do 0 oraz dt = — sinu du, dostajemy
. o0 4 0 . 9 4 7\'/2 . 9 4 T
lim f(@)de(x)dx = —— £(0) sin®udu = — f(0) sin“udu=— -—f(0) = f(0), (1.26)
e—0 J_ T /2 T 0 T 4

gdzie skorzystaliémy z wyniku catlkowania w Ad. 1. Tym samym pokazaliSmy, ze rodzina funkcji (1.20)
spelnia réwniez warunek 2. Na podstawie przeprowadzonych rachunkéw stwierdzamy zatem, ze rodzina
funkeji (1.20) jest dobrym modelem funkcji delta Diraca.

Zadanie 4

Niech f(k) oraz §(k) beds transformatami Fouriera funkeji f(x) oraz g(x). Udowodni¢ nastepujace
wlasnosci:

(a) Jesli g(x) = f(ax), to G(k) = = f(%),
(b) /f(a:)g( —ikT gy = /f g(k — K')dk', gdzie calka po prawej stronie definiuje tak zwany splot

funkcji, w tym przypadku splot transformat Fouriera (f x §)(k).

Rozwiazanie: R
Transformata Furiera nazywamy odwzorowanie liniowe i ciagte F : f(z) — f(k) takie, ze

k) = / e () d (1.27)

— 00



(a) Wezmy pod uwage funkcje g(x) = f(ax) i obliczmy jej transformate Fouriera,
g(k) = / e~ g(x)dr = / ek f(ax)d. (1.28)

Niech nowa zmienna t = ax, skad wynika, ze dt = adx. Dla a > 0 catkujemy w granicach od —oo do oo,
a zatem caltka (1.28) przybiera postac

1 [ ke 1.7k
g(k) = - T fit)ydt=—-f(—). 1.2
a0 = [ e rwa= i) (1.29)
Z kolei dla a < 0, przy tym samym podstawieniu, musimy catkowaé¢ od oo do —oo, co daje w wyniku
1 [T ke 1 [ ikt 1.k
a(k) = = S f()dt = —= e f(dt=—-=f(=). 1.30
a0 =5 [ e Frwa=— [ Erma-—i(7) (1.30)

Ostatecznie, dla dowolnego parametru a € R, dostajemy

3(k) = — (E) (1.31)

:m a

co koriczy dowod.
(b) Wezmy pod uwage wyrazenie

oo
/ f(@)g(x)e " da, (1.32)
— 00
gdzie funkcje f(x) oraz g(z) zapiszemy za pomoca odwrotnej transformaty Fouriera,
< dk - e
f = [ G, (13
oo V2T
k" .
olo) = [ g, (1.34)
oo V2T

Wstawiajac powyzsze wyrazenia do (1.32), dostajemy

- _ika Ak o [T dR I
/ f(x)g(z)e ™ dey = mf(k") mg(k")/ dx ' HE =R}z, (1.35)

W calce po zmiennej x rozpoznajemy przedstawienie catkowe funkcji delta Diraca,
/ do !B "=k —ons(k + K — k), (1.36)
skad wynika, ze

/jo F(2)g(z)e o dy = /OO dk’f(k’)/oo dk" G(k"S (K" + K — k) = /jo FUNG(k — K)dk'.  (1.37)

— 00 — 00

To dowodzi rownosci w punkcie (b).

Zadanie 5

W trojwymiarowej przestrzeni wektorowej z baza ortonormalna {|v1), |ve), |vs)}, dziata operator:

A =2v1) (1] — i fva) (V1| + |vs) (V1] + @ [v1) (V2| + 2 |v2) (V2]
— i |vs) (va| + [v1) (V3] + i |v2) (vs| + 2 |vg) (vs]. (1.38)

(a) Znalez¢ macierz operatora Afl w zadanej bazie. Czy jest to operator samosprzezony?
(b) Obliczy¢ wartosci wlasne A. R
(¢) Wyznaczy¢ trzy ortonormalne wektory wlasne A oraz odpowiadajace im operatory rzutowe.



(d) Sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem rozklad jedynki oraz rozktad spektralny operatora A.

Rozwigzanie:
(a) Aby wyznaczy¢ macierz operatora A w bazie |v;), obliczamy odpowiednie wyrazy macierzowe A;;
korzystajac ze wzoru

Aij = <’UZ‘A|’UJ> (139)
W przypadku operatora (1.38) otrzymujemy
. 2 1 1
A=\ -1 2 4 |. (1.40)
1 —i 2

Sprzezenie hermitowskie obliczamy za pomoca wzoru At = (AT)*, co oznacza, ze macierz (1.40) na-
lezy transponowaé i sprzac w sposob zespolony. Latwo sie przekonaé, ze w przypadku macierzy (1.40)
dostajemy At = A. To z kolei oznacza, ze operator A jest samosprzezony.

(b) Rownanie wtasne dla macierzy (1.40) ma postac

(A— A1) v) =0, (1.41)

gdzie A\ jest wartoscia wlasna, 1 jest macierza jednostkowa, za$ |v) to odpowiadajacy A wektor wlasny.
Aby to réwnanie bylo spelnione, musi zachodzi¢ warunek,

det(A — A1) =0, (1.42)
tzn. ze zerowaé¢ musi sie wielomian charakterystyczny macierzy AW naszym przypadku,
2—A i 1
det | —i 2-X i =AA-3)?%=0. (1.43)
1 - 2=
Stad otrzymujemy nastepujace wartosci wlasne: A; = 0, ktora jest wartoscia niezdegenerowang i podwoj-
nie zdegenerowana warto$¢ wlasna Mg 3 = 3.

(c) Wektory wlasne wyznaczamy z rownania (1.41), wstawiajac doni kolejne wartosci wlasne. Niech wektor
|v) ma wspoélrzedne a, b, ¢, ktorych poszukujemy. Dla A; = 0, réwnanie (1.41) przyjmuje postaé

2 i 1 a 0
-3 2 g b = 0 ]. (1.44)
1 — 2 c 0

1 0 1 a 0
- 2 g b | =10 ]. (1.45)
0 —i 0

Jest to uktad trzech réwnan na trzy niewiadome a, b, c,

a+c=0
—ia+2b+ic=0 (1.46)
—ib+c=0.

Tylko dwa z tych rownan sa liniowo niezalezne i pozwalaja wyznaczy¢, ze a = —c oraz b = —ic. Zatem, z

doktadnoscia do stalej multiplikatywnej ¢, wektor wlasny nalezacy do wartosci wlasnej Ay = 0 ma postaé

-1
)= —i |. (1.47)
1
Dla Ay 3 = 3 réwnanie (1.41) przyjmuje postaé
-1 3 1 a 0
i -1 i =( o], (1.48)



gdzie, podobnie, szukamy nieznanych parametréow a,b,c. W przypadku tej macierzy tatwo zauwazy¢, ze
pierwszy i trzeci jej rzad sa liniowo zalezne, co oznacza, ze w rzeczywistosci dysponujemy ukladem dwoch
rownan na trzy niewiadome,

—ia —b+ic=0,
{ a—itb—c=0. (1.49)
Rozwiazaniem tego ukladu jest zaleznosé b = —ia + ic, co oznacza, ze
a a 1 0
b | =1 —tat+ic | =a| —i |+c| i | =alve)+b|vs). (1.50)
c c 0 1

Rownanie to definiuje dwa nieunormowane wektory wlasne |vs) oraz |vs) nalezace do dwukrotnie zdege-
nerowanej wartosci wlasnej Ao 3 = 3. Latwo sprawdzié, ze wektory te nie sg ortogonalne, bo (vs|vs) = —1.
Z kolei oba wektory |va) i |vs) sa ortogonalne do |v1), ktory nalezy do innej wartosci wlasnej. Dla naszych
dalszych celéw, cheielibysmy skonstruowac zbior ortogonalnych wektoréw wlasnych macierzy A. Uzyjemy
do tego precedury Grama-Schmidta.

Niech pierwszym wektorem nowej bazy ortogonalnej, ktora bedziemy oznaczaé jako {|u1), |us), |us)},
bedzie wektor |v1) a drugim |ve). Mozemy to zapisaé jako

|ui) = |v1) oraz |ug) = |ve). (1.51)

Jak wspomnieliSmy powyzej, wektory te sa ortogonalne. Ostatni wektor bazy wyznaczamy ze wzoru

0
(1,4,0) { 2
<U2|’U3> 1 1
uz) = |v3) — Ug) = |v3) — uz) = |v3) + < |u
jus) = Jos) = oy ua) = fes) A luz) = fos) + 5 )
(1,4,0) [ —3
0
0 1 1 1/2
=\ 1 —|—§ -1 | = i/2 | . (1.52)
1 0 1

Ostatecznie otrzymujemy trzy ortogonalne wektory wtasne, ktére po unormowaniu przyjmuja postac

-1 1 1/2

iy =5 | =i |, =5 =i | sy =2 [ 2 . (1.53)
1 0 1

Teraz zajmiemy sie wyznaczeniem operatorow rzutowych. Dla unormowanego wektora |u), operator
rzutujacy na jego kierunek wyraza sie wzorem P, = |u) (u|. W naszym przypadku,

R -1 1 —i -1

Py =lu)u|=5| —i |(=L4)=| & 1 —i |, (1.54)
1 -1 1 1

K T 1 40

Puy = luz)(u| = 5 | —¢ | (L3,0)=( —i 1 0 |, (1.55)
0 0 0 O

R o [ 1/2 1/4 —i/4 1/4

Pu3:\u?,>(U3|:§ i/2 | (1/2,—i/2,1) = i/4 1/4 /2 |. (1.56)
1 /2 —i/2 1

(d) Przez rozklad jedynki rozumiemy, ze spelniona jest tozsamosé,

P, + P, +P,, =1. (1.57)



Podstawiajac do lewej strony tego wyrazenia wyznaczone w punkcie (¢) macierze, dostajemy

1/3  —i/3 —1/3 /2 i/2 0 2/12  —2i/12 2/6
Py + P, +Py=1| /3 1/3 —i/3 |+ —i/2 1/2 0 |+ 26/12 2/12  2i/6
-1/3 i/3  1/3 0 0 0 2/6  —2i/2 2/3
1/34+1/242/12 —i/3+i/2—2i/12 —1/3+1/3 100
= i/3-i/2+2i/12 1/3+1/2+2/12 —i/3+i/3 | =0 1 0 | =1, (1.58)
~1/34+1/3 i/3—i/3 1/3+2/3 00 1

co dowodzi prawdziwosci (1.57).
Rozktad spektralny operatora A to w naszym przypadku nastepujaca réwnoscé

Alpul +)\2,3(qu +pu3) = A (159)

Podstawiajac do lewej strony tej rownosci wartosci wlasne macierzy A i wyznaczone wcze$niej operatory
rzutowe, dostajemy

/3 —i/3 —1/3 1/24+1/6  i/2—i/6 1/3
MPy, + X3Py, +P)=0( /3 1/3 —i/3 | +3| —i/2+i/6 1/2+1/6 i/3
-1/3 /3 1/3 1/3 —i/3  2/3
2 i 1
= - 2 i |=A4, (1.60)
1 —i 2

co dowodzi wzoru (1.59).



2 Seria

Zadanie 1

W stanie kwantowym opisanym funkcja falowa 1 (z), wartosci oczekiwane pomiaru potozenia i pedu
wynosza odpowiednio (z) i (p). Pokaza¢, ze funkcja falowa

6(z) = exp(—1 () )b(a + (@), (21)

opisuje stan, w ktérym wartosci oczekiwane pomiaru polozenia i pedu wynosza zero.

Rozwigzanie:
Wartos¢ oczekiwana pomiaru polozenia w stanie ¢(x) wyraza sie wzorem,

@)= [ slo@Pas= [ o |exp(~ ) oo+ (o)) P (2.2

gdzie podstawilismy postaé¢ funkeji falowej (2.1). Poniewaz modul funkcji eksponent wynosi w tym przy-
padku 1, wyrazenie to upraszcza sie do postaci,

W= | T (a + {a)) P (2.3)

— 00

Dokonujemy teraz zamiany zmiennych, podstawiajac = + (z) = y. Jako ze () jest stala, to dz = dy.
Podstawiajac nowe zmienne do rownania (2.3), otrzymujemy

W= "y () W) Pdy. (2.4)

— 00

Rozdzielajac powyzsza catke na dwie oraz porzadkujac wyrazy, dostajemy

W= [ Ty )Py — () / " o)y, (2.5)

— 00

Pierwsza catka jest wartoscia oczekiwana pomiaru potozenia czastki w stanie kwantowym opisanym funk-
cja falowa 1. Druga calka z kolei jest rowna 1, przy czym mnozona jest przez (r). Wyrazy te odejmuja
sie, dajac w wyniku (z) = 0.

Zadanie 2

Czastka jest w stanie kwantowym opisanym funkcjg falowa,
b(x) = fla)err/m, (2.6)

gdzie f(x) jest normowalna i rzeczywista funkcja polozenia. Pokazaé, ze py jest wartoscia oczekiwana
pomiaru pedu czastki w tym stanie.

Rozwigzanie:
Aby obliczy¢ wartosé oczekiwang pedu w stanie 1(x) korzystamy ze wzoru ogolnego,

= [m dx 1) (a:)(—zha—x)w(a:) (2.7)
Podstawiajac tutaj funkcje falows (2.6), dostajemy

/00 dxf(x)e*ipof/ﬁ (_Z’hg)f(x)eipor/h _
—Zh/ dxf ) —ipox/h |:af( ) 1p0m/h+ Z;;Of( ) ipoz/h

—zh/ dz f(z —|— 0/ dz f*(z (2.8)

(p)



gdzie skorzystaliémy z faktu, ze funkcja f(x) jest rzeczywista. Nastepnie, pierwszy czlon w tym wyrazeniu
przeksztalcamy calkujac przez czesci,

—ih /_ dx f(z) agf) = f2(x)[: + i /_ da a;;(xx) (). (2.9)
Stad wynika, ze
e of(x +o0
—Qih[ dz f(z) ‘gi) :fQ(x)‘_oo. (2.10)

Poniewaz funkcja f(z) jest normowalna,
oo
/ dr f*(z) =1, (2.11)
—o0

to musi odpowiednio szybko zanika¢ do zera na granicach przedziatu catkowania. Zatem wyraz brzegowy,
fz(x)r_rz = 0. Oznacza to, ze

/jo da f(z) aJ;E:) — 0. (2.12)

Podstawiajac ten wynik do rownania (2.8) i korzystajac tam z warunku unormowania funkeji f(z) (2.11)
dostajemy, ze warto$¢ oczekiwana pomiaru pedu w stanie opisanym funkcja falowa (2.6) wynosi po.

Zadanie 3
W chwili ¢ = 0, czastka znajduje sie w stanie kwantowym opisanym funkcja falowa,
A(x/a), 0 < x < a
v() =1 Alb—2)/(b—a), a<z<Db (2.13)
0, dla pozostaych z,

gdzie a,b, A sa dodatnimi staltymi rzeczywistymi. (a) Unormowaé funkcje falowa. (b) Narysowac wykres
¥(x). Jakie jest najbardziej prawdopodobne potozenie czastki w chwili ¢ = 07 (c) Ile wynosi prawdopo-
dobieristwo znalezienia czastki na prawo od x = a w chwili ¢ = 07 Sprawdz swo6j wynik dla przypadkoéw
szczegbdlnych, gdy b = a oraz b = 2a.

Rozwigzanie:
(a) Na poczatku wyznaczmy gesto$¢ prawdopodobieristwa pomiaru potozenia czastki p(z). Podstawia-
jac (2.13) do definicji, p(x) = | (z)|?, dostajemy

A% 2
F‘T ) 0 <zr<a

plo)=1{ GAnb-2)? a<z<b (2.14)
0, dla pozostaych .

Pamietamy przy tym, ze stala A jest rzeczywista. Dobieramy ja tak, aby funkcja falowa byta unormowana,
tzn. aby spelniony byl warunek

/OO plx)dx = 1. (2.15)

Podstawiajac tutaj (2.14), dostajemy
A2 [ A? b
— dr+ ——— [ (b—x)%dr = 1. 2.16
a2/0 T x+(bfa)2/a( x)*dx (2.16)

Pierwsza z calek po lewej stronie wynosi

a 3.a
/ 22dz = % = % (2.17)
0 0
natomiast druga calka,
b b—a 3 b—a b — 3
/ (bz:)zdz)bxy,dxdy’/() dey:% . :%. (2.18)
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Podstawiajac oba wyniki do rownania (2.16),

A%aq  A%(b—a) A%

—_—t —— = 2.19
TR 3 : (2.19)

dostajemy, ze stala normalizacyjna réwna sie A = \/% . To oznacza, ze rozklad gestosci prawdopodobieri-

stwa (2.14) zadany jest wzorem,

#xg, 0<z<a
p(x) = m(b —-2)% a<z<b (2.20)
0, dla pozostaych x.

(b) Na rysunku 1 sa przedstawione dwa wykresy funkeji. Po lewej stronie wykres funkeji ¢)(x), a po prawej
wykres funkeji p(z). Najbardziej prawdopodobne potozenie czastki odpowiada maksimum rozktadu gesto-
$ci prawdopodobieristwa. Analizujac wykres p(z) od razu zauwazamy, ze maksimum to wypada w punkcie
x = a. I jest to wlasnie polozenie, w ktoérym czastka znajdzie sie z najwiekszym prawdopodobienistwem.

v(x) plz)
A2

a b i b

Rysunek 1: Wykresy funkcji ¢ (z) oraz p(x).

(¢) Prawdopodobienistwo znalezienia czastki na prawo od a wyraza sie wzorem ogdlnym:

Pz >a)= / p(z)dzx. (2.21)
Dla rozkladu gestosci prawdopodobienstwa p(x) danego wzorem (2.20), prawdopodobieristwo to wynosi

b
b2(bia)2/ (b—a)*de = ==, (222)

P(x >a)=

gdzie skorzystaliSmy z wyniku catki (2.18). Jak wynika ze wzoru (2.22), dla b = a prawdopodobieristwo
znalezienia czastki na prawo od a wynosi 0, natomiast dla b = 2a wynosi ono %, co mozna wydedukowaé
z rysunku 1.

Zadanie 4

Czastka o masie m jest w stanie kwantowym opisanym w chwili ¢ przez funkcje falows,
Y(x,t) = Ne~elzlg=iwt, (2.23)

gdzie o, w, N sa dodatnimi stalymi rzeczywistymi. (a) Oblicz stala normalizacyjna N. (b) Oblicz wartosci
oczekiwane pomiaru z oraz p, a takze odpowiednie Srednie odchylenia kwadratowe o, i 0,,. (c) Sprawdz,
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czy spelniona jest zasada nieoznaczonosci Heisenberga.
Wskazowka: Funkcja gamma Eulera zdefiniowana jest jako

L(n) = / " e " dx, (2.24)
0
i spelnia warunki I'(1) = 1 oraz I'(n 4+ 1) = n['(n).

Rozwigzanie:
(a) Podstawiajac do warunku normalizacyjnego,

| P =1, (2.25)

—o0
funkcje falowa (2.23), dostajemy
oo
N2/ e~ 2eleldy = 1. (2.26)
—00
Ze wzgledu na wyrazenie |z| w wyktadniku funkcji podcatkowej, rozbijemy wystepujaca tu catke na dwie
calki w granicach od —oco do 01 od 0 do co. Wykonujac kazda z nich z osobna, otrzymujemy

0o 0 0o
N2 / 672a|m‘d£€ _ N2 l/ eQazdx + / SQQIdI]
oo oo 0

1 Zo] — N? [1 42 ] _ N (2.27)

— N2 1 e2aa: 0 76720@ =
20 2« o

% —oo_20é

Podstawiajac ten wynik do warunku (2.26) dostajemy (z doktadnodcia do czynnika fazowego), ze N = /a,
a zatem unormowana funkcja falowa wynosi

Y(x,t) = Vae Flemwt, (2.28)

(b) Aby wyznaczy¢ warto$é oczekiwang pomiaru polozenia czastki w stanie kwantowym opisanym funkcja
falowa v (z,t), korzystamy ze wzoru

(x) = /OO x|y (x, t)|*d. (2.29)

— 00

Podstawiajac tu funkcje falowa (2.28), wyrazenie to przybiera postaé

(z) = a/ ze~ 2wl dy, (2.30)
Podobnie, rozdzielamy catke na dwie catki od —oo do 0 i od 0 do oo:
0 oo
(x) = a/ ze*** dx + a/ re 27 dx. (2.31)
—0o0 0

Na poczatku zajmiemy sie pierwsza, z tych catek. Dokonujemy zamiany zmiennych, wprowadzajac zmienng
t = —2az. Wowczas,

0 0 oo
1 _ 1 _ r(2)
— 2ax _ tgy t g
I = / xe**dx = 12 / te”'dt = el te”'dt = — R (2.32)

— 00 o0

gdzie zamieniliSmy granice catkowania i wyraziliémy ostatnia catke przez funkcje gamma Eulera, T'(2).
Wykorzystujac wlasnosci funkcji gamma: I'(1) = 1 oraz I'(n + 1) = nI'(n), mozemy napisaé ze:

1 1 1 1
LH=—-—7-T2)=-—7-T1+1)=—-—75T'(1) = ——. 2.33
! 42 2) 402 (I+1) 4a? (1) 402 ( )
Druga catke w (2.31) obliczamy podobnie, tym razem wprowadzajac zmienna t = 2au:
e 1 e 1 1
I = etdy = — [ te7tdt = —T(2) = —. 2.34
2 /0 e T a2 0 ¢ 4a? @) 4o (2:34)
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Ostatecznie, podstawiajac (2.33) i (2.34) do wzoru (2.31) otrzymujemy, ze warto$é¢ oczekiwana pomiaru
polozenia czastki w stanie opisanym funkcja falowg (2.28) wynosi

(xy =0. (2.35)
Srednie odchylenie standardowe pomiaru polozenia czastki zadane jest wzorem,
or =/ (2?) — (z)2. (2.36)

Aby je obliczy¢, musimy wyznaczy¢ jeszcze warto$é oczekiwang pomiaru kwadratu polozenia czastki (x2).
Korzystajac ze wzoru ogoélnego,

oo
@)= [ @luoP. (2.7
gdzie podstawiamy (2.28), po redukeji i rozdzieleniu na dwie caltki otrzymujemy
0 00
(x?) = a/ r2e?“ dr + a/ e dy, (2.38)
—o0 0
Najpierw obliczymy pierwsza catke wprowadzajac zmienna t = —2ax
Jp ymy p a € Wp Ja Q )
I /U 2207 L[t L /mﬂ g = L@ = Lresn) = . (239)
= x7e r=——F e = — e = — = — = —. .
! e 8a3 oo 8a? Jy 8a a3 4o

W przypadku drugiej calki wprowadzamy zmienna t = 2ax,

_ 2 —2ax _ 2 —t
I, = /0 x‘e dx = 8 J, te”" = e (2.40)

Wyznaczone tu wartoéci obu calek wstawiamy do wyrazenia na (z2), dzigki czemu dostajemy
(x%) = —. (2.41)

Ostatecznie, majac na uwadze (2.35) i (2.41), érednie odchylenie standardowe pomiaru polozenia czast-
ki (2.36) przyjmuje postaé
1

= T

Wartosé oczekiwang pomiaru pedu czastki mozemy obliczyé w reprezentacji potozeniowej jako

(2.42)

Ox

(p) = /_O:o P (x,t) <_m88x> P(z, t)de, (2.43)

0
gdzie p = fz'ha— jest operatorem pedu. W naszym przypadku,
x

* , 9 ‘ oo
(p) = / Ve olelgiwt (—iha) [Voe™lzlemit gy — —iha/ el (—a sgn(z))e*lde
oo x oo
o] 0 oo
= iFLaQ/ e~ 2ol son(z)dx = —ihaQ/ e dg + iha2/ e 2% dg, (2.44)
— 0 —00 0

gdzie funkcja sgn(z) wynosi —1 dla 2 < 0 oraz 1 dla = > 0, i pojawia sie ona z pochodnej: %|x| = sgn(z).
Wyrazenie (2.44) podzieliliémy na dwie proste do obliczenia calki:

= [ = L = L= L (2.45)
! o 2a > 2a 20 .
oraz 00 1 1 1
I, — “20@ g, "7 (o201 " 119 ] = 2.46
? /0 ‘ T % & ]0 2a[ ] 2a (246)
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Ich wyniki wstawiamy do wzoru na warto$é oczekiwang pedu (2.44), skad dostajemy
(p) = 0. (2.47)

Wartosé oczekiwana kwadratu pedu czastki (p?) w stanie ¥(x, t) dana jest w reprezentacji potozeniowe;
wyrazeniem,

(p?) = /_ o; V" (@, 1) (—ihi)Qw(x,t). (2.48)

Podstawiajac tu postaé funkeji falowej (2.28), otrzymujemy

oo 2 oo
() :/ Vaeolzlgivt (—528) [\/ae_o‘lx‘e_i”t} dx = a2h2/ e_a‘ml% [Sgn(a:)e_a‘mq dx

Ox? o
= a2ﬁ2/ e~clel [25(3})67&@‘ - asgnz(x)e*am] dzx. (2.49)
Wystepujaca tu funkcja delta Diraca §(z) to wynik rézniczkowania, - sgn(z) = 26(z). Z kolei sgn®(z) = 1.
Zatem - -
(p?) = 2a2h2/ e~ 2lel§ () do — a3h2/ e~ 2eleldy, (2.50)

gdzie pierwsza z catek wykonujemy natychmiast, korzystajac z tego, ze dla dowolnej funkcji probnej f(x)
mamy

[ T @)8(x)dw = £(0). (2.51)

Z kolei druga catke w (2.50) obliczyli$émy przy okazji normowania funkcji falowej (2.27). Calka ta wynosi
1/a. Ostatecznie, wartosé oczekiwana pomiaru kwadratu pedu czastki to

(p?) = a®n’. (2.52)
Srednie odchylenie kwadratowe z kolei, dane w ogolnosci wzorem

ap = V(P?) — (p)? (2.53)

wynosi w naszym przypadku
op = ah, (2.54)

gdzie podstawiliémy (2.47) i (2.52) do definicji (2.53).
(c) Obliczmy wartosé¢ o,0,. W naszym przypadku,

3

7 (2.55)

0z0p =

S B
2 72
co oznacza, iz spelniona jest zasada nieoznaczonosci Heisenberga.

Uzupetnienie: Na koniec udowodnimy, ze d—dmsgn(x) = 20(x), gdzie tozsamos¢ te nalezy rozumieé¢ w
sensie dystrybucyjnym. To znaczy w sensie catki z dowolna funkcja probna f(z), ktora zanika wystarcza-
jaco szybko do zera dla z — +o0o. Wychodzac od interesujacej nas catki, ktora calkujemy przez czesci,

dostajemy
o0

/OO (%Sgn(x»f(x)dx = sgn(a:)f(x)‘io—/ sgn(z) f'(z). (2.56)

—co —o0
Ze wzgledu na znikanie funkcji prébnej dla x — Fo0, wyraz brzegowy wynosi zero. Z kolei druga catke
rozpisujemy na przedzialy zmiennosci x w nastepujacy sposéb,

| (o) s@ar= [ i [ riw=

— @ 1| =20 =2 [ @i (2.57)

gdzie w ostatnim kroku skorzystalismy z (2.51). To koniczy dow6d naszej rownosci.
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Zadanie 5

W oparciu o zasade nieoznaczono$ci Heisenberga oszacowaé najmniejsza mozliwa energie czastki o
masie m umieszczonej w jednowymiarowym potencjale harmonicznym o czestosci w, V(z) = mw?2?/2.
Poréwnaé z wynikiem Scistym, ktory wynosi fuw/2.

Rozwigzanie:
Postugujac sie zasada nieoznaczonosci Heisenberga, mozna przeprowadzi¢ bardzo proste oszacowanie po-
kazujace, ze energia kwantowego oscylatora harmonicznego jest ograniczona z dotu. Zapiszmy zasade
nieoznaczonosci Heisenberga,

2
(@~ @A ) > 2 (2.58)
Lewa strone tej nieréwnosci mozna przepisa¢ do postaci
@07) — (@207 — (@ @) > 2 (2.59)
skad wynika, 7e ) 2
@20 > 4 @20 + (e ) > (2:60)

W ostatnim kroku skorzystalismy z faktu, ze kazdy z cztonéw (z)?(p?) i {(z — (z))?)(p)? jest nieujemny.
2

Stad wynika, ze (p®) > a, co za tym idzie, warto$¢ oczekiwana pomiaru energii kinetycznej moze

4(x?)
byé oszacowana przez
(%) h?
- > . .
2m ~ 8m(x?) (2:61)
Ostatecznie, wartosé¢ oczekiwana energii catkowitej uktadu,
p?) | mw?(x)?
Ey=—F+4—"— 2.62
(B) = 2L 4 (262)
moze zostaé ograniczona od dotu,
72 27,12
(E) > mw(z) (2.63)

~ 8m(x)? + 2

Naszym celem jest znalezienie minimalnej wartosci wyrazenia stojacego po prawej stronie tej nieréwnosci.
Zdefiniujmy funkcje
B2 mw?y?

- 8my? 2

f(y) (2.64)
gdzie y = (x?) > 0. W punkcie, w ktérym ta funkcja osigga minimum spelniony jest warunek znikania
pierwszej pochodnej,

df h?

. 2
a 0, czyli - T’ + mw?y = 0. (2.65)

[ h
Rzeczywistymi rozwigzaniami tego rownania sa y = + E— przy czym w naszym przypadku wybieramy
mw

| h
rozwiazanie dodatnie. Jak tatwo sprawdzi¢, y = 5 jest minimum funkcji f(y), w ktorym osiaga ona
mw

warto$é fimin = hw/2. W zwigzku z nieréwnoscia (2.63), wartosé ta definiuje rowniez ograniczenie dolne
na srednia energie catkowita oscylatora harmonicznego,

(B) > . (2.66)

Ograniczenie to rowne jest §cistej wartosci energii oscylatora w stanie podstawowym.
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3 Seria 3

Zadanie 1
Uktad znajduje si¢ w stanie kwantowym opisanym unormowang, funkcja falowa:
24n (T
b(x) = \/:bm (am) dla z € [0, a] (3.1)
0 pozatym.
Obliczy¢ w reprezentacji polozeniowej: (), o, (p) oraz o,. Ile wynosi o,0,?

Rozwiazanie:
(a) Obliczajac wartos¢ oczekiwang pomiaru polozenia czastki (), korzystamy ze wzoru ogolnego,

(x) = /_O:O x| (z))?de = z/oaacsin2 (gx) dx, (3.2)

gdzie podstawilismy (3.1). Wprowadzajac nowa zmienna t = T, pamietamy, ze jednoczesnie dx = 2dt.
Roéwnanie (3.2) przyjmuje wtedy postac
2 s
(z) = —a/ tsin? tdt. (3.3)
0

T2

Calke te obliczamy przez czesci, korzystajac z tego, ze sin®t = %(t —sintcost)’. Kolejne przeksztalcenia

daja w wyniku
o , 2a 7?1 [T L [m
. — 5/0 (t—smtcost)dt] = WZ[Z - 5/0 tdt+1/0 sm(2t)dt1

”] :22{772_7#} _a (3.4)

(x) = — D)

2a | t? —tsintcost
T

2a |7 7w 1
zlw—ﬁ—8cos(2t)

Q

(]

T 2 4 0 T 2 4 2

(b) Srednie odchylenie standardowe pomiaru potozenia czastki dane jest wzorem (2.36). Wynika stad, ze
musimy jeszcze obliczy¢ (x?). W naszym przypadku,

0 2 (1, Ly
(%) :[mx2|w(x)|2dx: 5/0 x%sin (ax> dz, (3.5)

gdzie podstawiliémy posta¢ funkcji falowej (3.1). Podobnie jak w punkcie (a), wprowadzamy zmienna
t = Zx oraz catkujemy przez czesci. W wyniku dostajemy

s T s
- / t2dt + / tsin t cos tdt
0 0 0

(a?

~

2a? ﬂt2 2 bt 2a? [t3t2sintcost
= — Sin e —

™ Jo 3 2

2¢2 |73 73 T ) 202 |73 1 L, |7 1 [T,
=— |- - =+ tcostsintdt| = — | — + —tsin“t| — — sin” tdt
| 2 3 0 ™6 2 o 2Jo
2a2 |7 1 [T 2¢% |7 1 1 T a?  a?
= 2T 2 (1= cos(20))dt| = 2L ——7<t—f' 2t> -9 3.6
7r3l6 4/0( cos(21)) ] | " a\l @) =5 o (3:6)

Zatem o, wynosi

Oy = \/<x2>—<x>2:a\/1—127$, (3.7)

gdzie podstawilismy wyniki (3.4) oraz (3.6).
(c) Chcac obliczy¢ wartosé oczekiwana pomiaru pedu czastki (p) postuzymy sie wzorem ogélnym (2.7).
Podstawiajac tam postaé funkcji falowej (3.1), dostajemy

(p) = %/a sin (§x> <_Zh8833> sin (g;v) dr = —ihi—g /a sin (gaj) cos (gx) dx
0 0

T Y A7 ih 2 @ (3:8)
= —zh—2 sin| —x )der=—cos | —=x
a* Jo a 2a a

=0.
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(d) Podobnie jak w punkcie (b), chcac obliczyé o, = 1/(p?) — (p)? nalezy najpierw wyznaczy¢ (p®) oraz
wykorzystaé¢ wynik uzyskany w powyzszym podpunkcie.

(p*) = z/oa dz sin (%) (ﬁzaa;) sin (%T) = 727;” /Oa dz sin (ﬂa—x) % cos <7%c)

20%7% [* ., /T hm? [® 2nx h2m? a . (2nz\ |" h2n?
= 3 sin (—)dx: 3 dr |1l —cos| — || = —3— | — s=sin|{ — = —
a 0 a a 0 a a 2m a 0 a
(3.9)
Stad wynika, ze
b
(e) Zasada nieoznaczonosci Heisenberga jest spetniona, albowiem
1 1 h
Og0p = b E — ﬁ ~ 0,568h > 5, (311)

gdzie podstawilismy (3.7) and (3.10).

Zadanie 2

Pokazaé, ze dla funkcji falowej v (z, t) opisujacej stan czastki o masie m zachodzi

/j(:c,t)dx = @, (3.12)
R

m

gdzie j(z,t) jest pradem prawdopodobienistwa, zas (p); jest wartoscia oczekiwana pomiaru pedu w chwili ¢.

Rozwigzanie:
7Z definicji, gestos¢ pradu prawdopodobienstwa w jednym wymiarze wynosi

h 0 0
j = (¢*(x,t)=— - —* . 1
i0.8) = gz (V@) 5000 = 0G0 o (00 (3.13)
Catkujac te wielkosé po zmiennej x i korzystajac z liniowosci catki, mozemy zapisac, ze
h 0 h 0
) _ * _ Y . .14
/]R o e = 2 /R o (o 1) b, ) — 5 /R Ao, 1) 1) (3.14)
W przypadku pierwszej z powyzszych calek mamy
h . B 1 . L0 (P )t
= —ih— = 1
o [anur @ uten = o [ dwwrton) (ing oo =224 )

gdzie wyodrebnilismy operator pedu, —ih%. W zwiazku z tym calka ta réwna jest wartosci oczekiwanej
pomiaru pedu. W przypadku drugiej calki,

s [ dr0la )50 0.0 = o (0w 0 )% — o [ dew (@) (e )
_ _% /Rda: W (1) (—mi) Wz t) = — %’j}it. (3.16)

Tutaj, ze wzgledu na normowalnosé funkeji falowej ¢, czynnik brzegowy [¢*(z,t)¢(x,t)]™, wynosi zero.
Ostatecznie, podstawiajac (3.15) oraz (3.16) do rownania (3.14), dostajemy

/j(x,t)dx - <px>t, (3.17)
R

co koriczy dowod.
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Zadanie 3

Rozwazy¢ czastke o masie m i energii F (Vy > E > 0), padajaca z lewej strony na stopienn potencjatu,

0 dlaz<0
Viw) = { Vo dlaz > 0. (3.18)

Wykazaé, ze wspotczynnik transmisji wynosi T' = 0, pomimo ze istnieje niezerowe prawdopodobienistwo
znalezienia czastki w obszarze zabronionym klasycznie (tzn. dla z > 0).

Rozwigzanie:
Dla z > 0, rownanie Schréodingera przyjmuje postaé

h? d*y d>p  2m(E —Vp)
,%w+%¢:E¢¢W+7}? W = 0. (3.19)
Z warunkéw zadania wynika, ze wystepujacy tu wspotezynnik w jest ujemny. Podstawiajac k2 =
W > 0, dostajemy rownanie
>y,
Jego rozwiazaniem jest w ogdlnodci,
g = Ce™* 4 De™ "%, (3.21)

Naktadajac tu warunek brzegowy na znikanie funkcji falowej w nieskoriczonosci, tzn. ¢ — 0 dla z — oo,
dostajemy, ze C' = 0. Funkcja falowa opisujaca czastke w obszarze x > 0 wynosi zatem

¢ = De™ "7, (3.22)

Oznacza to, ze istnieje niezerowe prawdopodobieristwo znalezienia czastki w tym obszarze. Z kolei gestosé
pradu prawdopodobienistwa dla « > 0, zgodnie ze wzorem (3.13), wynosi

h
Jprze = Py [D*e " D(—k)e " — De™ " D*(—r)e”"*] = 0. (3.23)

Oznacza to, ze wspolczynnik przejscia (transmisji) czastki przez stopienn potencjalu wynosi zero, T = 0.

Zadanie 4

W dos$wiadczeniach nad rozpraszaniem nisko-energetycznych elektronéw na atomach gazéw szlachet-
nych takich jak neon, hel, argon, Ramsauer zauwazyl, ze atomy stajg sie przezroczyste dla pewnych
szczegOlnych wartosci energii padajacych elektronow (tzn. elektrony o pewnych energiach praktycznie sie
nie odbijaja). Zjawisko to mozna wyttumaczy¢ rozwazajac stacjonarne rozwiazania rownania Schrodin-
gera o dodatniej energii (F > 0) opisujace elektron o masie m w potencjale:

_ —Vo dla |$L" <a
Viz) = { 0 dla pozostalych z, (3.24)

gdzie Vp > 0. Przyjmijmy, ze elektron pada z lewej strony na studnie potencjatu.

(a) Obliczy¢ wspotezynnik transmisji 7'

(b) Pokazaé¢, ze T = 1 dla pewnych wartosci energii E. Na tej podstawie zinterpretowaé zjawisko Ram-
sauera.

(c) Dla rozpraszania elektronéw na atomach helu najmniejsza energia elektronow, dla ktorej obserwuje
sie zjawisko Ramsauera wynosi £ = 0.7 eV. Przyjmujac, ze promient atomu to a = 0.1 nm, obliczy¢ w
ramach przyjetego modelu glebokosé studni potencjalnej w atomie Vj.

Rozwigzanie:

W przypadku, gdy = < —a, tj. z lewej strony studni potencjatu (3), rownanie Schrédingera przyjmuje
postac,

h? d*y,

2m dz?

Py 2mE
dz? h?

=Ey; = U1, (3.25)

18



gdzie zgodnie z warunkami zadania E > 0. Podstawiajac tutaj

k* = > 0, (3.26)

B2
mozemy sprowadzi¢ rownanie (3.25) do postaci rownania rozniczkowego dla oscylatora harmonicznego,

d*1py
dx?

+ k% =0, (3.27)

ktorego ogolne rozwigzanie stanowi
Y1 = Ae’*®  Be =T, (3.28)
Tutaj fala Ae’™? jest falg padajaca i reprezentuje elektron poruszajacy sie w prawo, natomiast fala Be™***
jest fala odbitg i reprezentuje elektron poruszajacy sie w lewo.
Analogiczne rozwigzanie rownania Schrodingera mozna napisaé¢ w obszarze, gdzie x > a, tzn. z prawej
strony studni potencjatu (3). Mianowicie,

g = Fe'* 4 Ge™ ™, (3.29)

W odréznieniu jednak od poprzedniej sytuacji, w obszarze tym nie ma fali odbitej. Narzucajac na roz-
wigzanie (3.29) warunek, ze G = 0, dostajemy ostatecznie,

3 = Fe'™, (3.30)

co reprezentuje fale przechodzaca przez studnie potencjatu.
W przypadku, gdy |z| < a, rownanie Schrodingera przyjmuje z kolei postaé,

h? d?y d?py 2m(E + Vp)
_ R = Evo = = — . 31
2m da? Voyz V2 dx? h? V2 (8:31)
Wprowadzajac oznaczenie,
2m(E + V)
32 = 7h2 0 > 0’ (3'32)

stwierdzamy, ze rownania Schrodingera (3.31) sprowadza si¢ do rownania dla oscylatora harmonicznego,
a zatem jego ogblnym rozwiazaniem jest

Yo = Ce™" 4 De™ "7, (3.33)

W tym przypadku wystepuja obie fale, zar6wno propagujaca sie w lewo jak i w prawo.
(a) Z definicji, wspotezynnik transmisji T zdefiniowany jako

T = U?We', (3.34)
|Jpadl
gdzie jpqq to gestosé pradu prawdopodobienstwa fali padajacej (czyli Ae™?) | natomiast Jprze tO gestosé

pradu prawdopodobieristwa fali przechodzacej (czyli Fe'*®). Zgodnie z definicja gestosci pradu prawdo-

podobienstwa (3.13),

Jprae = 2—7};2 [Fre™ e Pike't™ — Fe™™ F*(—ik)e™ "] = %|F|2, (3.35)
oraz
Fpad = N [Are™ T Ajke™™ — Ae™* A*(—ik)e™ "] = @|A\2 (3.36)
pa 2mi m ’
skad wynika, ze ,
P> _|F
- - ’A (3.37)

W dalszym ciggu musimy zatem wyznaczy¢ iloraz wspotczynnikow F' i A.
W tym celu nakladamy na nasze ogdlne rozwiazanie rownania Schréodingera warunki zszycia funkcji
falowej. Poniewaz na granicy obszaréw, tj. w punktach © = +a, potencjal ma skoriczony skok, to zadamy,
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aby funkcja falowa oraz jej pierwsza pochodna byly w tych punktach ciagte. Oznacza to, ze spelniony
musi by¢ ponizszy uklad réwnan:

bi(—a) = do(—a) —> Ae~*® 4 Bet*® — Co~ise 4 Deise,

V) (—a) = Ph(—a) = kAe " — kBe*® = sCe™"% — sDe'*?,
Pa(a) = P3(a) = Ce™* + De™** = Fe'*,

Yh(a) = Yi(a) = sCe™™* — sDe™ " = kFe'™.

(_
(_

Tloraz wspotezynnikow F i A wyznaczymy z rownania (3.40),

C D _, F
Zezsa + 7A e W = Zelka. (342)
gdzie podzieliliSmy stronami przez A.

Mnoza¢ rownanie (3.40) przez s i dodajac stronami do (3.41), dostajemy

C isa __ F ika
2826 =(k+ s)ze . (3.43)

Stad wynika, ze
C_FE+s ih-s)a
A A 2s '
W nastepnym kroku mnozymy réwnanie (3.38) przez k i dodajemy stronami do (3.39). Otrzymujemy
WOWCZas,

(3.44)

2kAe™ " = (k + 5)Ce™ " 4 (k — s) De™. (3.45)

Dzielac stronami to rownanie przez A i rozwiazujac wzgledem D/A,
D , ,

(k— S)Ze““ = 2ke *e _ (k4 s)%e*”“, (3.46)
dostajemy

D 2k ; C(k+s ,

= _ 2 L —i(kts)a (M2 —2isa 4

A k—s" A(k:—s)e ' (347)

Za C/A podstawiamy tutaj wyrazenie (3.44),
D 2k e—i(k+s)a _ E (k + 3)2 e—3isa+ika.

_— = 3.48
A k—s A2s(k —s) (3:48)
Dysponujac ilorazami C/A oraz D/A, wracamy do réwnania (3.42).
Podstawiajac do rownania (3.42) wyrazenia (3.44) i (3.48), dostajemy
F itka __ Fk+s i(k—s)a| ,isa 2k —i(k+s)a F (k + 8)2 —3isatika | ,—isa
a¢ {A 25 et ks A25(k—s)e ¢
Flive B+ i, (+5)° s i 2k _i2stk)a
il _ s = s 3.49
A[e 25 © +25(k75)e k—s ’ (3.49)
E 11— k+s (k; + 8)2 e—4isa — 2k e—2i(s+k)a.
A 2s 2s(k — s) k—s
Kolejne przeksztalcenia prowadza do
E B %G—Qi(s+k)a B 4k se—2i(s+k)a B Ak se—2ika (3 50)
R ) L P e R
Teraz korzystamy ze wzoru Eulera: e/ = cosx + isinz.
E _ 4k8e—2ika
A (k+ s)2[cos(2sa) — isin(2sa)] — (s — k)2[cos(2sa) + i sin(2sa)]
B 4]4386727‘.]“ (3 51)
[k +5)2 — (s — k)2] cos(2sa) — i[(k + )2 + (s — k)2] sin(2sa) )
2]68872“%

= 2ks cos(2sa) — i(k% + s2) sin(2sa)
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Biorac kwadrat modutu otrzymanego wyzej wyrazenia, wyznaczamy wspotczynnik transmisji (3.34),

r_|F z 4k B 4k (3:52)
A 4k2s2cos?(2sa) + (k2 + 2)2sin®(2sa)  4k2s? + (k2 — s2)2sin?(2sa)’ .
gdzie w ostatnim kroku skorzystalismy z jedynki trygonometryczne;j.
(b) Aby wyznaczy¢ wartosci energii, dla ktorych T' = 1, musimy rozwiazaé¢ rownanie
4]432 2
i =1 (3.53)

4k252 + (k2 — 52)2 sin?(2sa) ’
gdzie za T podstawilismy wyrazenie (3.52). Mnozac to rownanie stronami przez mianownik, otrzymujemy
(k* — %) sin*(2sa) = 0. (3.54)

Rozwiazaniami réwnania sa

n

(k=sV sin?(2sa) = 0) = (s= 22 An€N). (3.55)

Rozwiazanie k = s jest trywialne i oznacza, ze Vi = 0. Dlatego nie berzemy go pod uwage. Drugi warunek,
s = nn/2a dla n € N, wyznacza wartosci szukanych energii E,,. Po podniesieniu tego warunku stronami
do kwadratu i podstawieniu za s wyrazenia (3.32), dostajemy

o 2m(E,+ Vo) n2n?

5% = 12 102 (3.56)
Po drobnych przeksztatceniach otrzymujemy
n2mw2h?
E, = Sma? - V. (357)

Poniewaz FE, reprezentuje energie kinetyczna rozpraszanego elektronu, sposréd wszystkich mozliwych
rozwiazan (3.57) musimy wybraé tylko takie n € N, dla ktorych E,, > 0. Biorac to pod uwage, zauwazmy,
ze dla zadanych parametrow studni Vj i a, elektrony o energiach (3.57) nie beda sie odbija¢ od studni
potencjalu. Przyjmujac, ze potencjatl z zadania modeluje atom gazu szlachetnego, fakt ten wyjasnia
obserwowane zjawisko Ramsauera.
(c) Z roéwnania (3.57) wynika, ze
n?m2h?

Vo= g3 — En. (3.58)
Przy zadanym promieniu studni @ = 107'° m, najmniejsza energia elektronéw, dla ktorej obserwuje sie
zjawisko Ramsauera wynosi E = 0,7 eV = 1,12 - 1071Y J. Pozostate dane liczbowe to masa elektronu
m = 9.109 - 1073! kg oraz zredukowana stala Plancka h = 1,055 - 1073* J-s. Stwierdzamy, ze dla n = 1
mamy Vy > 0, co odpowiada warunkowi zadania. Ostatecznie, podstawiajac wszystkie dane liczbowe oraz
n = 1, dostajemy odpowiednio glebokosé¢ studni potencjatu Vy = 1,3939- 10718 J = 8,71 eV.
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4 Seria 4

Zadanie 1

Rozwazy¢ nieskonczong studnie potencjalu o szerokosci 2a:

[0 dalz|<a
Viz) = { oo dla pozostalych x. (4.1)

W chwili ¢ = 0 czastka opisana jest funkcja falowa:

P(z,0) = N[cos3(%> + sin?’(ﬂ%)] (4.2)

dla |z| < a oraz 0 poza studnia.

(a) Znalezé rozktad funkcji falowej ¢ (x,0) w szereg funkcji wlasnych Hamiltonianu a nastepnie unormo-
waé funkcje falows.

(b) Wyznaczy¢ rozktad prawdopodobienstwa pomiaru energii uktadu znajdujacego sie w stanie 1 (x, 0).
(c) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze pomiar energii czastki w stanie ¢ (z,0) da warto$¢ mniejsza od
w2h? 2

ma? *

(d) Korzystajac z wynikéw podpunktu (b), obliczyé srednia (E) i dyspersje 0% pomiaru energii dla stanu
P(z,0).

(e) Obliczy¢ funkeje falowa w chwili t. Czy wyniki z podpunktu (d) zachodza rowniez dla ¢(x,t)?
Wskazowka: Funkcje falowa mozna przeksztalcié, korzystajac ze wzoréw trygonometrycznych:

3

. 1
cos® x = 1(3 cosx + cos(3x)), sin®

1
x = 1(3 sinx — sin(3x)). (4.3)
Rozwigzanie:

Na poczatku wyznaczamy funkcje wlasne Hamiltonianu. W obszarze |z| > a funkcja falowa jest rowna

zero. Z kolei w obszarze |z| < a rownanie Schrédingera przybiera postaé
n? d?
2mdz?

() = E¢(x), (4.4)

gdzie z warunkow zadania wynika, ze E > 0. Réwnanie to zyskuje posta¢ rownania oscylatora harmo-
nicznego,

L)+ 2 () =0, (45)
ktorego ogdlnym rozwiazaniem jest funkcja
Y(x) = Asin(kz) + B cos(kx), (4.6)
gdzie k wynosi
k= %gTE (4.7

Warunkiem zszycia funkcji falowej dla tego typu potencjalow jest zerowanie sie funkcji falowej na
granicy nieskoriczonej sciany. Wynika stad, ze

P(—a) = Asin(—ka) + B cos(—ka) =0, (4.8)
¥(a) = Asin(ka) 4+ B cos(ka) = 0. '
Poniewaz funkcja sinus jest nieparzysta, za$ cosinus jest funkcja parzysta, prowadzi nas to do
—Asin(ka) + B cos(ka) = 0, (4.9)
Asin(ka) + B cos(ka) = 0. ’
Dodanie i odjecie stronami tych dwoch réownari daje
Asin(ka) = 0 A Bcos(ka) = 0. (4.10)

Zauwazmy, ze state A i B nie moga by¢ jednocze$nie rowne zero, gdyz oznaczatoby to, ze funkcja falowa
a, co za tym idzie, prawdopodobienstwo znalezienia czastki gdziekolwiek w przestrzeni wynosza zero.
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Podobnie, funkcje trygonometryczne sinus i cosinus od tego samego argumentu nie posiadaja wspolnych
miejsc zerowych. Oznacza to, ze rozwiazanie (4.10) stanowi

(A=0Acos(ka) =0) V (B =0Asin(ka) =0). (4.11)

Najpierw zajmijmy sie pierwszym zestawem warunkow. W przypadku, gdy A = 0 funkcja falowa (4.6)
wynosi ¥(x) = B cos(kx). Z kolei cosinus zeruje sie, gdy

ka:g+n7r:>k:21(2n—|—1), gdzie n € Z. (4.12)

a

Podnoszac teraz parametr k& do kwadratu i wyrazajac go przez energie czastki (4.7), otrzymujemy
2mE 7T2 T2 h2 9

Widzimy, ze energia czastki w zadanym potencjale moze przyjmowacé tylko wartosci dyskretne. Co wiecej,
wystepujaca tu liczba (2n + 1) moze przyjmowaé tylko wartosci nieparzyste i oznaczaé ja bedziemy przez
{=2n+1= 41,42 43, .... Oznacza to, ze mozliwe energie czastki 1 odpowiadajace im stany wlasne

numerowaé bedziemy hczb@ E a mianowicie Fy = % oK ‘; oraz Ye(z) = B cos(”;”’) Na pierwszy rzut oka,
energie te sa dwukrotnie zdegenerowane, alb0w1em sad dwa stany e(z) oraz _,(x) o tej samej energii.
Zwroémy jednak uwage, ze ¢_¢(z) = Bcos( gh) BCOS(MI) = t¢(x). Wynika stad, ze opisane
powyzej rozwigzania rownania Schrodingera sa numerowane w sposéb jednoznaczny przez wartosci £ =
1,2,3,....

Dla drugiego zestawu warunkéw przeprowadzamy podobne rozumowanie. W przypadku, gdy B = 0
funkcja falowa (4.6) wynosi ¢¥(z) = Asin(kz). Rozwigzaniem réwnania sin(ka) = 0 sa z kolei takie
wartosci k, dla ktorych

ka=nr=k= 21(271), gdzie n € Z. (4.14)
a

Powyzej wydzielilismy liczbe 2n, aby podkreslié, ze tym razem rozwiazania zalezeé¢ beda od liczby parzy-
stej. Wykonujac te same przeksztalcenia co poprzednio, dostajemy z rownania (4.14), ze

232
wh
= ——(2n)% 4.15
8ma2 ( n) ( )
Tym razem zastepujemy liczbe 2n przez liczbe parzysta ¢ = 0,42, +4,.... W takiej sytuacji dozwolone
2292
energie czastki oraz odpowiadajace im funkcje falowe wynosza: Ey = ZI5 oraz ¢,(z) = Asin(Z2).
Sposréd dozwolonych wartosci ¢ eliminujemy ¢ = 0, gdyz odpowiada to sytuacji, gdy funkcja falowa
wynosi tozsamosciowo zero w calej przestrzeni. Ponadto ¢¥_,(z) = Asm( ”2&”) =-A sm(”h) = —y(x).
Skoro funkeje falowe 1(z) i ¥_¢(x) réznig sie jedynie o czynnik fazowy (e™'™ = —1), to opisuja one ten
sam stan czastki. Dlatego dyskutowane tu rozwiazania numerowaé¢ bedziemy liczba £ = 2,4, 6, ....
Podsumowujac, energie wtasne czastki w zadanym potencjale wynosza,
2522
T hel .
Eg = W’ gleegz 1,273,... (416)
Z kolei odpowiadajace im funkcje wlasne wynosza zero w obszarze || > a, natomiast
Asin (Z2)  dla £ =2,4,6...
= D 4.1
V() = { Bcos(”}”) dla ¢ =1,3,5... (4.17)

w obszarze |z| < a. Jak widaé, sa to rozwiazania o ustalowe]j parzystosci, co wiaze sie z symetria rozwa-
zanego potencjatu. Aby unormowaé¢ funkcje wtasne, musimy natozyé¢ warunek, ze

/jo | () |2de = 1. (4.18)

Dla przyktadu, dla funkcji nieparzystych warunek ten sprowadza sie do obliczenia nastepujacej calki,
a A 2 a
1:|A|2/ sin? e dx:u/ 1 — cos rte dz
_a 2a 2 J_, a
= —|A|2 z— 2 sin Lfgc '
) ml a

—a

= |A%a. (4.19)
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Stad wynika, ze (z dokladnoscia do czynnika fazowego) stata normalizacyjna wynosi A = 1/y/a. Ten
sam wynik dostajemy normujac funkcje parzyste. Ostatecznie, unormowane funkcje wtasne Hamiltonianu

WYynosza ) (st2)
—=sin (5£) dlaf=2,4,6...
po(z) =4 v 2 (4.20)
\lfcos(e) dla¢=1,3,5...

dla |z| < a oraz zero poza tym obszarem. Zauwazmy, ze rozne funkcje odpowiadaja roznym wartosciom
energii. W zwiazku z tym sa one tez ortogonalne. Mozemy zatem zapisaé, ze

/ " i)y (@) = by, (4.21)

gdzie dg; jest delta Kroneckera.
(a) Rozwazmy funkcje falowa (4.2). Postugujac sie wskazowka do zadania, jesteSmy w stanie przed-
stawi¢ zadana funkcje falowa za pomoca stanéw wilasnych (4.20). Mianowicie,

z,0 {3 cos + cos <327r1’) + 3sin (E) — sin <37rx)]
¢ ¢ ¢ (4.22)

(x) + 31pa(x) + Y3(x) — 1bs(x)] .

Ze wzgledu na fakt, ze funkcje wlasne 1, (z) stanowia uktad ortonormalny, czego wyrazem jest wzor (4.21),
powyzsza funkcje falowa tatwo jest unormowacé. Oto6z,

1= [ wtworas = BE (o [ jis@ras s [ @i [ papaes [ i)

_ INPa 5N %a

1+1
16 9+9+1+1)= 1

(4.23)
gdzie nie wypisaliémy pozostatych catek, gdyz wynosily zero. Stad wynika, ze z doktadnoscig do czynnika

fazowego stata normalizacyjna N wynosi

2
N=—= (4.24)

Podstawiajac to wyrazenie do (4.22), otrzymujemy unormowang funkcje falowa ¢ (x,0),

P(z,0) = Bor(x) + 3¢2(x) + ¢s(x) — P (x)] . (4.25)

2f

(b) Na podstawie rozktadu funkeji falowej ¢ (x, 0) na stany wtasne Hamiltonianu (4.25) stwierdzamy,
ze jedynymi mozliwymi wynikami pomiaru energii czastki w stanie (4.25) sg wartosci Fy, Es, F3, Eg.
Ponadto, wartosci te zostana zmierzone z prawdopodobieristwami,

PE=E)= |3 =%
2
P(E =E,) = i‘ =32
2{% 210 (4.26)
P(E = E3) = ﬁ‘ =1
2
P(E=Bg) = |-2| = 4.

Prawdopodobieristwa pomiaru pozostalych wartosci energii wynosza zero. Jako test poprawnosci naszego
wyniku, stwerdzamy, ze zachodzi zwiazek: > ,-, P(E = E;) = 1.

(c) Biorac pod uwagq wWzOT (4 16) stvvielrdzamy7 ze spoéréd moZliwych wartosci pomiaru energii na
stanie ¢ (x, 0) jed

i N PE=E)+P(E=E) = 4> (4.27)

P(E
(B < 20 20 10

ma?2
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(d) Wartosé oczekiwang pomiaru energii na stanie 1(x,0) obliczamy za pomoca wzoru

- 9 hirn? + 9 4h%x2 N 1 9h2x2 n 1 36h%72
T 208ma? 20 8ma? 20 8ma? 20 8ma?

(E) = iP(E = Ey)E,
=1

(4.28)
_ﬁ 34_%4_3_’_@ —gE
“8ma? [20 20 20 20| 27"
Z kolei nieoznaczono$¢é pomiaru energii na stanie ¢ (x,0) wynosi
op =/ (E?) — (E)2. (4.29)
Majac to na uwadze, obliczamy
(E®) =) P(E=E)E] = O g2y Diep 1+ Laip? 4 Liager?
ST T T P20 T 20 T
[
(4.30)
g9 14 81 1206] 153,
~'l20 7 20 200 20 | 2
Podstawiajac do wzoru (4.29) wyrazenia (4.28) oraz (4.30), dstajemy
15
Ofp — ?El (431)

(e) Poniewaz Hamiltonian czastki nie zalezy od czasu, operator ewolucji czasowej, ktory ewoluuje

rozwigzania rownania Schrodingera od chwili ¢y do t wyraza sie¢ prostym wzorem, U (t,to) = el (t=to)/h,
Stad, wartosé funkcji falowej w chwili ¢ > 0 daje sie obliczy¢ jako
Y1) = e (2, 0) = | 2y (2) + 2 () + L yae) - ()
25 2v5 2v5 2v5 (4.32)
—iEGt/h

. , 1 )
(m>e—1E1t/h (x)e—zEgt/h+ 5 51p3(x)e_"E3t/h -

3 1
5 \/51#2 7 5 \/gwﬁ (z)e
gdzie skorzystaliSmy z faktu, ze I:I’l/)[(fﬂ) = Epe(x).

Aby sprawdzié, czy wyniki z podpunktu (d) zachodzg rowniez dla v (x,t) nalezy wyznaczy¢ rozktad
prawdopodobienstwa pomiaru energii na stanie ¢ (z,t). W pierszej kolejnosci zauwazamy, ze jedynymi
wartos$ciami energii, jakie mozna zmierzy¢ w chwili ¢ > 0 sa E1, Es, E4, Eg. Wartosci te zmierzone zostang,
z prawdopodobienstwami,

3
VA

2

P(E = By) = | et = 8,
2
P(E = By) = | f2zeifat/n| = &
2\1/5 Bt /h | 210 (433)
P(E = E3) = meﬂg’/ ’ = 30
_ 2
P(E = Eg) = |- ghge ot/ = &,

Poniewaz rozktad prawdopodobienistwa pomiaru energii jest doktadnie taki sam jak w chwili poczatkowe;j
t = 0, wyniki z punktu (d) pozostang bez zmian w chwili pézniejszej ¢ > 0.

Zadanie 2

Czastka o masie m znajduje sie w nieskoriczonej studni potencjatu:

Vi) = { 0 dla0<z<a, (4.34)

oo dla pozostatych x.

W chwili £ = 0 jej stan opisuje unormowana funkcja falowa

Y(x,0) = \/Z?.’L‘(CL —x) (4.35)

25



dla 0 < x < a oraz 0 poza studnig. Wyznaczy¢ funkcje falowa w chwili ¢ > 0. Obliczy¢ rozktad prawdo-
podobienstwa pomiaru energii uktadu znajdujacego sie w stanie 9 (x, t).

Rozwigzanie:
Aby wyznaczy¢ funkcje falowa w chwili ¢ > 0, warto najpierw znalez¢ rozklad funkeji (4.35) na stany
wlasne Hamiltonianu. Wyznaczenie tych stanéw jest analogiczne do przeprowadzonego w zadaniu 1.

Poniewaz czastka nie moze wnika¢ w obszary x < 0 oraz x > a, przyjmujemy, ze jej funkcja falowa
jest tam rowna zero. W obszarze x € [0, a] funkcja falowa czastki spelnia rownanie Schrodingera (4.4).
Rozwigzaniem ogolnym tego réwnania jest (4.6), gdzie wprowadziliSmy oznaczenie (4.7). Dla nieskon-
czonej $ciany potencjatu, zszywamy jedynie funkcje falowa na granicy obszaréow. Oznacza to, ze musimy
zazadaé, aby funkcja (4.6) spelniala warunki: ¢(0) = 0 = ¢)(a). Prowadzi to do uktadu dwoch rownaii,

¥(0) = B =0= ¢(z) = Asin(kz), (4.36)
(a) = Asin(ka) =0 = (A =0Vsin(ka) =0). ’
Z pierwszego rownania natychmiast wynika, ze funkcje wlasne sa nieparzyste, ¢ (z) = Asin(kz). Drugi
warunek prowadzi do dwoch mozliwosci. Jezeli A = 0, to wtedy funkcja falowa wewnatrz nieskoriczonej
studni, a co za tym idzie, funkcja falowa czastki w calej przestrzeni wynosi zero. Przypadek ten odrzucamy;,
gdyz oznacza on, ze czastka nie istnieje nigdzie w przestrzeni. Druga mozliwosé prowadzi do wniosku
ka = nm, gdzie w ogolnosci n € Z. Podstawiajac tu oznaczenie (4.7), otrzymujemy warunek na dozwolone
wartosci energii czastki,
w2h3n?

_ 4.
2ma? (4.37)

n =

Okazuje sie, ze mozemy zawezi¢ obszar zmiennosci liczby n. Dla n = 0 mamy k = 0, co z kolei prowadzi do
wniosku, ze funkcja falowa jest zero w calej przestrzeni. Przypadek ten odrzucamy z naszych rozwazan.
Zauwazamy rowniez, ze ¢¥_,(xr) = —,(z) oraz, ze obie funkcje ¥4, (z) naleza do tej samej energii. W
takiej sytuacji wystarczy przyjac, ze n = 1,2, 3, .... Pozostaje jeszcze kwestia unormowania rozwiazai.
Stuzy temu warunek

00 a A 2
- / o ()2 = 1 = |A|2/ sin? (") o = [Ale (4.38)
—o00 0 a 2
Stad, dostajemy, ze z dokladnoscia do czynnika fazowego A = \/g . Podsumowujac, energie i odpowiada-
jace im unormowane stany wtasne dla czastki w potencjale (4.34) przybieraja postaé
h2m2n2 \/E in (AT
BB (B el <o wm
2ma 0 dla |z| > a,

gdzien =1,2,3,....
Rozkladamy funkcje ¢ (z,0) w szereg funkeji wlasnych Hamiltonianu,

n=1
gdzie wspoltczynniki ¢, wynosza
Cn :/ i (x)Y(x, 0)de. (4.41)

Podstawiajac tu funkcje wlasne v, (x) oraz funkcje ¥(x,0), dostajemy

Cn%:?}?/“x(ax)sm(m) gp - 2V15 azsm(m"”) do— Y15 [ 2 (@) dz. (4.42)
0

a a2 J, a a®  J, a
. . . . _ . . _ t _
Dokonujemy tutaj zamiany zmiennych ¢ = “7*, skad wynika, ze x = ;= oraz dr = ;=dt. Wtedy
2¢/15 [T 2¢/15 (™"
en =" | tsintdt— —S— t* sin tdt. (4.43)
n=m 0 nem 0
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Wykonujac catkowanie przez czesci, dostajemy dla pierwszej catki
I = / tsintdt = —t cost|g7r + / costdt = —nm cos(nm) + sintfgw = —nn(—-1)". (4.44)
0 0
W przypadku drugiej calki,
I :/ t*sintdt = —t* cost|" + 2/ tcostdt = —n’n?(—1)" + 2 [tsinﬂg“ 7/ sintdt]
0 0 0 (4.45)
= —n’m?(=1)" + 2cost|)” = —n’7*(=1)" +2((—1)" — 1).

Obliczone wartosci calek wstawiamy do wzoru (4.43), co daje

415

n3m3

(1=(=D"), (4.46)

badZz w réwnowaznej postaci

n3m

815 dlan =1,3,5
_ 3 9Dy Sy e 4.47
n {0 dlan =2,4,6,. .. (4.47)

Ostatecznie, funkcja falowa w chwili poczatkowej rozpisana w bazie stanéow wilasnych Hamiltonianu ma

postaé,
(o)

L - 1) (e, (4.48)

n

oz,

Stan czastki w chwili czasu t > 0 wyznaczamy za pomoca operatora ewolucji czasowej,

4f

b, t) = e H/hp(0) =

[e.°]

ng (1 _ (_1)n) e_iﬁt/n’(/}n(.%')
=t (4.49)

(1= (1)) e By (),

n

Stad wynika, ze dokonujac pomiaru energii czastki w stanie ¢ (x,t) zmierzymy wartosci E,, [wzor (4.39)]
z prawdopodobienistwami

(4.50)

0 dlan:2,4,6 0 d]an:27476
P(E_E”)_{ 8IS o= iEnt/h2 dlan =1,3,5... _{ s dlan=1,3,5...

nbr

Zadanie 3

Czastka o masie m znajduje sie w nieskoriczonej jednowymiarowej studni potencjatu rozciggajacej sie
od 0 do a. Wiadomo, ze w chwili t = 0 czastka znajduje si¢ w stanie stacjonarnym o energii %’;’jzg . Nagle
szeroko$¢ studni zostala podwojona (a — 2a), przy czym stan ukladu nie zostal zaburzony. Jesli mierzy-
my energie chwile pézniej, to jakie jest prawdopodobienistwo znalezienia czastki w stanie podstawowym,
a jakie jest prawdopodobienstwo, ze jest ona w pierwszym stanie wzbudzonym (przy czym chodzi o stany
w studni o szerokosci 2a)?

Rozwigzanie:
W chwili poczatkowej ¢t = 0 czastka znajduje sie w studni nieskoiiczonej rozciagajacej sie od 0 do a.
Zgodnie z zadaniem 2, dozwolone stany wlasne i energie wlasne czastki dane sa wzorem (4.39). Z tresci

zadania wynika, ze czqstka w chwili ¢ = 0 znajduje sie w jednym ze stanow wlasnych (4.39), a mianowicie
9ﬁ 7r

w stanie o energii 3 . Poréwnujac te wartosé¢ ze wzorem ogolnym na dozwolone wartosci energii (4.39),
stwierdzamy, ze czqstka jest w drugim stanie wzbudzonym (czyli o n = 3). Oznacza, to ze funkcja falowa
czastki zadana jest wzorem,

£.0) = 2sin (222) dlaz € [0,q]
(@0 { (;/7 dla z ¢ [0, al. (451
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W przypadku studni rozciggajacej sie od 0 do 2a, rozwigzaniem zagadnienia wtasnego sa stany wtasne

postaci
o (z) = \/gsin (2rz)  dla z € [0,2d] (4.52)
/ 0 dlaz ¢]0,2a].
Stany te odpowiadaja energiom wlasnym
R2m?n?

gdzie w réwnaniu (4.39) dokonaliSmy zamiany a — 2a. Stan podstawowy to stan o najnizszej mozliwej
energii, czyli o n = 1. Prawdopodobieristwo tego, ze czastka opisana funkcja falows (4.51) znajdzie sie w
stanie podstawowym ¢;(x) wynosi

Pr = [{¢1|v) [? (4.54)

i sprowadza sie do obliczenia elementu macierzowego (¢1|v),

V2 (% smxy . (3mx e Sz e
ol =57 [ (5 ) s (557 )t = [ Jeos () —eon (5
V21, (5mz 1 . (Trx o 12v2
= [5 sin <2) —7 <2)]

o 357’
Stad, szukane prawdopodobieristwo wynosi

(4.55)

P =2 (12>2 (4.56)

Z kolei aby wyznaczy¢ prawdopodobienistwo znalezienia czastki w pierwszym stanie wzbudzonym (czyli
w stanie o n = 2), obliczamy najpierw

(Galt) = g /Oa sin (”ai) sin (Szx)dx - ﬁ /Oa {Cos <22$> — cos (47:”)} da

211 2 1 4 o
- % [2 sin <Z$) — gt (T)] .= (4.57)
Zatem
Py =|{gal)) |* = 0. (4.58)
Zadanie 4
Znalez¢ stany i energie wlasne czastki o masie m umieszczonej w potencjale:
Limw?z? dlaz >0
— 2 s
V(@) = { o0 dla pozostatych z. (4.59)

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze dla dodatnich wartosci z zadanie sprowadza sie do rozwigzania réwnania Schrédingera dla
potencjatu oscylatora harmonicznego. W wyniku otrzymamy wiec dobrze znane funkcje wlasne oscylatora
hamonicznego o czestosci w,

mw\ 1/4 1 mw 2
_ H —mwz*/
¥n(w) = ( 7Th) Vorpl " <V h x> ‘ . (4.60)

gdzie H,, oznacza n-ty wielomian Hermite’a, zas n = 0,1,2, 3, .... Rozwiazania te obowigzuja dla = > 0.
Z kolei dla pozostalych wartosci z, funkcja falowa wynosi zero. Ze wzgledu na warunek zszycia funcji
falowej na granicy obszarow (tj. dla @ = 0), wnioskujemy, ze sposrod wszystkich funkeji (4.60) dobrymi
rozwiazaniami sa tylko te, dla ktorych ,,(0) = 0. Warunek ten spetniony jest jedynie dla n nieparzystych,
dla ktorych H,(0) = 0.
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Ostatecznie, rozwiazaniem problemu sa stany wlasne

%wn(x) dla z > 0,

_ 4.61
O () { 0 dla pozostalych z, o

gdzie 1, (x) dane jest wzorem (4.60) za$ dodatkowy czynnik 1/v/2 pojawia sie¢ z unormowania funkcji
falowej. Z kolei odpowiadajace im energie wtasne wynosza

1
E, =hw (n + 2) , (4.62)
gdzie nalezy pamietaé, ze n =1,3,5, ....

Zadanie 5

Obliczy¢ wspotezynnik transmisji T’ dla czastki o energii E > 0 padajacej na studnie potencjatu:
V(z) = —Voé(x), Vp>0. (4.63)

Rozwigzanie:
Funkcje falowa dla © < 0 oznaczaé¢ bedziemy jako ¢ (z). Dla zadanego potencjatu (4.63) spelnia ona
roéwnanie Schrodingera

n? d?
—%@dk = FEY., (4.64)

gdzie zgodnie z warunkami zadania E > 0. Powstale réwnanie rézniczkowe mozemy przepisaé¢ jako

d2
Tle K =0, (4.65)

2mFE
k=14/ o

Przy okazji zauwazmy, ze dla > 0 odpowiednia funkcja falowa czastki ¢~ (z) spelnia doktadnie to samo
rownanie (4.65). Stad, wyznaczamy rozwiazania

gdzie liczba falowa k wynosi

w>(x) — Ce—ikr + Deik.’r, (466)

{ w<(x) — Aefikm +Beikm
gdzie A, B, C, D sa nieznanymi wspolczynnikami.
Zaltozmy, ze czastka pada na potencjal z lewej strony. W takiej sytuacji przyjmujemy, ze C' = 0, gdyz
dla x > 0 brak jest fali odbitej. To oznacza, ze funkcja falowa jest postaci

—ika ik
R e o
W dalszym ciggu naktadamy na powyzsze rozwiazanie warunki zszycia:
P> (0) = 1<(0) (4.68)
oraz
% - % = _2;;%1/)(0). (4.69)

Po podstawieniu tu funkeji falowej (4.67), dostajemy uklad rownan,

A+B=D, (4.70)

2mVj
h? D,

ikD + ikA — ikB = (4.71)
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ktory rozwiazujemy ze wzgledu na iloraz D/B. W tym celu z pierwszego rownania wyznaczamy A = D—B
i podstawiamy do drugiego z nich. Daje to nam réwnanie,

mVy

gdzie po podzieleniu przez B dostajemy
D mVy] ™"

Podobnie jak w zadaniu 4 z serii 3, wyznaczamy wspoOlczynnik transmisji czastki T przez studnig
potencjatu delta. Okazuje sie, ze wynosi on

D
T=|— 4.74
3 @.14)
Podstawiajac tu wynik (4.73), dostajemy
1 1 1
= 2 = m2V;3? = mVg3 "’ (475)
1+ng 1+ K2ZhA 1+2h2E
ikh?

gdzie w ostatnim kroku podstawiliSmy definicje liczby falowej k.
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5 Seria 5

Zadanie 1

Dany jest uktad fizyczny w trojwymiarowej przestrzeni wektorowej z baza ortonormalna {|us), [uz),
|ug)} oraz dwa operatory hermitowskie — Hamiltonian H oraz A. Obserwable te zdefiniowane sa naste-
pujacymi wzorami:

Hluy) = 2Eo|uy) — Eolus),
Hlus) = Eolus), (5.1)
Hlus) = —FEg|uy) — 2Eq|us)

A = a(4|ur)(ur| + 2Juz) (us| — 2[us)(us|),

gdzie Ey > 01ia < 0. W chwili ¢y dokonano pomiaru energii i otrzymano najwieksza z mozliwych
wartosci, za§ w chwili ¢; > tg zmierzono wielko$¢ reprezentowana operatorem A i otrzymano najmniejsza,
z mozliwych wartosci.

1. Podaé¢ macierze reprezentujace operatory HiA.
2. Poda¢ ewolucje stanu na odcinku czasu (tg, t1).

3. Poda¢ posta¢ stanu tuz po dokonaniu pomiaru wielkosci A, oraz ewolucje czasowa tego stanu dla
t>t.

Kazdy ze stanéw w punktach 2 i 3 wyrazi¢ w bazie stanéw wtasnych Hamiltonianu.

Rozwigzanie:
1. Macierz Hamiltonianu w bazie {u;};=1 2,3 ma nastepujaca postaé

9B, 0 —FE,

H=| 0 E 0 |, (5.2)
-Ey, 0 —2E,

natomiast macierz operatora A w tej bazie wynosi

R 4a 0 0
A=1[0 2a¢ 0 |. (5.3)
0 0 —2a

2. W chwili ¢y, uklad jest w stanie wlasnym Hamiltonianu o najwiekszej wartosci wlasnej. Aby wy-
znaczy¢ ten stan, musimy obliczy¢ wartosci i wektory wlasne macierzy (5.2).
Z rownan (5.1) widaé, ze jedna z wartosci wlasnych oraz odpowiadajacym jej wektorem wlasnym sa

Ao = Ey, |v2) = |ug), (5.4)

gdzie |v;) oznaczaé beda wektory wlasne Hamiltonianu. W przypadku pozostalych wartosci whasnych
dostajemy

2B, —\  —E,

det{ —Hy —2E;—\

:| =\ - 5E§ =0 = A\ = —\/SE()7 A3 = \/BE(). (55)

Zwiazane z tymi wartosciami wektory wlasne rozpinaja jadra

ker {2 tl\/g 2;1\/5} = |u) = (-2+ \/5) [ur) + |us), (5.6)
ker {2 __1/5 _2__1\/5} = |v3) = (=2 = V5) [u1) + |ug) . (5.7)
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Wektory bazy |v;) sa ortogonalne, bo (vi|vs) = —(v5 —2)(v/5 +2) +1 = 0 i oczywiscie (va|vy) =
(va|vs) = 0. Najlepiej korzysta¢ z wektoréw ortonormalnych, wiec obliczamy ||v1|| = 1/ (V5 —2)2+1 =
V10 — 25, ||va|] = 1, ||vz|| = V10 + 2v/5. Niech unormowane wektory {v;} tworza baze {e;}, tzn. ze
le;y = |vi)/||vi]| dla i = 1,2,3.

7 powyzszego wynika, ze w chwili to ukltad jest w stanie [1)(tg)) = |es) o energii v/5Ey. Ewolucja
czasowa tego stanu od chwili tg do chwili ¢; zachodzi zgodnie ze wzorem

ey L~ 1
(1)) = e~ T M yp(tg)) = e M eg) = —————exp ( N

2(5+/5)

Voot tg)) o). (58)

3. Jak widaé¢ z (5.3), macierz operatora A jest diagonalna w bazie wektorow {u;}. Oznacza to, ze
wektory te sa wektorami wtasnymi tej macierzy, za§ wyrazy diagonalne to odpowiadajace im wartosci
wlasne. Rozumujac analogicznie jak w podpunkcie 2 wiadomo, ze w chwili ¢; zmierzono najmniejsza
wartos¢ wlasna operatora A, czyli 4a (bo a < 0), natomiast stan bezposrednio po pomiarze to |1)(t1)) =
|u1). Zapiszmy w ogdlnosci

() = e I/ [y (4))y = e~ H =t/ ) (5.9)

Wiadomo jak H dziala na wektory swojej bazy wlasnej, wiec zapisujemy w niej |u1) i normujemy. Zatem
ostatecznie ewolucja stanu w czasie ¢ > t; przyjmuje postac:

<i\/5E0
exp W
2(5 —/5)

_ ; exp (— i\/iEO (t — t1)> |’U3> ) .
2(5 +/5)

Na rysunku 2 przedstawiono element optyczny, ktory przesuwa faze sktadowej 101 polaryzacji o kat «
oraz polaryzator nachylony do osi optycznej pod katem 6.
(a) Zakladajac wyjsciowe stany polaryzacji odpowiednio: [45°), [135°), |L) oraz | R), znalez¢ postaé stanu

(%) (e ) N

Zar-(18) :
0 e

() = 2( (t— t1)> |v1)

(5.10)

Zadanie 2

Rysunek 2: Element optyczny.

polaryzacji, tuz za elementem optycznym, dla nastepujacych faz a:

27
4

2m
2

= 7. Taki element optyczny nazywa si¢ w optyce ¢wierc-falowka (¢wier¢ okresu).
= 7. Taki element optyczny nazywa sie w optyce pol-falowka (pot okresu).
(b) Dla wszystkich przyktadow stanéw wyjsciowych i fazy, przedstawionych w poprzednim pytaniu, obli-

czy¢ odpowiednie prawdopodobieristwa, ze polaryzator zmierzy polaryzacje w kierunku |0) = < Z?jz )
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Rozwigzanie:
. . oy _ [cosdd5?) 4 (1
1. Rozwazmy stan polaryzacji Swiatla [45°) = (Sin 450> = (1>

Yo
,(/)1 eza

_ 1 1
ca=3 Wk(eis)k(i)

Prawdopodobieristwo pomiaru polaryzacji |¢) przez polaryzator wynosi w tym przypadku,

Za elementem optycznym |¢) = ( >, skad wynika, ze

1 1 1
Py = (0|9 = §\cos9+¢sm9|2 = 5(cos,29 +sin?9) = 5 (5.11)
1 1 1
& o=, W}> = V2 (eiw> - V2 (_1>
1
Py = |(0]y)|* = 5lcos 0 — sin 0] = sin?(45° — 0). (5.12)

2. Rozwazmy stan polaryzacji $wiatta |135°) = (COS 135 ) = % <—1>.

sin 135° 1
i ~1 ~1
ca=3 |"/’>:¢1§<ei5>:¢lé<z‘>

1 1 1
Py = (8]0 = 5l cos? +ising|” = 5(cos29+sm? 0) =3 (5.13)
-1 -1
& =T, W}> = % (eiw> - % (_1>
- 2 1 - 2 .2 o
Py = |(0]Y)]" = §|7COSQ —sinf|” = sin“(135% — 0). (5.14)

. . - . 1
3. Stan polaryzacyjny $wiatta opisujacy polaryzaje kotowa lewoskretna ma postac |L) = % ( )

—1
s 1 1 1 1
& o= g5, |?/1> V2 (—ieig> V2 <1>

1
Py = (09| = Slcos? +sin6)* = sin?(135° — 6). (5.15)
1 1
e =T, W}> = % (_ieiﬂ) = % <Z)
P, = 2 1 .. 2 1 2 .2 o 1
0 = |(0|1Y)|” = 5\cos9+zs1n0| = i(cos 0 +sin“ 0) = 3 (5.16)
4. Stan polaryzacyjny $wiatta opisujacy polaryzaje kotowa prawoskretna ma postac |R) = % (1)
_ T _ 1 1 _ 1 1
**T o |¢>_ﬁ<iei’£ T Va1
1
Py = |(0]9)|* = Fleost - sin 0] = sin?(45° — 0). (5.17)
1 1
_ _a (Y1
& o=, W}> - \/§ (’i@“r) \/5 <—Z>
P, = 2 1 .. 2 1 2 2 o 1
0 = |{0|1Y)|” = §‘COSH —isinf|” = i(cos 0 + sin“ 0) = 3 (5.18)
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Zadanie 3
Wykazaé, ze
o R . A 2 A 3 R A
A Be A = B4 4[4, B] + %[A, 1A, B]] + %[A, 1A, [A, B]) + . (5.19)

Korzystajac z tej rownosci pokazaé, ze dla operatoréw momentu pedu zachodzi:

exp(—%ﬁmﬁ) L, exp(%ﬁﬁ) =L,cosf — f/y sin 6. (5.20)

Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje postaci ) )
f(t) = etABe 4, (5.21)

Znajdzmy posta¢ pochodnych tej funkcji po parametrze t i ich wartos¢ dla ¢t = 0:

f0)=B
f'(t) = AetABe ™t — etABe M A = e ABe ™t — e BAe4 = e[ A, Ble 714
f'(0)=[A, B]
f"(t) = AetA[A, Ble ™t — e4[A, Ble "1 A = ¢ [A, [A, B]] e (5.22)
f"(0) = [4,[A, B]]
() = AetA[A, [A.B]le ! — e [A, [A.B]le " A = ' [A, [A, [A, B]|] e 4
£(0) = [A, [A, [A, B]]

Mozemy teraz rozwinaé f(t) w szereg Taylora wokot ¢ = 0,

t2 t3
F@) = FO) +£(0) + 5 £7(0) + 57 /7(0) + ... (5.23)
i podstawié¢ tu wyznaczone w (5.22) wartosci pochodnych,

e Be~4 = B+ t[A, B] + ;—2![21, (4, B]] + g—?;[A, [A,[A,B])) + ... (5.24)

W ten sposob otrzymujemy poszukiwana zaleznosc.

Aby udowodni¢ wzér dla momentéw pedu (5.20), przyjmijmy, ze t = 7%9, A=1L,iB=L..Policzmy
kilka pierwszych poteg i komutatoréw:

62 63 04 i6° 6%

t:—g,ﬂ:—ﬁji”:ﬁ,t“:g,tsz—ﬁ,tﬁz—ﬁ... (5.25)
A B) = [fa B] = —ihDy,  [A)[A Bl = (B, —ihiy] = 1P,

[A,[A[A, B]]] = =ih®Ly,  [A,[A[A,[A, B]))) = #'L., (5.26)
[A7 [A7 [A’ [Av [‘47 B]m] = —iﬁ5i/y,

[A’ [147 [Aa [A7 [A’ [Av B]Hm = ﬁﬁi’z

Wstawiamy je teraz do tozsamosci (5.24) i zauwazamy, ze odtwarzaja nam sie rozwiniecia w szereg funkeji
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cos 6 isin@:

T 1 62 1. 4. ,i03

= L =iy (=50 = i La(Gg) = i L G

1,,. 6% 1o oo 0P 1 5. 6° (5.27)
L) — 5 by (=) — G b

- 62 0+ @S 6 0°

B T TR I A VAC R TITR

Tym samym dowiedliSémy rownania (5.20).

Zadanie 4

(a) Korzystajac z rownania Ehrenfesta wykazac, ze dla czastki swobodnej o masie m operator pchnie-
cia Galileuszowskiego, G = tp — ma, jest stata ruchu.

(b) Wykazaé, ze

A2 ; A2 mv2

ioA\ D i p R

oo (106) 2 exp(~1u) = By 5.5

Xp(h” om P RY om TP (5.28)
Rozwigzanie:

(a) Korzystajac z rownania Ehrenfesta mozemy obliczy¢ zmiane w czasie wartosci oczekiwanej operatora

G. Mianowicie, J 5 .
UG = (26— (G, 1)), (529)

gdzie Hamiltonian w przypadku czastki swobodnej wynosi H = %. Podstawiajac tu postaé¢ operatora
G, dostajemy

d i
—(G) = ) + —([z,p?]) =0, 5.30
SAG) = () + o (18.7°)) (5:30)
gdzie skorzystali$my z komutatora [, p?] = p[Z, p]+p[2, p| = 2ihp. Okazalo si¢ wiec, ze warto$é oczekiwana
operatora pchniecia Galileuszowskiego jest stata. Jako ze nic nie zaktadamy o postaci stanu, na ktérym
liczymy warto$¢ oczekiwana, mamy R

Yy : (Y] G [¢) = const (5.31)

i w takim sensie (G) jest stala ruchu.
(b) Rozpisujemy lewa strone dowodzonej rownosci korzystajac ze wzoru (5.19),

() fron (- 1) - £ K0 £] 45 el B} om

W szeregu tym pozostaja jedynie 3 wyrazy, poniewaz drugi komutator jest stala. Dokltadniej,

[é, %] - [tp — mé, %] - [tp — mé, %] - —% [;z,pﬂ = —ihp (5.33)
oraz 9
{é, [G ;nH — [tp — m, —ilip| = imh[g, p] = —mh2. (5.34)

Podstawiajac wyliczone wartos$ci komutatoréw i upraszczajac stale otrzymujemy rzeczywiscie,
52 2

exp (%vé) p—m exp ( - vaAv') = % +vp + % (5.35)
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Zadanie 5

Obliczy¢ komutator [L?, 7%2] i sformutowaé¢ odpowiednia zasade nieoznaczonosci.

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze

[L;, 7] = 0. (5.36)

Sprytny dowod tego faktu korzysta z faktu, ze orbitalny moment pedu jest generatorem obrotu. Operator
obrotu o kat 6 wokot osi i definiuje sie jako

U= exp(fiﬂf/i /h). (5.37)

W dzialaniu na 72 daje on oczywiscie skalar,
U0 = a. (5.38)

Rozniczkujac to réownanie po kacie 6, dostajemy

U(—iL;™® + it L) Ut =0, (5.39)

€O oznacza, ze

UlL;, ™)UT = 0. (5.40)
Skoro zachodzi to dla dowolnego 6, to rzeczywiscie [IA/“ 722] = 0. Zatem

[5277;2] = Li[ﬁiﬂ%Q] + im%Q]fJi =0. (5.41)

W takiej sytuacji, zasada nieoznaczono$ci dla danych operatoréw wygladaja nastepujaco
N L2A2P =0 (5.42)

i oznacza, ze obserwable L? oraz r? mozna zmierzy¢ jednoczesnie z dowolnie mata dokladnoscia.
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6 Seria 6

Zadanie 1

Oblicz badz udowodnij:

Rozwiazanie:
1. W rozwiazaniu przydatna jest rownosé:

[A,B-C) = BIA,C] + A, BIC. (6.1)
Korzystajac z niej oraz z faktu, ze [a,a'] = 1, dostajemy
la, a'?] = [a, a'a'] =a' [a, a'] + [a, a'] &' = 2a. (6.2)
Z kolei
[a%, 4] =ala, a™] + [a, a'?] a = 2aa’ + 2a'q, (6.3)

gdzie skorzystalismy z wyniku (6.2).
2a. Rownosé [&, dT”] = n(a")"~! udowodnimy indukeyjnie.
Dlan=1,
[a, a'] =1-(a")? =1, (6.4)

a zatem badany wzor jest spelniony.
W kroku indukcyjnym, zaktadamy ze wzor jest prawdziwy dla n, tzn. ze zachodzi

[a, a™] =n(a")""", (6.5)

natomiast musimy udowodni¢, ze wynika stad, iz wzor ten jest prawdziwy dla n 4+ 1. Innymi stowy, nasza
teza indukcyjna jest nastepujaca

3, at] = (4 1)(aty (6.6
Sprawdzmy, czy wzoér jest prawdziwy dla n + 1,
[, al™tV] = [a, afa’] =a [a, '] + [a, a™]al = at 4 n@h) et = (0 el (67)

Poniewaz wzor jest prawdziwy dla n = 1 oraz zachodzi krok indukcyjny, to dowodzi prawdziwosci naszego
wzoru dla dowolnych n.

2b. Podobnie wyglada dowéd réwnosci [&T7 &”] = —na" 1.
Dlan =1,
[a', a] = -1, (6.8)
a zatem rowno$c¢ jest spelniona. Zakladamy nastepnie, ze wzor jest spelniony dla n,
[af, a"] = —na™ 1, (6.9)
natomiast dla n 4 1 stawiamy teze, ze
[af, "t = —(n+1)a™ (6.10)

Wychodzac od lewej strony tej rownosci, dostajemy

[af, a"t'] = [af, a"a] = a" [af, a] + [af, a"]a = —a" —na"'a = —(n+1)a", (6.11)



co konczy dowdd indukeyjny.
3.
[ata, ("] = a'fa, (@")™] + [a', (@")™]a = a'm(a’)" ! = m(a")™, (6.12)

gdzie skorzystalismy ze wzoru (6.6).
4. Aby dowiesé rownosé exp(za)al exp(—xa) = a' +x rozwinmy eksponensy po lewej stronie rownania
w szereg Taylora. Dostajemy woéwczas,

(&) (2)

za  x2a?  xiad o xa  x2a? el
=|1+—+ + +..)a (1——+ - + ..

1 2 6 (6.13)

=al +x(aa’ —a'a) + 5:&(&*5& —2aata + a*a’) + ..

1 1
at +xfa,a’] + 5acQ[a, [a,a]] + 6:c?’[a, [a,a,a]]] + ... = a' +

gdzie skorzystaliémy z faktu, ze [a,a] = 1. Tym samym udowodnili$my réwnosé.
Podobnie w celu udowodnienia ze exp(xd*)&exp(fxéf) = a — r , rozwinmy eksponensy w szeregi i
pogrupujmy wyrazy

0
zat  2%2(ah)?  23(ah)? zat  2%(ah)?  23(ah)?
=14+ = a1 - 2= _
<+1+2+6+>< 1+2 6+> (6.14)
1
=a+x(ata—aal) + §x2(a(cﬁ)2 —2ataal + (ah)%a) +
1
=a+zfal,a) + 5352[&*, [af,a]] + =23[af, [af, [af,a])] + ... = a — z,
co konczy dowdd.
Zadanie 2
Zdefiniujmy operatory:
i = Leatat v a i = Loata o aqt i = Peatat — aa
Alzz(aTa + aa), AQZZ(CL a—+aa'), Agzz(a a' —aa). (6.15)

(a) Czy sa to operatory samosprzezone?

(b) Dla kazdej pary operatorow, obliczy¢ komutatory: [/Al,,fl]]

(c) Obliczy¢ niezerowe elementy macierzowe operatorow A; pomiedzy stanami wlasnymi oscylatora har-
monicznego: (n|A;|m).

Rozwigzanie: o . A
(a) Nalezy sprawdzi¢, czy A = AT, gdzie AT jest operatorem sprzezonym hermitowsko do A. Po kolei,

A (1 1 1 A

Al = Z(aw +aa)| = Z[(a*eﬂ)* + (aa)t] = Jlaa + afal] = Ay, (6.16)
it = [Leata ooty ] — Liatart o aafyi — Liaat + atal — 4

Al = Z(a a+aa") :Z[(a a)' + (aa") ]zz[aa +a'a) = A, (6.17)
it 2 8 atat oo || datatyt _(daove A g E g

Al = z(a a' —aa)| = (za an’t — (Zaa) = —zaa—l— Jd'a' = 1(—aa—|—a a') = As. (6.18)
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Stad wniosek, ze wszystkie operatory sg samosprzezone.
(b) Dla przyktadu obliczymy jeden z komutatorow,

PN 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
[A1, Ag) = Z(aTaT + aa), 1(@*& +aah)| = [Zaw, Zeﬁa] + [Zeﬁa*, ZUmT] +[5ad, Z&T&] +[5aa, Zacﬂ],
I I 11 v
(6.19)
gdzie
Lootat ata stiatat g tat afa atiatat L oan2iat s trat alal
I—E[aa ,a'al = —a'la'a',a)+ —[a'a',a'la = —a'la'a a]:1—6(a) [a" a) + —a'la', ala
0
1 A.'. 2
= —g(a, ) 5 (6.20)
1 1
IT = —[atat, aa’) = —[aTal,a’a + 1) = —[a'al, ata) +— [afal, 1] = fg(zﬁ)?, (6.21)
Y 0
III = i[aa ata) = —a' [aa,a] +-—laa,a'la = i[aa alla = ia[a alla + i[a alla? = <a%, (6.22)
1677 ; 1 ’ 1677 167 16 ’ ’
0
1 1 1 1 1
IV = E[aa,aa*} = E[aa,a*& +1] = E[dd,eﬁ&] +1 laa. 1] = ga‘é‘ (6.23)
11 0
Podstawiajac otrzymane tu wartosci komutatoréw do réwnania (6.19), dostajemy
P 1 1 1 1 1 P
[A1, Ag] = —gaw - ga*af + gaa+ gaa = G atal) = ids. (6.24)
Wykonujac podobne rachunki dla pozostatych komutatoréw pokazujemy, ze
[Ai,Aj] = ieijkfik. (625)

(c) Obliczamy elementy macierzowe (n|A;|m) operatoréw A; pomiedzy stanami wlasnymi osculatora
harmoicznego. Po kolei,

(nlsfm) = (a5 + aa)lm) = ((ala'a'lm) + (nlaalm) )

_1 <\/m Fi(mlat|m + 1) + vim(n|ajm — 1>)

4
= i [\/m + 1vVm + 26, my2 + Vmvm — 16n7m_2} , (6.26)
(nkaln) = (nl 3 @+ aa) ) = § ((alatalon) + (ol

= i(mmmwm — 1) +Vm+ I{nlam + 1>)

_ i <m§n7m +(m+ 1)5n,m) — ian,m (2m + 1) , (6.27)

(nlAslm) = (nl (a4 — aa)|m) = i(<n|aTa*|m> - <n|aa|m>)

= (Ve Tt + 1)~ Vialapm 1)

(m\/mén,mu - mm<sn,m2). (6.28)

=
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Zadanie 3

Wykazaé¢, ze $rednia energia kinetyczna w n-tym stanie oscylatora harmonicznego, |n), jest réwna
$redniej energii potencjalnej na tym stanie

Rozwigzanie:
Rozwazmy operatory anihilacji i kreacji:

(6.29)

Odejmujac oraz dodajac stronami rownania (6.29) jesteSmy w stanie wyrazi¢ operatory polozenia i pedu
poprzez operatory kreacji i anihilacji:

e (6.30)

mw?3?. (6.31)

“ n2
(n| Eyin In) = (n| 2% In) = —% (n|(a—a")?n) = —% (n|a® —aat —a'a + (ah)? |n)
= —% [(n]@® |n) = (n|aa' |n) — (n|aaln) + (n| (a")* n)] , (6.32)

6.30). Wyrazy (n|a® |n) oraz (n|(a")?|n) wynosza zero. Stad,

—~

gdzie skorzystaliémy z

. hw hw
(n| Eyin |n) = — [(n]aa’ [n) + (n|a'a|n)] = T [Vn+1(n|an+1)+v/n(nla' |n—1)]
hw hw 1
=T [(n+ 1){n|n) + n(n|n)] = 5 (n + 2) . (6.33)
Teraz obliczmy Srednia energie potencjalna,
. 1 hw hw
(0] Bt ) = {n] g2 ) = " ] @+ a2 pmy = ™ (] a2 + a4t + (at)? |n)
. (6.34)
_ T e ata
1 [(n]aa’ n) + (n|a'a|n)],
gdzie pominelismy wyrazy (n|a? |n) oraz (n| (a')? |n), poniewaz wynosza one zero. Kontynuujac,
. hw i -+
(1] Bpor ) = " [V T T n] 4 1) + V1 ] )]
hw hw 1
=—I[n+1)nn)+nnn)=—I([(n+-|. (6.35)
4 2 2
Poréwnujac obliczone wartosci $rednich (6.33) oraz (6.35), dochodzimy do wniosku, ze
(n] Brin [n) = (n] Epot 1), (6.36)

co byto do wykazania. Ponadto mozemy zauwazy¢, ze suma tych energii wynosi fiw(n+ %), co jest energia
calkowita oscylatora harmonicznego w n-tym stanie wlasnym.
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Zadanie 4

Udowodnié¢ wzér Bakera-Campbella-Hausdorffa:
exp (/1 + B) = exp (/1) exp (B) exp(—[/l, E]/?), (6.37)
ktory zachodzi dla dwoch dowolnych operatoréw A i B takich, ze [A, B] = const.

Rozwiazanie

Niech [A, B] = const = ¢. Rozwazmy funkcje zmiennej ¢ € R t.ze f(t) = exp (tfl) exp (té) exp(—%).

Rozniczkujac te funkcje po parametrze ¢, mamy

2

%f(t) = Aexp (tA) exp (tB) exp (—i) + exp (t/l) Bexp (tB) exp (—Ct;>
— tcexp (tfl) exp (tB) exp (—f) (6.38)
Zgodnie ze wzorem (5.19) mozna napisac,
exp (tA)B exp(—t[l) = B+t (6.39)

skad wynika, ze
exp (tA) B = (B +tc)exp (tfl) . (6.40)

Podstawiajac to wyrazenie do drugiego wyrazu sumy po prawej stronie réwnosci (6.38), dostajemy

2

%f(t) = Aexp (t/l) exp (tB) exp (—i) + (B + te) exp(t/l) exp(tB) exp(—d;)
—tc exp(tfi) exp(tB) exp (—Cég), (6.41)

co upraszcza sie do postaci

d .
I = (A+ B)f(2). (6.42)

Rozwiazaniem tego rownania rézniczkowego jest f(t) = Dexp ((A +B )t), gdzie D jest stale. Z rownosci

dla t = 0, mamy D = 1. Ostatecznie, dostajemy
exp (fl + B) = exp (/1) exp (B) exp(f[fl, B]/Q), (6.43)
co byto do udowodnienia.

Zadanie 5

(a) Wykazaé, ze stan koherentny mozna przedstawi¢ w postaci:
la) = D(a)|0), (6.44)
gdzie |0) jest stanem podstawowym oscylatora harmonicznego, natomiast operator przesunigcia ﬁ(a)
zdefiniowany jest jako D(a) = exp(aal — a*a).
(b) Pokazaé, ze operator przesuniecia jest unitarny oraz ze zachodzi

Di(@)aD(a) =a+a, Di(a)alD(a)=al+a*. (6.45)

Wskazowka: W zadaniu nalezy skorzysta¢ z rownosci Bakera-Campbella-Hausdorffa.
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Rozwigzanie:
W rozwiazaniu bedziemy uzywaé postaci operatoréw kreacji i anihilacji oraz postaci stanu koherentnego
wyrazonego w bazie stanow wlasnych oscylatora harmonicznego |n), czyli

i — @(A+@)
TN o P )

it = %(m—%) (6.46)
a)zexp(_ |2>n¥0\c/y;| )

gdzie a € C.
(a) Korzystajac ze wzoru Bakera-Campbella-Hausdorffa (6.37), przeksztalémy prawa strone dowo-
dzonej rownosci,

R 1
D(a)|0) = exp(oszr —a*a)|0) = exp <2[OLCALT, a*d}) exp(adT) exp(—a*a)|0). (6.47)
Wystepujacy tu komutator wynosi
[eat, —a*a] = —|af*[a’, a] = [af*[a,a] = |of?, (6.48)
gdzie skorzystaliémy z faktu, ze [a,a] = 1. Réwnanie (6.47) przyjmuje wiec postaé

D(a)|0) = exp(_;|> exp(oz&T) exp(—a*a) |0)
—la?\ o= (aah)” <= (—a*d)k
g ) S5 o S

gdzie kazda funkcje eksponent rozwineliémy z osobna w szereg.
Wiadomo, ze operator @ w dziataniu na stan podstawowy oscylatora harmonicznego da 0, tzn. |0) = 0.
Zatem jedynym niezerowym wyrazem w sumie po k bedzie ten dla k = 0. W dalszej kolejnosci nalezy

(6.49)

~t\n
podziala¢ operatorem kreacji n razy na stan podstawowy, tzn. nalezy skorzystaé z faktu, ze |n) = (a\/% |0).
Ostatecznie, dostajemy

~ _a2 e a™ _a2 > a”
D)0y =eso( 50 ) 30 2@ 0y e (5L ) S S =l 050)
’ n=0 n:

n=0

gdzie skorzystaliSmy z reprezentacji stanu koherentnego |«o) w bazie stanow wlasnych oscylatora harmo-
nicznego (6.46). Tym samym udowodnilismy wzor (6.44).
(b) Zauwazmy, ze

Di(a) = exp(a*a —aal) = D(-a), (6.51)

a, co za tym idzie,

D (@)D(a) = D(—a)D(a) = exp(a*a — aa') exp(aa’ — a*a)
= exp(a*a — aal + aal — oa) = 1. (6.52)

W dowodzie tej rownosci skorzystaliémy ze wzoru Bakera-Campbella-Hausdorffa (6.37), gdzie wystepujacy
tam komutator wynosi w naszym przypadku 0. Podobnie dowodzimy, ze f)(a)D‘L (o) = 1. Oznacza to, ze
operator przesuniecia D(a) jest unitarny.

Tozsamosci dowodzimy korzystajac ze wzoru Bakera-Campbella-Hausdorffa (6.37). Rozpisujemy za-
tem

D (a)aD(a) = exp(a*a — adT)dexp(f(a*d - adT)) =a+[a*a—oaal,al+ ... (6.53)
—a—alaf,a)=a+a '
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co konczy dowod. Tutaj skorzystalismy z faktu, ze komutator [af,a] jest stala, a zatem kolejne wyrazy
sumy (oznaczone wielokropkiem) sa rowne 0. Analogicznie dowodzimy druga rownosé. Mianowicie,

Df(a)a'D(a) = exp(a*a — aal)al exp(—(a*a — ad’)) = al + [o*a — aal,al] + ... (6.54)
=a' +a*a,al] =af + o, '

co koriczy dowod.
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7 Seria 7

Zadanie 1
Wiazka atomoéw srebra przechodzi po kolei przez nastepujace filtry Sterna-Gerlacha:
1. SG(€,) bez dolnego wylotu;

2. SG(77) bez dolnego wylotu, przy czym kierunek gradientu pola magnetycznego 71 jest w plaszczyznie
xz pod katem 6 do osi z;

3. SG(€,) bez gornego wylotu.

Jaka jest intensywnosé wigzki atomow srebra po przejsciu przez wszystkie filtry zaktadajac, ze intensyw-
nos¢ wiazki po przejsciu przez pierwszy filtr jest unormowana do jedynki? Jak powinni$my zorientowaé
drugi filtr, aby intensywno$¢ wiazki koncowej byla maksymalna?

Rozwigzanie:

|z,+> n, +
— | s6(e) sG(n) sce) | B
by
A . c |z, ->

Rysunek 3: Uktad opisany w zadaniu 1 z serii 7.

=1

/

X

Rysunek 4: Kierunek gradientu pola magnetycznego 7.
Na rysunku 3 przedstawiono opisany w zadaniu uktad filtrow Sterna-Gerlacha. Widoczne tam wektory
|z,+) oraz |z, —) mozna reprezentowaé w bazie standardowej jako

1 0
|Za +> = ’ |Za_> = . (71)
0 1

Z tresci zadania wynika, iz musimy wyznaczy¢ stan |77, +). Odpowiada on sytuacji, gdy przez urzadzenie
Sterna-Gerlacha o gradiencie pola magnetycznego skierowanym wzdluz osi 7 przepuszczone atomy srebra
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odchyla¢ sie beda do gory. Tzn. ich rzut na o$ 7 wynosil bedzie +ug, gdzie p jest wartoScia momentu
magnetycznego atoméw srebra. Wektor kierunkowy 77 zorientowany jest jak na rysunku 4, tzn. pod katem
0 do osi z w plaszczyznie xz. Innymi stowy,

7i = (sin 6,0, cos ). (7.2)
Zatem operator sktadowej momentu magnetycznego wzdtuz osi 7 wynosi
sin 0
. S A A A _ . 01 10 _ cosf sinf
fori = p00 + T = fig [, Gy, 5] CO(;Q = po <sm9 L O} + cos @ [0 _ 1]) = 1o Lin& - COSQ:| , (7.3)

gdzie 6, 6y, 0, sg macierzami Pauliego. Mozliwymi wynikami pomiaru wartoéci momentu magnetycznego
wzdluz osi 7 sg wartosci wlasne operatora fiz. Poszukajmy zatem wartosci wlasnych macierzy (7.3).
Musimy rozwigzaé¢ réwnanie na A, det ([Lﬁ — /\1) = 0. Zapisane w postaci jawnej ma ono postac,

o cosf — A Lo sin 6 _
det [ Lo Sin 6 — o cos 0 — )J =0 (7.4)

Obliczajac wyznacznik tej macierzy, dostajemy
—(pocos @ — N)(po cos @ + \) — p2sin? @ = A2 — p2(sin? 6 + cos? §) = \? — p2 = 0, (7.5)

skad wynika, ze
N =2 = X = +p. (7.6)

Interesuje nas tylko przypadek A = +po. Szukamy wektora wlasnego nalezacego do tej wartosci wlasnej,
. a
|7, 4+) = [b:| ) (7.7)

gdzie zadamy, aby wektor stanu |7, +) byl unormowany, tzn. |a|? + |b|?> = 1. Wychodzac od réwnania,

cosf —1 sin 6 a
Ho sin 6 —cosf — 1} {b} =0, (7.8)
dostajemy, ze
1+ cosf 0
=b———— =bctg—. .
@ sin 6 ¢ g2 (7.9)

To z kolei razem z warunkiem normalizacyjnym prowadzi nas do wniosku, ze b = sin g, a co za tym idzie

a = cos g. Ostatecznie, interesujacy nas wektor stanu wynosi
cos g
7T, +) = . (7.10)
sin %
Po przejsciu przez pierwszy filtr wszystkie atomy sa w stanie |z, +). Prawdopodobieristwo przejscia
atomow w stanie |z, +) przez drugi filtr wynosi,

o o |
Py = |(it, +|2, +)|* = |[cos =, sin =] = cos” —. (7.11)
2 2 0

Z kolei atomy po przejsciu przez drugi filtr sa w stanie |77, +). W zwiazku z tym prawdopodobienstwo ich
przejscia przez trzeci filtr wynosi

COS% 2 0
PQ:‘<27_|ﬁa+>|2: [Oa 1] :Sil’l2§
Sing

(7.12)
Poniewaz intensywnosci atoméw srebra po przejsciu przez pierwszy filtr jest unormowana do jedynki,
intensywnos¢ wiazki po przejsciu przez caly uktad bedzie rowna
0 0 1
I =P Py =cos? 3 sin? 371 sin? 6. (7.13)
Jest ona najwicksza dla 6 = 90° i wynosi 25%.
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Zadanie 2

Atomy srebra zostaly przygotowane w stanie |y, —). Z jakim prawdopodobieristwem atomy zostang
odchylone (a) do gory, (b) do dotu przez aparat Sterna-Gerlacha SG(77), gdzie

7i = (sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos ) ? (7.14)

Katy 6 i ¢ parametryzuja dowolny wektor jednostkowy w przestrzeni, przy czym 0 < 6 < w oraz
0< o< 2T

Rozwigzanie:
Operator momentu magnetycznego atomu srebra wzdluz osi wyznaczonej przez wektor jednostkowy 7
wynosi .
fig = j100 - 71, (7.15)

gdzie g jest wartoscig momentu magnetycznego. Z kolei & ma trzy sktadowe, &= (64,0y,0,), z ktorych
kazda jest jedna z macierzy Pauliego,

az<(1) é) ay<? _0’> a<é _01) (7.16)

Podstawiajac rownania (7.14) oraz (7.16) do definicji (7.15), dostajemy

o cosf  sinfe
Hii = Ho ( sinfe’®  —cosf ) ’ (7.17)

gdzie skorzystalismy ze wzoru Eulera, exp(ip) = cos ¢ + isiny. Wyznaczajac wartosci wlasne macie-
rzy (7.17), dostajemy —po i +po. Zgodnie z postulatami mechaniki kwantowej, w wyniku pomiaru mo-
mentu magnetycznego jedynymi mozliwymi wynikami pomiaru sa wartosci wlasne operatora momentu
magnetycznego, a zatem w naszym przypadku wartosci +pg. Z kolei stan uktadu zaraz po pomiarze danej
wartosci wlasnej jest opisany przez odpowiadajacy jej wektor wtasny. Musimy wiec obliczyé stany wlasne
operatora (7.17).

Wektor wtasny nalezacy do wartosci wlasnej A = 4o znajdujemy rozwiazujac uktad réwnan,

cosf —1 sinfe a_(0Y_ a(cos — 1) + bsinfe=% =0, (7.18)
HOL singeiv  —cosf—1 b )\ 0 asin 0e’? — b(cosf + 1) = 0. ’

cos 6+1

sin 0

Z drugiego rownania wyznaczamy a = b e~ . W celu uporzadkowania tego wyrazenia korzystamy

ze wzordéw trygonometrycznych,

0 0 0
sinf = 2sin ~ cos =, cosf =2cos® = — 1, (7.19)
2 2 2
skad dostajemy
cosf+1 _,;, —ip 0 io, 0
— — g — = Y —. 2
a=1b g © be cth:b ae tg2 (7.20)

Wektor wtasny przybiera postac,

|7, +) = ( Z ) =a< ewltgg ) (7.21)

gdzie stala a wyznaczamy z warunku normalizacyjnego,

; 1 6 2
1=la*( 1, e *tgl) ( ) = |af? (1 + tg? 2) = o (7.22)

e ,
e tg 5 cos? g

Poniewaz 6 € [0, 7], to z powyzszego wynika, ze |a| = cos g. Zatem, z dokladnoscia do czynnika fazowego,
wektor |77, +) przybiera postaé

. cos g

|7, +) = . o |- (7.23)

P sin 5
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Analogicznie, mozna wyznaczy¢ stan wlasny |77, —) nalezacy do wartosci wlasnej —po. Mianowicie,

el gin @
A= Tt ). (7.24)

Cos 5

Latwo sprawdzié, ze zachodzi rowniez (7, +|ii, —) = (@i, —|7i, +) = 0, a zatem wyznaczone wektory wlasne
sa wzgledem siebie ortogonalne.
Stan poczatkowy atomu srebra zadany jest wektorem |y, —), ktory mozna przedstawié¢ jako

=5 ( L) (729

Prawdopodobienistwo pomiaru odchylenia do gory atomoéw znajdujacych sie w stanie poczatkowym |y, —)
zadane jest wzorem

Py = | (@, +y,—)|*. (7.26)

Najpierw obliczymy wyrazenie wewnatrz modulu,

1 . 1 0 ) 0
(M, +y,—) = 7 [ cosl, e sing | [ _11 ] = 7 ((3052 —de” "¥sin 2) . (7.27)
Stad, prawdopodobienstwo (7.26) wynosi
1 . .
P, = 5(1 — sinfsin ). (7.28)
Prawdopodobieristwo odchylenia atoméw do dotu P— mozna obliczy¢ na dwa sposoby. Po pierwsze, mozna
jawnie obliczy¢ P_ = | (1, —|y, —>|2, korzystajac w postaci odpowiednich wektoréw. Po drugie, mozna
zauwazy¢, ze Py + P_ = 1. Zatem prawdopodobienistwo odchylenia wiazki do dotu wynosi
1
P :1—’<ﬁ,+|y,—>‘2:5(1+sinﬁsin<p). (7.29)
Zadanie 3

Wiazka atoméw srebra przechodzi przez filtr Sterna-Gerlacha bez dolnego wylotu, gdzie kierunek

1
gradientu pola magnetycznego w filtrze wynosi 7 = —(1,2,2). Nastepnie, atomy przechodza przez taki

sam filtr, przy czym pomiedzy filtrami dziala stale i jednorodne pole magnetyczne o wektorze indukcji

magnetycznej B= (0,0, 5), gdzie B > 0. Zakladajac, ze odleglosé pomiedzy filtrami i predkosé atomow

h
sa tak dobrane, ze atomy przechodza przez drugi filtr w chwili 7 = LB’ gdzie po jest wartoscig ich
Ho
momentu magnetycznego, oblicz prawdopodobienistwo przejscia atoméw przez drugi filtr.

Wiskazowka: Hamiltonian oddzialywania momentu magnetycznego ji z polem magnetycznym o indukcji
B wynosi H = —ji - B.

Rozwigzanie:
Operator momentu magnetycznego wyznaczamy ze wzoru (7.15), czyli

w01 0 —i 1o\ mf 2 1-2
Mﬁ_g{(l O>+2(i 0)*2(0 —1>]_3<1+2i =) ) (7.30)

Po przejsciu przez filtr Sterna Gerlacha atomy srebra znajduja sie w stanie wlasnym wyzej obliczonego
operatora nalezacym do dodatniej wartosci wtasnej 4. Stan ten spelnia rownanie,

?<1+22i 1_22")(2)%(5) (7.31)

Powyzsze rownanie wlasne daje warunek na a,

a=b(1—2i), (7.32)
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skad wynika, ze wektor wlasny przybiera postaé

(Z):b(l_lzi>. (7.33)

Stala b wyznaczamy z warunku normalizacji,
1

7

. o Ce .S 1-2
Ostatecznie, atomy srebra po przejsciu przez zadany filtr znajduja sie w stanie |77, +) = % 1 ! )

1= [p)%(J1 = 2i> + 1) = 6[p]* = |b| = (7.34)

Po opuszczeniu filtru atomy poruszaja si¢ w jednorodnym, stalym polu magnetycznym. Hamilto-
nian oddzialywania ich momentéw magnetycznych z polem magnetycznym wynosi H = —podB =
f%uoB&z, a ewolucja czasowa momentéw magnetycznych zadana jest operatorem ewolucji czasowej

R on 02

001 +) = exw (15570 ) (177 (7.35)

Przedstawiajac stan |77, +) jako kombinacje liniowa wektorow wlasnych operatora &, dostajemy

Ut) |7, +) = %exp (z“%fj%) [(1 — 2i) ( (1) > - ( (1) )]
= \}6 [(1—2Z)exp< M;§t> ( 0 ) —l—exp( M;§t> ( ? )]

W chwili przejscia przez drugi filtr, czyli dla 7 = J:)—EB, stan uktadu wynosi

U(T)|ﬁ,+>\}6{(12i)i<é>i<$>:|\}6<2j_/>. (7.37)

Stad, prawdopodobienstwo przejscia atomow srebra przez drugi filtr wynosi

%(1+2i,1)% < 2_7' )

U(t) = exp (—@> = exp ( poBt 5 ) Stan |77, 4) po czasie t przeewoluuje zatem zgodnie z

(7.36)

2

P =i, + Ui, +) |* =

; (7.38)

:‘é((1+2i)(2+i)—i)

Zadanie 4

Udowodni¢ nastepujace zwiazki:
2

(a) (@) = @,
(b) {@-5.b-5} =2a-F, }
() (@-8)(5-&) = -b+if-(@xD),

-

gdzie & sktada sie z macierzy Pauliego, G = (64,0y,0,), natomiast @ = (ag, ay,a;) 1 b = (by, by, b,) sa
dowolnymi tréjwymiarowymi wektorami.

Rozwigzanie:
(a) Dowodzimy korzystajac z faktu, ze {6;,6;} = 205,

= 22 - . SN2 242 | 222 | 222
(@-5)° = (ax0s + ay0y + a.6,)" = a;6, + a,6, + a;6;

+a$ay(&x€fy + Gy0x) + 420 (6,6, + 6.6,) + aya.(6,6. + 6.6) (7.39)
= a + a + a + az0y{04,6y} + aga{6,,6.} + aya.{6,,6.} = a.
(b) Korzystajac z tej samej wlasnosci macierzy Pauliego, co powyzej mamy,
{@-3,b- G} = (0004 + ay6y + a.6.) (b0 + by6,, + b.62)
+ (0364 + by6y + b,6.)(a364 + ayby + a;0;) = [azby + azby{6,,6,} (7.40)

+a30,{65,6.} + ayby + ayb.{6y,0.} + a.b.] + [byay + bray{64,6,}
by {62, 6.} + byay + bya.{6,,6.} + b.a.] = 2@ - b.
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(c) Korzystamy dla wygody z konwencji sumacyjnej Einsteina oraz z wtasnosci 6,6; = (5”-1 + 1€k 0k,

)(5 Oi") = aibj&i&j = aibj(éij +i6ijk6—k)

Qp

a- :azbz—l—zazbez&
( 7RIk (7.41)
+

id - (@ X b).
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Rysunek 5: Studnia nieskoriczona ze Scietym dnem.

8 Seria 8

Zadanie 1

W pierwszym rzedzie rachunku zaburzen obliczy¢é poprawke do energii standéw wilasnych czastki o
masie m w nieskonczonej jednowymiarowej studni kwantowej o szerokosci a, ktorej czes¢ AB zostala
ucieta, jak pokazuje rysunek 5. Modyfikacje Hamiltonianu:

Vi
H’:;Ox dla 0<z<a (8.1)

potraktowaé jako zaburzenie.

Rozwigzanie:
Dla potencjatu niezaburzonego (czyli dla nieskoniczonej studni) funkcje wlasne i wartosci wlasne sa dane
wzorem (4.39). Poprawke do energii w pierwszym rzedzie rachunku zaburzan obliczamy za pomoca wzoru

B =l B o) = [ 3@ b (), :2)
gdzie zaburzenie Hamiltonianu dane jest wzorem (8.1). Stad,
2 a
EW = %/ o sin? (@) da. (8.3)
a 0 a

Z analogiczna caltka mieliSmy do czynienia w zadaniu 1 z serii 3. Wykonujac podobne rachunki, dostajemy,
ze pierwsza poprawka do energii n-tego stanu czastki wynosi w naszym przypadku,
Vo

ED —
" 2

(8.4)

Zadanie 2

Czastka o masie m porusza sie w nieskonczonej dwuwymiarowej studni kwantowej, ktérej potencjat

Wwynosi
[0 da0<zy<a
V@) = { oo dla pozostatych z, y. (8.5)

(a) Wyznaczy¢ Sciste rozwiazania stacjonarnego problemu niezaburzonego.
(b) Znalezé w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen poprawki do energii stanu podstawowego i pierwszego
stanu wzbudzonego spowodowane zaburzeniem postaci

, [ W sin(%x) sin(%) dlad<z,y<a
H'(z,y) = { 0 dla pozostalych z, y. (8.6)
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Rozwigzanie:
(a) Stacjonarne rownanie Schrodingera dla czastki znajdujacej sie w obszarze 0 < x,y < a ma postac

h? 02 2 92
(“5m 50 ~ 3z ) V(o) = EvGoay) (37)

Rownanie to mozna rozseparowaé przyjmujac, ze funkcja wlasna jest iloczynem funkcji zaleznych tylko
od z i tylko od y: ¥(z,y) = f(x)g(y). Dzielac rownanie (8.7) przez funkcje ¥ (z,y), dostajemy

L @) WP isey)
E= 5@ 2mgly) (88)

Ey Es

Aby zapewnié, ze wyrazenie po prawej stronie jest stale, musimy przyjaé, ze kazdy czton (zalezny od innej
zmiennej) jest stala, przy czym E = F; + Es. Ostatecznie, rozwiazanie naszego problemu sprowadza sie
do rozwiazania uktadu dwoch niezaleznych réwnan rézniczkowych,

52 d2

—5- s f@) = Eif(r) dla0<z<a, (8.9)
2 d?

_%Tng(y) = Eag(y) dla0<y<a, (8.10)

przy czym poza wskazanymi obszarami funkcje f i g wynosza zero. Zatem problem sprowadzit sie do
rozwiazania jednowymiarowych nieskonczonych studni od 0 do a, co zostalo zrobione w zadaniu 2 z serii
4. Mozemy zatem wypisaé, ze

2 : ™ 2.2
fulz) = \/;sln( o a:) dla0 < z < a, By = h*m n2, (8.11)
0 dla innych z, 2ma
oraz
2 o wk 2.2
gi(z) = \/;sm (ZEy) dla0 <y < a, Eay = h*m k2, (8.12)
0 dla innych y, 2ma

gdzie n i k numerujace nasze rozwiazania sa liczbami naturalnymi. Ostatecznie dostajemy, ze stany wtasne
i energie wlasne czastki w nieskoriczonej studni dwuwymiarowej wynosza,

2 §in (Mx) sin (”—ky) dla0 < z,y < a,
Yn k(2. y) = { 0 dla innych z,y, (8.13)
oraz 22
T
Enp= Ly 14
k 2ma (n + )a (8 )

przy czym sa numerowane dwiema liczbami kwantowymi n,k =1,2,3,....
(b) Stan podstawowy odpowiada liczbom kwantowym n = k = 1. Stad, poprawka do energii stanu
podstawowego w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen wynosi

a a 4V a a
EY =/ dx/ dy i 1 (x, y) H' (2, y)¢11 (2, y) = 0/ sin® (E) dx/ sin® (@) dy,  (8.15)
’ 0 0 ’ ’ 0 0 a

a? a

gdzie podstawilismy (8.6) oraz (8.13). Aby obliczé te calki korzystamy ze wzoru (4.3),
W Vo [ agn (T2 _ g (57 (35t (™) sin (37
E1’1_4a2/0 (SSm(a) sm( . >)dx/0 (3sm(a) sm(Sa))dy
= Yo —3 cos (E) + 1cos sma —3cos (Ly) + 1cos 3Ty
472 a 3 a 0 a 3 a

Poniewaz stan podstawowy nie jest zdegerowany uzyliSmy tutaj rachunku zaburzen bez degeneracji.

“ 64V
0 9m?’

(8.16)
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Pierwszy stan wzbudzony jest dwukrotnie zdegenerowany, albowiem stany 1)1 2 oraz 1 maja te
samg energie. W tym przypadku musimy uzy¢ rachunku zaburzen z degeneracja. Tzn. musimy najpierw
wyznaczy¢ macierz zaburzenia w bazie stanow 1 2 oraz s 1,

g (L2AHL2) (L2 H)2,1) (8.17)
S\ (2,1 A 1,2) (2,1 H2,1) ) '

Obliczamy po kolei wszystkie elementy macierzowe. Bez wdawania sie w szczegoly obliczen, dostajemy
(22 = [ s / dy ¥} ol ) H' (2, 5)r 2w, y)
4V e 2 256V,
/ dm/ sin (@) sin? Y dy = 70,
0 a a 4572
(2,11 H'[1,2) = / dw/ dy P31 (v, y)H' (2, y)ih1 2(x,y)
0 0
4 @ 2 2
= —ZO sin (L> sin ( 7m) da:/ sin? (Wy) sin (7ry> dy =0,
a 0 a 0 a a
(1,2] H'[2,1) = (2,1| H']1,2)* =0,
QA1) = [ dn [y s ) B ,0)
0 0
4 @ 2 e 2
= g/ sin (E) sin? (m) dx/ sin® (H) dy = 56‘;0. (8.18)
a® Jo a a 0 a 457

Ostatecznie, macierz zaburzenia przybiera postac

Q

. 256V 0
H =5 ( 4567 256V0 > . (8.19)
4572

Powyzsza macierz posiada podwéjna warto$é wlasna rowna 245567:@ , stanowiaca poprawke do energii pierw-

szego stanu wzbudzonego. W pierwszym rzedzie rachunku zaburzeri zaburzenie z zadania nie znosi dege-
neracji.

Zadanie 3

Jednowymiarowy oscylator harmoniczny o masie m i czestosci w zostal zaburzony Hamiltonianem

2
i — mw mw A3 5
£ e s (8.20)

gdzie € jest bezwymiarowym malym parametrem. Mozna pokazaé, ze energia stanu podstawowego takiego
oscylatora zachowuje sie jak

hw 11, 465 4 39709

_ fw 8
Ey = 2(1 65 " 36 4096€)+O(€). (8.21)

Uzywajac rachunku zaburzen wykazaé¢ stusznoéé tego wzoru do wyrazu kwadratowego w ¢ wlacznie.

Rozwigzanie:
W rozwiazaniu skorzystamy z operatoréw kreacji i anihilacji:

Q>

mzza

Q>

i)
(8.22)
_ ) 7

skad wyznaczamy, ze

(8.23)



Podnosimy otrzymane wyrazenie na & do szescianu i podstawiamy do (8.20), co daje

n hw
H =2
64\/5(

i+ ah)® = hw oo L aaat wanta 1 aatal +ataa+ataal +atata+atatat
a+a) 64\5 aaa +aaa' +aa'a+aa'a’ +a'aa+a'aa’ +a'a'a+a'atal | . (8.24)
1) (2) (3) (4) (5) (6) (M (®)

W pierwszym rzedzie rachunku zaburzen, poprawka do energii stanu podstawowego wyraza sie wzorem
ESY = (0] & |0) =0, (8.25)

gdzie |0) to stan podstawowy niezaburzonego oscylatora harmonicznego. Ze wzgledu na postaé zaburzenia,
poprawka ta wynosi zero.
Poprawka do energii stanu podstawowego w drugim rzedzie rachunku zaburzen wynosi

[ (m| H'|0)|*
g® _ 3 Ll . (8.26)
= e

Poniewaz @ |0) = 0, to wyrazy oznaczone jako (1), (3), (5), (7) w (8.24) nie daja wktadu do (m|H’ |0).
Wkladu nie daje rowniez wyraz (2). Jedynie wyrazy (4) oraz (6) dla m = 1 oraz wyraz (8) dla m = 3 nie
wyzeruja wyrazenia. Stad,

3 [ (m[H |0)[* _ [(1]H|0)[* n | (3] 0) |
0 0 0 0 0 0
o B -BR  BP-BY B - B
| (1 64% (aata’ +afaal) |0) [ | (3] 64% (afatal) |0y |2

E® =

— + (8.27)
Eéo) . E{O) E(()O) . E:go)
_ 2 R2w? (| (1]aata’ |0) + (1] afaat|0) |2 N | (3|atataf |0) |2 .
32 ESO) _ E%O) Eéo) _ Eéo)

Wystepujace tu energie niezaburzonego oscylatora wynosza E((JO) = %", Eio) = 3'%“’, E?EO) = 77%“ Zatem
ESO) - E%O) = —hw oraz E(()O) - Eéo) = —3hw. Z kolei elementy macierzowe to (1|aafal [0) = (1] aa’ 1) =
VZ(1]al2) = 2(11) = 2, (afaal o) = (1]atal1) = (1]at o) = (1]1) = 1, (3|atalal |0) = (3|atal [1) —
V2 (3|at |2) = V6 (3]3) = V6. Podstawiajac te wielkosci do réwnania (8.27), dostajemy

@2 _ 1. 5
By = — g5 hwe®. (8.28)

Ostatecznie, energia stanu podstawowego zaburzonego oscylatora harmonicznego wynosi

hw 11
Eo=EY+EV+E® + .. = 5 (1—16 >+0( ), (8.29)

w zgodzie z rownaniem (8.21).

Zadanie 4

Czastka o masie m znajduje si¢ w tréjwymiarowym izotropowym potencjale harmonicznym o czestosci
w. Do potencjatu dodano mate zaburzenie postaci

H = cigs2. (8.30)
Wyznaczyé w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen poprawki do energii pierwszego stanu wzbudzonego

spowodowane tym zaburzeniem.

Rozwigzanie:
Energia czastki znajdujacej sie z izotropowym tréjwymiarowym potencjale harmonicznym o czestosci w
wyraza sie wzorem

n,k,m

g hw(n+k+m+g), (8.31)

93



gdzie n,k,m = 0,1,2,.... Pierwszy poziom wzbudzony jest trzykrotnie zdegenerowany, albowiem trzy
stany wlasne |1, 0,0), |0,1,0) oraz |1, 0, 0) posiadaja te sama energie réowna Eg%,o = Eé%o = E(()?&l = 52"’.
Musimy zatem zastosowaé rachunek zaburzen z degeneracja, przy czym najwygodniej jest przeprowadzié
rachunki postugujac sie operatorami kreacji i anihilacji.

Podobnie jak w poprzednim zadaniu, wprowadzamy operatory kreacji i anihilacji,

&= Ala, +al), (8.32)
g =Alay +al), (8.33)
2= Ala, +al), (8.34)

gdzie stata A = \/%. Wynika stad, ze Hamiltonian zaburzenia (8.30) wyniesie

H' =eA*(a, +al)(ay +al)(a. +al)(a. +al) (5.35)
= eAa, + al)(a, +ab)((al)? + a2 + a.al +ala.). '
Jego macierz w bazie stanow |1,0,0), |0,1,0) oraz |1,0,0) to

(1,0,0| A’ |1,0,0) (1,0,0| H’[0,1,0) (1,0,0|H’[0,0,1)
H = | (0,1,0| H"]1,0,0) (0,1,0/H'|0,1,0) (0,0,1| H’[0,0,1) |. (8.36)
(0,0,1| H"[1,0,0) (0,0,1[H"[0,1,0) (0,0,1|H"[0,0,1)

Wyznaczamy H' [1,0,0), H'[0,1,0) oraz H'|0,0,1):
' 1,0,0) = eA4% (@, + af)(ay +af) (V211,0,2) +11,0,0)) = e (a, +a}) (V2]1,1,2) +1,1,0))
— A (\/§|0, 1,2) +2(2,1,2) +10,1,0) + V22, 170>) : (8.37)
H'[0,1,0) = eA4%(@, +a}) (@ +a}) (V210,1,2) +10,1,0))

= cA%(a, +al) (\/i 10,0,2) +20,2,2) +[0,0,0) + V2|0, 2,0>)

= Al (\/§|1,0, 2) +211,2,2) +[1,0,0) + V21, 270>) : (8.38)
H'10,0,1) = eA*(a, + al)(a, + ) (\/6 10,0,3) + 30,0, 1>)
= cAa, +al) (\/6 10,1,3) + 30, 1, 1>) = cA (\/6|1, 1,3) + 31,1, 1>) . (8.39)
W tej sytuacji macierz (8.36) przyjmuje postac
) 0 eA* 0
H=|eA* 0 o0]. (8.40)
0 0 0
Jej wartosci wlasne wyznaczamy z warunku, ze
-\ eA* 0
det | eA* —Xx 0 | =0, (8.41)
0 0 —=A
co daje
AN FAZAB =02 AN —2A8) = 0= (A=0VA=cAt V= —cAt). (8.42)

Oznacza to, ze pierwszy wzbudzony poziom energetyczny pod wplywem zadanego zaburzenia rozszczepia
sie na trzy podpoziomy o energiach,

5 K2

By = ghw =g
)

Ez) = 5hw, (8.43)
5 h?

Eg) = §m + “Imzoz’

a zatem zaburzenie to znosi catkowicie degeneracje poziomu.
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Zadanie 5

W Klasie funkcji probnych (a) () = e~ (b) Ya(z) = ze P (c) Py(x) = ﬁ oszacowac

energie stanu podstawowego jednowymiarowego oscylatora harmonicznego o masie m i czestosci w.

Rozwigzanie:
(a) Dla zadanej klasy funkeji probnych, obliczamy (th|¢q):

Waltah = [~ wiapatorto = [~ ean = [ (8.44)

o 2
Nastepnie, obliczamy wartosé oczekiwanag,

2 d? mw?

A o o % _nma 2
Walttlin) = [~ avvi(o) (~5 s + ") vl
> —ax? 52 d2 mo‘)Q 2 —ax?
—/_wd“ <_2mda:2+ 2 ””)
o Coag? | Oh? mw?  2a2h%\ \/7 o mw?
— — —_ = _— —_— . .4
/_Ood:ve [m +< 2 m * 2a | 2m + Sa (8.45)

Stad wynika, ze w klasie zadanych funkcji prébnych oszacowanie na energie stanu podstawowego dosta-
niemy minimalizujac wielkosé,

(alHa) _ Mo me?

Ela)=—"—"F"—"=—+ . 8.46
@) (Yaltha) — 2m  8a (8.46)
Obliczajac pochodna
dE(a)  h?  mw?
- _ = 8.47
da 2m  8a?’ (847)
i przyrownujac ja do zera, dostajemy wartosci a, w ktorych funkcja (8.46) ma ekstrema. Sa to
mw
=+—. A4
ot o7 (8.48)

Poniewaz druga pochodna funkcji F(«) dla ay jest dodatnia, natomiast dla ar_ jest ujemna, to stwier-
dzamy, ze E(«a) osiaga minimum dla a. Ostatecznie, oszacowaniem energii stanu podstawowego jest

Elay) = % (8.49)
Jak wida¢, w klasie zadanych funkcji prébnych dostaliSmy oszacowanie energii stanu podstawowego rowne
doktadnie tejze energii. Wynika to stad, ze jako klase funkcji probnych wybralismy funkcje Gaussowskie,
a to funkcja Gaussowska opisuje stan podstawowy oscylatora. Im lepiej dobierzemy funkcje prébne, tym
oszacowanie energii blizsze bedzie rzeczywistej energii stanu podstawowego.
(b) Postepujac w analogiczny sposob jak w punkcie (a) dochodzimy do wniosku, ze w zadanej klasie
funkeji probnych nie daje si¢ znalezé oszacowania energii stanu podstawowego. Wynika to z faktu, ze
funkcje te sg ortogonalne do funkcji stanu podstawowego oscylatora.
(c) Metoda postepowania jak w punkcie (a).

Zadanie 6

Rozwazy¢ jednowymiarowy potencjal V(z), ktory jest funkcja ciagta t.ze V(x) < 0 dla kazdego x oraz
V(z) — 0 dla z — +oo. Postugujac sie metoda wariacyjna pokazac, ze w potencjale o tych wlasnosciach
zawsze istnieje stan zwigzany (o energii mniejszej niz 0). W tym celu postuzy¢ sie Gaussowskimi funk-
cjami probnymi 1, (z) = e—az”,
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Rozwigzanie:
Dla zadanych funkcji, obowiazuje rownanie (8.44). Ponadto,

(ValHpa) = /Oo e ( ” o +V(x )) e dy = /Oo 20" (h%‘u —2a2?) + V(z )) dx

— 00

2 S 2 &
= % (1 - 2ax?)e 2" da:—l—/ e 20w V(z)dx = \/H / em20e" V(z)dz. (8.50)

Stad, oszacowanie energii stanu podstawowego zadane jest przez minimum funkcji,

<wa|HW}a - 200 72011
Bl = e \ﬁ/ Viz)ds. (8:51)

Z warunku na zerowanie si¢ pochodnej funkcji E(a),

2
dE(e) _ _ h / )(1 — dag?)e2" 4y, (8.52)
da \/%

dostajemy
h2
2m V2ra

Wstawiajac to wyrazenie do (8.51), otrzymujemy

= \/g/_(: V(z)(4ax? + l)e_Qazzdx. (8.54)

Wyrazenie podcatkowe jest zawsze ujemne z uwagi na warunek V' (z) < 0. Oznacza to, ze w klasie naszych
funkeji probnych E(«) jest zawsze ujemne. Jako ze E(a) stanowi oszacowanie energii stanu podstawowego
z gory, dowiedliSmy tym samym, ze musi istnie¢ stan o E < 0, czyli stan zwiazany.

/OO V(x)(4aa® — 1)6_20@2(&& (8.53)
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9 Seria 9

Zadanie 1

Crastka znajduje sie w stanie kwantowym |¢m). Na ukladzie dokonano pomiaru rzutu, Aﬁzf, wektora
orbitalnego momentu pedu na o$ 2’ tworzaca z osia z kat «. Obliczy¢ warto$¢ oczekiwana (L,/).

Rozwigzanie: A
Aby obliczy¢ szukana warto$¢ oczekiwang musimy przedstawié¢ operator L, za pomoca wspolrzednych

operatora L w ukladzie nieprimowanym. Operator L transformuje si¢ pod wplywem obrotéow jak wektor,
a macierz transformacji sktada sie z kosinuséw kierunkowych. Tzn.,

Ly cosz'z cosz'y cosx'z L,

Ly | =| cosy'z cosy'y cosy'z L, |, (9.1)
T / / / )

L. cosz'x cosz'y cosz'z L.

gdzie np. cos 2’z oznacza kosinus kata pomiedzy osig z’ ukladu obréconego a osig x. Stad wynika, ze

L. = Lycos2'x+ Lycosz'y + L, cos2'z ©2)
= (L) = (L) cos 2’z + (L) cos 2"y + (L.) cos 'z, .

gdzie wartos¢ oczekiwana liczona jest na stanie [¢m).
Uklad znajduje si¢ w stanie wlasnym operatora L. Oznacza to, ze wartos¢ oczekiwana operatoréw L,
oraz L na tym stanie wynosi 0. Mozna to pokaza¢ korzystajac z faktu, ze [Ly, L 2] = ihL,. Mianowicie,

lh<iz> = <i/yj;z - j’zf’y> = <I:yi’2> - <i’zf’y> = hm<j’y> - hm<Ly> =0, (93)
gdzie wykorzystalismy L. [¢m) = him |¢m). Podobnie przebiega dowod dla (L,) = 0. Podstawiajac wyli-
czone tak $rednie do rownania (9.2), dostajemy

(L)) = (L.) cos 2’z = hmcos a, (9.4)

gdzie w naszym przypadku kat pomiedzy osiami z’ oraz z wynosi a.

Zadanie 2

Czastka znajduje sie w stanie, w ktérym pomiar wielkosci sz ilL, daje zawsze w wyniku wartogci 2h2
i h. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze mierzac w tym stanie L, dostaniemy réwniez hA?

Rozwigzanie:

7 tresci zadania wynika, ze czastka znajduje sie w stanie wlasnym operatoréw L2 oraz L, o orbitalnej
liczbie kwantowej £ = 1 oraz o magnetycznej liczbie kwantowej m = 1. Stan ten oznaczamy jako |1, 1).

Wyznaczymy teraz macierz operatora L, w bazie wektoréw wtasnych operatora L. Poniewaz czastka
jest w stanie o £ = 1, interesujace nas tu stany wlasne L. to |1,—1), |1,0) oraz |1,1). W rozwiazaniu
korzystamy z operatoréw drabinkowych,

o 09
Dodajac stronami oba réwnania, dostajemy
Lo=g (Betio). (9.6)
Dzialajac tym operatorem na kazdy z interesujacych nas stanéw wlasnych f/z, mamy
Loll,—1) = % (L +£,> 1, -1) = %L 1, 1) = §h|l,0>, 9.7)
Lx|1,o>:%(i++i_)|1,o>=%i+|1,o> %i I1,0) = gh|l,1>+gh|1,—1>, (9.8)
Lol1,1) = % (L + ﬁ_) 1,1) = %i_ 1,1) = g h|1,0) . (9.9)
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Stad, dostajemy macierz operatora L, w zadanej bazie,

0 2rn 0
Le=| 2r 0 ¥2n|. (9.10)
0 2n 0
W nastepnym kroku, szukamy wektora wlasnego tej macierzy dla wartosci wlasnej h,
~h 2R 0 a 0
po —p 2p bl=1]01. (9.11)
0 “2n -h ¢ 0

7 powyzszego ukladu réwnan otrzymujemy nastepujace zaleznosci,

V2 V2

S = Y2 12
a= b Ac 5 b (9.12)
Wektor wlasny przyjmuje wiec postag,
c gb 1

1 1 1 V2

2 1
2 1 2 2 2

Tutaj, dokonali$émy juz rozkladu wektora |®) na stany wlasne |1,—1),|1,0) i |1, 1). Podsumowujac, wektor

|®) jest stanem wlasnym operatorow L% i L, takim, 7e pomiar na tym stanie L% i L, da odpowiednio
wartosci 22 oraz A.
W konicu, prawdopodobieristwo tego, ze pomiar na stanie |1, 1) operatora L, da w wyniku & wynosi

2
1

=—. 9.15
; (9.15)

P =|(®]1,1)]2 = ’ (; (1, 1] + g 1,01+ 5 <1,1|> 1,1)

Zadanie 3

Czastka znajduje si¢ w stanach kwantowych: (a) 1 (r) = f(r)sinf cos ¢, (b) ¥(r) = g(r) sin®  cos(2¢),
(¢) ¥(r) = h(r)sinfcosfsin ¢, gdzie f(r),g(r) oraz h(r) sa zadanymi funkcjami radialnymi. W kazdym

przypadku wyznaczy¢ rozktad prawdopodobienistwa pomiaru L2iL,.

Rozwigzanie:
W rozwiazaniu bedziemy korzystaé z nastepujacych harmonik sferycznych,

vi!=— 8% sin e’ (9.16)
Y, = S%Sin e~ 7, (9.17)
Y, %= 312% sin? fe 2% (9.18)
Y, ' = gsinﬁcos fe 1%, (9.19)
Y = g sin @ cos e %, (9.20)
Y = % sin? 92, (9.21)



(a) Funkcja ¢(r) = f(r)sin 6 cos ¢ faktoryzuje sie na czes¢ radialng f(r) oraz czes¢ katowa G(0, ¢) =
sin  cos ¢, przy czym funkcje te nie sa unormowane. Aby moéwié o rozkltadzie prawdopodobienistwa zada-
nym w tresci, musimy unormowaé funkcje katowa. W tym celu obliczamy catke,

T 27 T 27
/ sin 0d6 / do|G(6,9)|* = / sin® 0d6 / cos® ¢dp. (9.22)
0 0 0 0

Catke po kacie § wyznaczamy przez wprowadzenie zmiennej cos 8 = u,

-1

™ —1
/ sin® 0do = —/ (1 —u?)du = (1u3 - u) = é (9.23)
0 1 3 1 3
Catke po kacie ¢ obliczamy nastepujaco,
2 1 21 1 1 2m
/ cos? pdp = = / (14 cos(2¢))dop = =(¢ + =sin(29))| =m. (9.24)
0 2 Jo 2 2 o
Ostatecznie,
T 21 4
/ sinfdd | dp|G(0, ) = % (9.25)
0 0

Oznacza to, ze musimy przedefiniowa¢ funkcje katows tak, ze

G(9,¢) = \/gsinecos ¢. (9.26)

Nastepnie, wyrazamy ja jako kombinacje liniowa harmonik sferycznych. W tym celu korzystamy ze wzoru,

e 4 e
2 )

~ [ 3 , /3 . 1 1
G(G, ¢) = ﬂ Sin 96“1) + ﬁ Sin 96_1(15 = _ﬁyll + ﬁYiil? (928)

gdzie skorzystaliSmy ze wzorow (9.16) i (9.17). Moduly wspoétezynnikow stojacych przy harmonikach
sferycznych podniesione do kwadratu dadza prawdopodobienstwo zmierzenia na stanie 1 (r) odpowiednich
wartosci L? oraz L,

cos ¢ = (9.27)

co prowadzi do

P(1,1) = <—1)2 _1 (9.29)

2
1
Pl,-1)=(—| ==. 9.30
t-0=(55) =3 (9.30)
Oznacza to, ze w wyniku pomiaru L2 oraz L. na stanie 9 (r) z prawdopodobienstwem % zmierzone zostana

2
wartosci 2h2 i h, oraz z prawdopodobieristwem % wartosci 2R% i —h.

(b) Dla funkcji falowej ¢(r) = g(r)H (0, ¢), gdzie H (0, ¢) = sin® § cos(2¢) tak, jak poprzednio rozpo-
czynamy od znormalizowania funkcji H (6, ¢),

T 2m ™ 2m
/ sin 06 / do | H(0, 6)| = / sin® 06 / cos(26)do. (9.31)
0 0 0 0
Catke po 0 wykonujemy dzieki podstawieniu cos § = u, co prowadzi do
B = - 2 1 16
/ sin® 0dh = —/ (1 —u?)?du = / (2u? —ut —V)du = Zu® — —u® —u| = —. (9.32)
0 1 1 3 5 1 15
Z kolei catka po ¢, podobnie jak w punkcie (a), wynosi w. Stad wynika, ze
T 2 16
/ sin 06 / do | H(0, ¢) = 257 (9.33)
0 0 15
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a zatem unormowana funkcja katowa wynosi

H(0,¢) =4/ % sin? 0 cos(2¢). (9.34)

Rozpisujac cos(2¢) z pomoca wzoru (9.27), dostajemy

~ /15 ) [ 15 . 1 1
H(@, w) = 64771' sin2 9€2z¢ + 6477'[' Sin2 96_2Z¢ = ﬁ}/; + ﬁifgig, (935)

gdzie skorzystalismy ze wzoréw (9.18) i (9.21). Z powyzszego wynika, ze na skutek pomiaru na stanie 1 (r)
1

5 wartosci 6h2 i 2h a takze z prawdopodobieristwem

wielkosci L2 i L, zmierzymy z prawdopodobienistwem
1 wartosci 62 i —2h.
(c¢) W przypadku funkcji ¥(r) = h(r)K (0, ¢), gdzie K (0, ¢) = sinf cos 8 sin ¢, warunek unormowania

czesci katowej sprowadza sie do obliczenia caltki,

™ 27 ™ 27
/ sin 0d6 do|K(6,)* = / sin® 0 cos? 0d / sin? ¢gde. (9.36)
0 0 0 0
W przypadku caltki po 6, mamy
™ ™ ™ 4 1 4
/ sin® @ cos® Adf = / sin® 0d6 — / sin® 0df = — — 16 —, (9.37)
gdzie skorzystalismy z wynikow (9.23) i (9.32). Z kolei caltka po ¢ wynosi ponownie 7. Ostatecznie,
™ 2m ) A7
/ sin&d@/ do|K(0,9)|]° = —. (9.38)
0 0 15

Unormowana funkcja katowa wynosi zatem

~ 1
K(9,¢) =1/ fsinﬁcosﬁsingb. (9.39)
T
Podstawiajac tu,
el — e~

9.40
= (9.40)

sing =

dostajemy

- 15 . 15 ; 7 7
K = iy/ —— si T ) ——si s0e'? = — Y, =Y 41
(0,0) =1 T6n sin @ cos fe N\ 16x sin 0 cos fe oA + Nk (9.41)

przy czym skorzystalismy z (9.19) i (9.20). Na tej podstawie stwierdzamy, ze na zadanym stanie ¢(r) z

prawdopodobienistwem % zmierzymy wartoéci L? and L, réwne 642 i —A, oraz z takim samym prawdo-

podobieristwem wartosci 6h2 i h.

Zadanie 4

Znalez¢ stany i energie wlasne plaskiego rotatora (tzn. takiego, ktorego ruch ograniczony jest do
plaszczyzny). W sytuacji, gdy rotator opisany jest funkcja falowa,

Y(p) = N cos? ©, (9.42)

wyznaczy¢ rozktad prawdopodobieristwa pomiaru L. na tym stanie.

Rozwigzanie:
~ 72 ~
Hamiltonian ptaskiego rotatora o momencie bezwladnosci I wynosi H = %, gdzie L, = —ih%. Stad
rownanie Schrodingera przyjmuje postac,
h2 82f
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gdzie f to poszukiwane funkcje wlasne, a E > 0 energie wlasne. Oznaczajac m? = 21 E/h?, otrzymujemy
roéwnanie rézniczkowe

0% f
ktorego rozwiazaniami sg funkcje 4
f(p) = Aerime, (9.45)

Poniewaz funkcje falowe musza byc okreslone w sposéb jednoznoznaczny, musi zachodzié¢ f(p) = f(p+27).
To z kolei wymusza warunek m € Z. Pozwalajac m przyjmowaé¢ dodatnie i ujemne wartosci, mozemy nie
uwzgledniaé¢ znaku + w eksponensie. Normalizacja funkcji falowej daje

2m 2m
1
fl)Pde=|AP | de=2m|AP=1 = A= —, (9.46)
/0 0 V2T
co jest okreslone z doktadno$cia do czynnika fazowego. Stany i energie wlasne plaskiego rotatora dane sa
wiec przez
1 . h*m?
= elmtp’ E = -,
Im () NeL m o7

Rozwazmy teraz funkcje falowa 1(¢) = N cos? ¢. Stata normalizacyjng znajdujemy z warunku,

m=0,+1,+2... (9.47)

2 2
3 2
2 2 4 2
d:N/ dpcos"p=—I|N|*=1 = N=—, 9.48
| wtokas = IV [ dpcost o = 1) — (9.43)
przy czym jest ona wyznaczona z dokladnoscia do czynnika fazowego. Unormowana funkcja falowa rota-
tora wynosi zatem,

2 2P 4 e—2i¢ 4 90ip 1

Vg = sty = o= ; TR+ fa@ 1 2le).  (049)

gdzie rozpisalismy ja w bazie stanéw wlasnych (9.47). Stad wynika, ze z prawdopodobienistwem 1/6 pomiar
L. na stanie ¢ (yp) zwroci wartosé 2k, z prawdopodobienstwem 1/6 zwroci —2h i z prawdopodobieristwem
2/3 zwroci wartosé 0.

Zadanie 5

Asymetryczny rotator opisany jest Hamiltonianem,

N - A
=2z v 22 9.50
of, " 21, T oI (9:50)

(a) Znalez¢ stany i energie wlasne rotatora, dla ktérego dwa sposréd momentow bezwladnosci sa sobie
rowne, I; = Iy = I # I3. Przedyskutowaé¢ degeneracje poziomdéw energetycznych rotatora.
(b) W sytuacji, gdy oba momenty bezwladnosci sie troche rozmia, tzn. Iy — Iy = A < I1 + I, = 21, Ha-

A
miltonian uktadu mozna rozwingé¢ w matym parametrze i < 1. Pokazaé, ze poprawka do Hamiltonianu
w najnizszym rzedzie rozwiniecia wynosi

A . A
- S,

H/
(c) Wyznaczy¢ w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen poprawki do energii stanow o £ = 01i £ = 1,
spowodowane zaburzeniem H'.

Rozwigzanie:

(a) Dokonajmy uzytecznego przeksztalcenia Hamiltonianu asymetrycznego rotatora,
P2 72 2 7 7 7 P 7

Ly+Ly L2 L[*-[? 1?2 [? L2

‘E[:7 — T — —_ z .].
of ' 2l 27 oL, _ 2I 2L’ (9.51)
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gdzie wprowadziliSmy oznaczenie,
1 1 (9.52)
2I,  2I; 2I’ '
131

I— I

1. = (9.53)
Jak wiadomo, operatory L% IE komutuja ze soba, a skoro zapisaliSmy za ich pomocg Hamiltonian, istnieje
wspolna dla tych operatoréow i Hamiltonianu baza funkcji wlasnych. Z teorii momentu pedu wiemy, ze
baze taka stanowia harmoniki sferyczne Y,;™, oznaczane w abstrakcyjnej przestrzeni Hilberta jako |¢,m),
sa wiec one poszukiwanymi stanami wtasnymi rotatora.

Energie wlasne znajdujemy dziatajac Hamiltonianem na stany wlasne |¢,m),

5 2 % R20(0+1)  h?*m?
Hlt,m) = 5T |, m) + 5T |6, m) = ( (21 + 57 ) [¢,m). (9.54)

Stad wynika, ze

R20(0+ 1) N h2m?
27 21, (9.55)
0=0,1,2..., m=—L,—0+1,..,0,...0 —1,¢.

Elm =

Zauwazmy, ze dla ustalonego ¢ mamy 2¢ + 1 réznych wartosci m, przy czym przeciwne m daja te sama
wartos¢ energii Fy,,. Stad wnioskujemy, ze kazdy poziom energetyczny z m # 0 jest podwojnie zdegenero-
wany, a te z m = 0 pojedynczo. To wszystko przy zatozeniu, ze stosunek I do I, nie jest liczba wymierna.
Gdyby tak nie byto i I, = %I , energia bylaby proporcjonalna do £(¢ + 1) 4+ pm?/q i wartoéé degeneracji
moglaby ulec zmianie, tj. dla konkretnych liczb catkowitych p i ¢ moglyby sie znalezé nietrywialne £ i m
dajace te samag energie w réznych stanach.

(b) Z tresci zadania wynika, ze

L-L=A L=I1+A)2
{ L+L=21 — { L=1-A/2 (9:56)
Podstawiajac te wielkosci do Hamiltonianu, dostajemy
. [z L2 f2 % L? 12 12 L? L2
H === Y z x + Yy + —z x + Yy + —z
2y 21, 23 2I+A 21 —-A  2I3 2I(1+AJ2I)  2I(1-A/2I) 23 (9.57)

12 A 12 A [z L2412 [2 A . .
Zz (1= Y14 = LA ) z L = (1212
21( >+ ( +2I)+213 or +213+412( v~ Lo,

gdzie dokonali$my rozwinigcia Taylora funkcji (1+x)~! ~ 1 — z dla malych x. Tym samym wyprowadzi-

lismy, ze poprawke do Hamiltonianu, o ktérym mowa w punkcie (a) stanowi H' = %(ﬁi - L2).
(c) Przepiszmy Hamiltonian zaburzenia w jezyku operatorow drabinkowych,
R P S R - 7
L, = 5 Ly = 5 = L,—-L;= —— 5 (9.58)
skad wynika, ze
N A . o
H = —@(Li +12). (9.59)

Ulatwi to nam wyznaczenie elementéw macierzowych operatora H’ na stanach o £ = 0 oraz £ = 1.

Stan o ¢ = 0 jest niezdegenerowany i jest to |0,0). W zwiazku z tym w pierwszym rzedzie rachunku
zaburzen poprawke do energii tego stanu stanowi E(%) = (0,0] H'|0,0). Poniewaz (0,0 L2 + L2 |0,0) = 0,
wiec E(gé) = (. JesteSmy w stanie szybko to stwierdzi¢ poprzez fakt, ze operatory drabinkowe podwyzszaja
lub obnizaja m stanu. Jakiekolwiek wiec ich dzialanie na |0,0) da zero, gdyz nie da sie juz tego stanu
obnizyé lub podwyzszy¢.

Podobnie nie jest zdegenerowany poziom energetyczny E1g. Stosujac ten sam argument, co powyzej
dostajemy, ze E%) = (1,0| H']1,0) = 0.
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Z kolei stany |1, 1) oraz |1, —1) odpowiadaja tej samej energii, a zatem w tym przypadku nalezy zasto-
sowa¢ rachunek zaburzen z degeneracja. Znalezienie macierzy zaburzenia w bazie tych stanéw sprowadza
sie do obliczenia elementéw macierzowych,

(L1 L2+ L2 |, =0, (1,-1|L2 +L2|1,~1) =0, (1,+1|L2 + L% |1,F1) = 21%, (9.60)

gdzie skorzystalismy z wlasnosci operatorow drabinkowych L |¢,m) = hin/2(0 + 1) — m(m £ 1) [¢,m + 1).
W bazie {|1,1) , |1, —1)} macierz zaburzenia ma wiec postac,
AR? {0 1}

TIE |10 (9-61)

a jej wartogci wlasne to =A% /41%. Wartosci te stanowia poprawki pierwszego rzedu do energii poziomu

. 2 2 . . i . .
niezaburzonego Fy1 = Fy_1 = hT + Z’L’T Tak wiec, pod wplywem zaburzenia H’ poziom ten rozszczepia
e

AR?
412 -

. . . 2 2
sie na dwa poziomy o energiach 57 + 257 +
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10 Seria 10

Zadanie 1

W chwili ¢ = 0, atom wodoru znajduje sie w stanie opisanym funkcja falows,

= ¥ s TS ]

10.1
20y (10.1)

(a) Obliczy¢ stala normalizacyjna N.
(b) Wyznaczy¢ ewolucje czasows funkeji falowej, (7, t). Na tej podstawie, wyznaczy¢ rozktad prawdo-
podobieristwa pomiaru energii w chwili ¢ oraz obliczy¢ wartosé oczekiwanag tego pomiaru.

(¢) Wyznaczy¢ rozklad prawdopodobieristwa pomiaru L? w stanie opisanym funkcja falowa (7, t). Ob-
liczy¢ wartosé oczekiwana tego pomiaru w chwili ¢.

Rozwiazanie:
(a) Mozna pokazaé, ze zadany stan poczatkowy (10.1) daje sie przedstawi¢ jako superpozycja nastepu-
jacych stanoéw wlasnych atomu wodoru ¥, e (7),

P(7,0) = Ny/mad [Y100(F) + 2(i — 1)ho11 (F) + 2(1 + i)ha1_1(F) + 2V 24210 (7)]. (10.2)

Aby wyznaczy¢ N, przyréwnujemy norme (10.2) do jedynki. Poniewaz rézne stany wlasne atomu wodoru
sa ortogonalne, liczac norme wystarczy podniesé¢ do kwadratu moduty wspolczynnikow przy ¢, (7) 1 je
zsumowac,

1

1=N2mad(1+4)i —12+4[1+i]?+8) = N?= )
mag(1 +4fi — 1] + 4|1 +i|* + 8) 25mad

(10.3)

Stad wynika, ze unormowana funkcja falowa stanu poczatkowego, z doktadnoscia do czynnika fazowego,
Wynosi

. 1 S, . ) ,
1/)(7“, O) = g [1/]100(7’) + 2(Z - 1)'(#211(;) + 2(1 + Z)'IZJ2171(T) + 2\/511)210(77)] . (104)
(b) Funkcja falowa w chwili ¢ > 0 wynosi
. 1 — —i . s .
Yt = ¢ [6 Bt Ry o (7) + e~ *F21/P (2(2 = Dtbon1 (7) + 2(1 + 8)vp21-1(F) + 2\/57#210(7?))} , (10.5)
gdzie 1 = —13.6 €V oraz Ey = —3.4 eV. W wyniku pomiaru energii na zadanym stanie mozemy zmierzy¢

jedynie wartosci E; i Ey, przy czym prawdopodobieristwa tych pomiaréw wynosza odpowiednio,

1 24

E)=— Ey)) = —. 10.
p(E1) 95’ p(E2) 25 (10.6)
Z kolei warto$¢ oczekiwana pomiaru energii na stanie (7, t) wynosi
1
<E> = p(El)El +p(E2)E2 = %(El + 24E2) = —-3.8eV. (107)

(c) Na stanie 9 (7, t) mozemy obliczy¢ kwadrat orbitalnego momentu pedu réwny 0 badz 2A2, z prawdo-
podobienistwami

(10.8)
gdzie

pl=1)= > p(l,m), p(e:1,m:1):p(e:Lm:(J):p(e:Lm:A):i (10.9)

m=—1
Stad wynika, ze wartos¢ oczekiwana pomiaru kwadratu orbitalnego momentu pedu wynosi

(£2)=0-p(e=0) + 207 plt=1) = %12. (10.10)
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Zadanie 2

Przy pomocy metody wariacyjnej oszacowaé energie stanu podstawowego w atomie wodoru. Jako
funkcje prébne wybraé funkcje sferycznie symetryczne, ktorych zaleznosé od r wyraza sie wzorem,

0 dla r > a.

Tutaj, A jest stala normalizacyjna, natomiast « jest parametrem wariacyjnym. Wynik poréwnaé¢ z wyni-
kiem $cistym.

Rozwigzanie:
W pierwszym kroku wyznaczymy stata normalizacyjna A z warunku, ze

/|¢(F)|2d377: 1. (10.12)

Aby wykonaé te catke wygodnie jest skorzystaé ze wspotrzednych sferycznych. Wowcezas, powyzszy wa-

runek zyskuje postaé
a 2 27 T
A2/ 2 (17 1) dr/ d¢>/ sin 0df = 1. (10.13)
0 o 0 0

Chwilowo skupmy sie na wykonaniu obecnej tu calki potrojnej,

ad o ol ad 2mad
—4r | = - = 4+ | =4y — = . 10.14
4 [ 3725 } T30 15 (10.14)
Stad wynika, ze
2ra? 15
A?=1 A= : 10.1

15 - 2o (10.15)

To oznacza, ze unormowane funkcje probne maja postac

15 _r
¢a(f‘> — 2mas (1 a) dlar < a, (1016)

0 dla r > a.

Poniewaz oszacowania energii stanu podstawowego szukamy w klasie unormowanych funkcji prébnych,
zatem wielko$¢, jaka bedziemy minimalizowaé to

E(a) = (Yol H [ta), (10.17)
gdzie Hamiltonian ma postaé
- h? e?
=—5-A- : 10.18
2m dmwegr ( )

Ze wzgledu na symetrie problemu, wystepujacy tu laplasjan zapiszemy we wspolrzednych sferycznych,

1[0 (0 1 9 (. .9 1 o

Poniewaz funkcja probna (10.16) nie zalezy od 0 i ¢, a ponadto jest liniowa funkcja wpolrzednej radialne;
r, warto$¢ oczekiwana energii (10.17) sprowadza sie do obliczenia nastepujacych catek,

R I 7 n* 0 e? r 2m T
Ela) = 271_0(3/0 r (1 — a) <_m7“3r - 47r€07‘> (1 — E) dr/o dng/O sin 6d6. (10.20)
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Mozemy szybko obliczy¢ wartosci catek po zmiennych katowych,

15 & r h? e? e?
E(a) =4 2(1ff) - dr, 10.21
(a) T oras /0 " o/ \amr  4megr + dameg " ( )
co daje
30 [~ [ R%r e2r e2r? h2r? e2r?
Ela)=— — = — — dr. 10.22
() a3/0 <am 4reg + 2ameg  a?m 4(127760) " ( )
Nastepnie, po wykonaniu operacji catkowania, otrzymujemy
E(a) 30 [R%r2  e2p2 e2r3 h2r3 e2rt ¢
a)=— - - -
o |2am  8mey  bameg  3a’m 1602w |
_ ig @ _ e2a?  e2a? _ @ _ e?a? (10.23)
a’ | 2m  8meg  6meg 3m 16meg
Porzadkujac i upraszczajac to wyrazenie, dostajemy statecznie
5h2 —2 5 2. -1
Bla)=222% 22 (10.24)

m 8meg
Musimy znalez¢é minimum powyzszej funkcji rozniczkujac po parametrze «, a nastepnie wynik roézniczko-

wania nalezy przyréwnaé do zera,

dao m 8meg

Tak uczyniwszy, a nastepnie uzywajac prostej algebry, rozwiazujemy réwnanie wzgledem «,

5e2 1072
= . 10.26
8meg @ m ( )
Ostatecznie,
167h3e

Obliczajac druga pochodna funkcji F(«), pokazujemy, ze d2£(2a) la=ae > 0, a co za tym idzie w klasie

rozwazanych funkcji probnych wartosé E(qp) stanowi warto$¢ minimalna. Tak wiec

5met

Elao) = =55 apaaz

(10.28)
stanowi oszacowanie energii stanu podstawowego w atomie wodoru. Podstawiajac wartosci numeryczne
statych fizycznych: e = 1,60 C, h = 1,05-1073* J.s, m = 9,11 - 1073! kg, g9 = 8,85 - 1072 F/m oraz
m = 3,14, dostajemy

E(ag) = —1,36 10718 J = —8,49 eV > —13,6 eV. (10.29)

Zadanie 3

Uzywajac rachunku zaburzen, oszacowaé¢ wplyw skoriczonej masy protonu na energie stanu podsta-
wowego w atomie wodoru. Przyjaé, ze tadunek protonu jest rozmyty réwnomiernie na sferze o promieniu
R a, co za tym idzie, zaburzenie Hamiltonianu ma postaé

0 dla »> R
H'(F) = 2 101 10.
(") ¢ (f - —) dla pozostatych r (10.30)
dmeg \r R
Rozwiazanie:
Funkcja falowa stanu podstawowego w atomie wodoru wynosi
1 _r
Y100(r) = =€ 0. (10.31)
Tay
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Poniewaz poziom podstawowy jest niezdegenerowany, aby obliczyé¢é poprawke do jego energii stosujemy
rachunek zaburzen bez degeneracji. Poprawka ta rowna sie

B = [ i) (7

2 R 27 ™
1 1 _2r
= %/ drr? < - > e / dqﬁ/ dfsin 6
47 ag€o Jo T R 0 0 (1032)
2 R R R
1 1 _2r _2r Q —2r
= 63 / 7“2<—>6 ao:Q/ re GOdT——/ r?e” @ dr.
mageo Jo r R 0 R Jo
Q I I3

Pierwsza z catek obliczamy przez czesci,

R R
_2r ao _2r
I = re codr=——re | +
0 2

R 2 2
a _z2r agR _ ag _ a
/ e modr = — e — WG 4 20, (10.33)
0 0

20
2 2 4 4

Taka sama metoda obliczmy druga z catek,

R R R
_2r a _2r _2r
12:/ rle iodr:——orze e +a0/ re 3udr
0 2 0 0
h,_/
Iy
agR? _z2r agR _22 a2 _22 a? (10.34)
— — 02 e o _|_a0 _076 aq _706 ag +ZO
_ ool an iR am af an ad
2 2 4 4

Obliczone caltki wstawiamy do wzoru (10.32). Po uporzadkowaniu wyrazéow podobnych otrzymujemy
poprawke do energii stanu podstawowego atomu wodoru spowodowang skonczonym rozmiarem protonu,

(10.35)

9 _2R _2R
e e “o+1+e a — 1
() R

Zadanie 4

Korzystajac z twierdzenia Hellmanna-Feynmana, obliczy¢ warto$é oczekiwana (%s) na dowolnym sta-
nie wlasnym atomu wodoru o £ # 0.

Rozwigzanie:
W przypadku radialnego rownania Schrodingera dla atomu wodoru, Hamiltonian ma postaé¢

~2 2
f, = b PUEHD ok (10.36)

T 2m 2mip2 7

gdzie a = €2 /4meghe jest stala struktury subtelnej. Mozna dla niego sformutowaé zagadnienie wlasne,

IA{K Iué7”7‘> = E@,nr |u£,nT> s (10.37)
przy czym okazuje sie, ze
2 2
B, = ez (10.38)

200+ n, 4+ 1)

Obliczajac komutator [p,, ﬁg], dostajemy

- 20 +1)  ahe
o, Hel = —ih | ————=—+ —- | . 10.39
] = =i (L) 4 2 (1039
Wartosé oczekiwana powyzszego wyrazenia na dowolnym stanie |ug ,, ) znika, albowiem
(we,n,| [Prs I:IZ] [we,n, ) = <u€,nr‘ﬁrﬁ€ - I:IEﬁr [wen,) = B, (Wen, | Pr — Pr [ten,) = 0. (10.40)
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Stad wynika, ze
R20(0+ 1) ahe
(wen, | R [wen,) = (uen, | w2z e, ) - (10.41)
O ile £ # 0, dostajemy

am a3m303

(| o [t ) = (o] iy, ) =
Wl g [Wtnr ) = W Ly Mene ) = 303000+ 1/2) (0 + 1)

(10.42)

gdzie skorzystalismy z wyprowadzonego z twierdzenie Hellmanna-Feynmana wzoru (patrz, é¢wiczenia),

1 a?m?2c?

| = gy = ————. 10.4
<Ug7 7‘| 72 |U@7 7‘> h2n3(€+1/2) ( 0 3)

Poniewaz operator 7 nie dziala na wspolrzedne katowe, mozemy obie strony rownania (10.42) domnozy¢
przez harmoniki sferyczne. Korzystajac z ich ortonormalnosci, mozemy ostatecznie napisaé, ze

adm3c?

1
— = 10.44

gdzie £ # 0.

Zadanie 5

Znalez¢ poziomy energetyczne i unormowane funkcje falowe czastki o masie p i zerowym orbitalnym
momencie pedu (¢ = 0) poruszajacej sie¢ w sferycznie symetrycznej, skoriczonej studni potencjatu:

| =V dla r<a .
Vr)= { 0 da r>a gdzie Vo > 0. (10.45)

Kiedy w tym potencjale nie tworza sie stany zwiazane?

Rozwigzanie:
Dla czastki o zerowym orbitalnym momencie pedu (¢ = 0) réwnanie Schrodingera na funkcje radialna
u(r) wynosi

h? d?u
2u dr?

Dla r < a, robwnanie to przyjmuje postaé

+ V(r)u(r) = Eu(r). (10.46)

d>u 2u(E + Vp)
der + 7h2 u = 0’ (10.47)
przy czym energia stanu zwiazanego E < 0. Niech

2u(E + Vo)

Ogolnym rozwiazaniem rownania (10.47) jest funkcja
u(r) = Asin(kr) + B cos(kr), (10.49)

przy czym musimy narzuci¢ na to rozwiazanie warunek brzegowy w(0) = 0. Stad wynika, ze B = 0, a
zatem fizycznym rozwigzaniem rownania radialnego (10.47) jest

u(r) = Asin(kr), (10.50)

gdzie A jest dowolng stalg.
Dla r > a, réwnanie (10.46) przyjmuje postaé

Pu  2E
dTZ + Az u=o. (10.51)
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Rysunek 6: Rozwiazanie graficzne rownan (10.60) i (10.61).

Wprowadzajac oznaczenie,

&= 2/2'2E|, (10.52)
rownanie (10.51) przepisujemy jako
% —&u=0. (10.53)
Ogo6lnym rozwigzaniem tego rownania rozniczkowego jest funkcja
u(r) = Ce 5" + Det". (10.54)

Na funkcje te narzucamy warunek brzegowy znikania w nieskoriczonosci, lim,_, o u(r) = 0. Stad wynika,
ze musimy przyjaé, ze D = 0. Ostatecznie, dla r > a rozwigzaniem naszego problemu jest

u(r) = Ce ¢, (10.55)

gdzie C' jest dowolna stala.
Oba rozwiagzania a takze ich pochodne zszywamy w punkcie r = a. Daje to uklad réwnan,

Asin(ka) = Ce %, (10.56)
Ak cos(ka) = —C&e 4, (10.57)
z ktoérego wynika, ze
K cot(ka) = —¢&. (10.58)
Zauwazmy roéwniez, ze zachodzi
QMVO
K24 &% = = (10.59)
Energii stanéw zwigzanych szukamy zatem jako punktow przeciecia nastepujacych krzywych:
2uVoa?
(ar)? + (af)* = o (10.60)
—kacot(ka) = &a. (10.61)

Krzywe te pokazano na rysunku 6. Zauwazmy, ze krzywa —kacot(ka) przyjmuje wartosci ujemne dla
ka < /2. Zatem o ile promien okregu bedzie mniejszy niz 7, czyli dla
w2 h2

Spa (10.62)

Vo <

to nie bedzie istniato rozwiazanie uktadu réwnan (10.60) i (10.61).
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11 Seria 11

Zadanie 1
Czastka o spinie 1/2 znajduje si¢ w polu magnetycznym B=B sin(wt)é,. W chwili t = 0 czgstka jest

w stanie |y, +). Obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze czastka bedzie w tym stanie w chwili ¢ > 0.

Rozwigzanie:
W chwili ¢t = 0 czastka znajduje sie w stanie

=75 | 1] (11.1)

Hamiltonian oddzialywania czastki z polem magnetycznym wynosi

H = —j1g6B = —poBsin(wt)é, = —puoB sin(wt) ( (1) 21 > , (11.2)

gdzie wstawiliSmy jawng posta¢ wektora indukcji magnetycznej B dany w tresci zadania a takze postac
macierzy Pauliego 6,. Rownanie Schrédingera przyjmuje wiec postaé

h% [ x+8 } _ _MOBsin(wt)( (1) 21 ) [ ijg; } (11.3)

W rzeczywistosci réwnanie to separuje sie na dwa niezalezne od siebie réwnania rézniczkowe,

ihd X (1) = —poB sin(wt) x4 (1),
{ jzx (t) = poBsin(wt)x_(t). (11.4)

Kazde z nich z osobna rozwiazujemy separujac zmienne. Mianowicie,

e (t) = 1552 sin(wt) x4 (1), (11.5)
X (1) = =i sin(wt)x— (1), |
co daje
% — joB sin(wt)dt, (11 6)
dx- _ _i”‘)hB sin(wt)dt, |
X_

za$ po odcatkowaniu prowadzi do

(11.7)

(t) Ay exp (—i427 cos(wt)
Ix(t)) = [ ii(i) :| - A exp ZH;;); coS(wt)))

Widoczne tu stale catkowania A; i Ay znajdujemy z warunku poczatkowego, |x(t = 0)) = |y, +). Tzn.

B 1 ipoB
et =0) = Avexp (<52 ) = T 4 = e (H07)), (1.9)
.NoB 7 i
_(t=0)=Asexp|i =—= A= —ex 11.9
(b =0) = Apexp (507 ) = 2y = ( o). (11.9)
Ostatecznie spinor przyjmuje postac,
1 | exp (WOB 1- cos(wt)])
x() =— 11.10
) =75 i exp (f%u - cos(wt)]) (1L10)
Prawdopodobienistwo znalezienia czastki znowu w stanie |y, +) po czasie ¢t wynosi
1 | exp (#B2B[1 — cos(wt)] 2
P =1l @) =311, Cr it )
iexp ( [1 — cos(w t)]) (11.11)

= cos? (“h(f n- cos(wt)]) .
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Zadanie 2
Rozwazy¢ czastke o spinie S = 1 opisang przez Hamiltonian,
H = AS2+ BS2 +CS2, (11.12)

gdzie A > B > C > 0 sa stale. Wyznaczy¢ energie wlasne oraz stany wlasne uktadu. Dla kazdego ze
stanow wtasnych oblicz (S,).

Rozwigzanie:

Szukamy energii wlasnych Hamiltonianu (11.12). W tym ceu postuzymy sie reprezentacjami macierzowymi
operatora spinu S = 1 w bazie standardowej,

oy o —v0] L0 10 ) 10 0
Spe=—4|-1 0 1|, Sy=—721|-1 0 —1|, S.=h|0 0 0. (11.13)
V2 0 1 0 V2 0 1 0 0 0 -1
Stad,
2|0 -1 00 -10 |l 0 -1
S2=3 |1 Il |=1 0 1|=%1]0 2 0],
0 1 0 1 0 -1 0 1
R 2|0 10 0 1 0 2|l 01
P=— |10 1|10 —1f =0 2 0], (11.14)
0 1 0 0o 1 0 1 0 1
R 10 0 10 0 100
2=h210 0 O||0 O O|=nr2[0 O O,
0 0 —-1]1]0 0 -1 0 0 1
a, co za tym idzie, Hamiltonian (11.12) w reprezentacji macierzowej ma postac
) A;B +C 0 B;A
H = h? 0 A+ B 0 : (11.15)
B;A 0 A;B +C

Zgodnie z postulatami mechaniki kwantowej, energie wtasne odpowiadaja wartosciom wlasnym Ha-
miltonianu. Obliczajac wartosci wlasne (11.15), dostajemy nastepujace energie wlasne

By =h*(B+C), Ey,=h*(A+C), E3=h*A+B). (11.16)

Dla kazdej z wyznaczonych energii wlasnych znajdujemy odpowiedni wektor wtasny. Bez wdawania sie w
szczegbdly rachunkow, dostajemy nastepujace unormowane stany wilasne

i e 0
|¢1>:ﬁ (1) : |¢2>:ﬁ _01 ;o ls) = (1) : (11.17)

Wartosé §rednia z-towej sktadowej operatora spinu na kazdym ze stanoéw (11.17) obliczamy wprost z
definicji,

A " 10 0]t
(Wil Sy =51 0 1o 0 o] fof =0,
00 —1| |1
) " 10 011
(ol S o) =5 [L 0 —1] |0 0 0| o0 |=0, (11.18)
00 —1||-1
) 10 o]fo
(W3] S. sy =h[0 1 0] [0 0 0|1 =0
00 —1| o



Zadanie 3
Hamiltonian opisujacy uklad dwoch spoczywajacych czastek o spinie 1/2 wynosi

~ o~ b
H= 7? 5189+ h(

gdzie 5115 oznaczaja odpowiednio spin pierwszej i drugiej czastki, natomiast a, b sa to state. Wyznaczy¢
energie wlasne uktadu.

5172 7§272), (1119)

Rozwigzanie:
Przeksztaté¢my Hamiltonian korzystajac z faktu, ze operatory spinu wyrazaja sie przez macierze Pauliego,

. aA b R
H = ﬁ2 82 + h(SI’Z — 827z)
b N .
=2 & ®02x+01y®02y+01z®02z)+ 5(&1z®12_ 11 ® 622)

1 0 1 0 O 0 1 0 0 0
a0 o ,bfo 1 0 o] bfo -1 0 0
~71o0 10 2100 =1 ol 2|0 0 1 o (11.20)

0 1 0O 0 0 -1 0O 0 0 -1

a 0 0
N N

0 ¢ gy g

0 0 0o e

Znalezienie energii wlasnych tego ukladu sprowadza sie do policzenia wartosci wlasnych otrzymanej ma-
cierzy (11.20). Wida¢, ze mamy dwukrotnie zdegenerowana warto$é wlasna

Ei2= (11.21)

RS

Mamy réwniez dwie niezdegenerowane wartosci wlasne,

a? a a? a
2 _a B2 _a
Ey=—4/b2+ 1T Ey=1/b%+ 11 (11.22)

Uktad skladajacy sie z czastki o spinie 3/2 i czastki o spinie 1 znajduje si¢ w stanie iloczynowym

Zadanie 4

Ix) = |s1 = 3/2,m1 = 3/2)|s2 = 1,my = —1). Obliczyé¢ wartosci oczekiwane 52 i 3, na zadanym stanie
, gdzie 8= (84, 8y, 8,) jest operatorem calkowitego spinu.
X/ 8 y J g

Rozwigzanie:
Uktad znajduje si¢ w stanie

[x) =51 =3/2,m1 = 3/2)|sa = 1,mg = —1). (11.23)
Wartosé oczekiwang operatora zetowej sktadowej catkowitego spinu obliczamy z definicji

(82) = (xl3:Ix) = (x| 812 + 822 [X) (11.24)

gdzie ;. jest operatorem zetowe]j sktadowej spinu i-tej czastki (i = 1,2). Bezposredni rachunek prowadzi
do

<§z> = <3/27 3/2| <17 _]-| (élz + §2z) ‘3/27 3/2> |17 _1>
(3/2,3/2[51.13/2,3/2) (1/ = 1[1/ = 1) +(3/2,3/213/2,3/2) (1/ = 1] 52, [1/ — 1) (11.25)

3 1
—h—h=_h
2 2

Zatem wartos¢ oczekiwana operatora zetowej sktadowej catkowitego spinu na stanie |x) wynosi (3,) = 5A.

1
2
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Wartoéé oczekiwana operatora 52 obliczymy podobnie jak wyzej. Mianowicie,

(3% = (x| 82 1x) = (x| (B1x + 522)7 |X) = (x| 83 + 25162 + 83 [x)

5 o o o 9 (11.26)
= (x| 87 + 2812820 + 281,82y + 281.82. + 53 |X) -
W dalszej analizie problemu skorzystamy z operatoréw drabinkowych, przy czym
814 = 812 + i§1y, §1— = 815 — i§1y, (1127)
So4 = 894 + 182y, Bo_ = Sop — i89y. (11.28)
Po zastosowaniu powyzszych operatorow, wyrazenie (11.26) przyjmuje postaé
(8%) = (x| 82 + 814082 + 81824 + 281,52, + 32 |x) . (11.29)

Drugi i trzeci sktadnik sumy w powyzszym wzorze daja zero, poniewaz zadzialanie operatorem podwyz-
szajacym na stan, gdzie liczba magnetyczna jest rowna liczbie orbitalnej daje zero. Ostatecznie,

R R R F 15 11
(8% = (x| 8% [x) + (x| 82 |x) + 2 (x| 81.582. |x) = Zhg + 2h% — 3K = ZEQ. (11.30)

Zadanie 5

Uktad dwoch czastek o spinach s; = 3/2 1 so = 1/2 jest w stanie o calkowitym spinie s = 2 i jego z-
towej sktadowej rownej m = —1. Oblicz prawdopodobienistwo, ze pomiar z-towej sktadowej spinu drugiej
czastki w zadanym stanie kwantowym wyniesie —h/2.

Rozwigzanie:
Aby znalez¢ prawdopodobieristwo, o ktore chodzi w zadaniu musimy roztozy¢ stan |s = 2, m = —1) (czyli

stan o dobrze okreslonym calkowitym spinie i jego z-towej skladowej) w bazie stanéw iloczynowych
|s1,m1) ® |s2,m2). Sprowadza sie to do wyznaczenia wspotczynnikéw Clebscha-Gordana.

Wektor o maksymalnym calkowitym spinie i maksymalnie ujemnym rzucie na z dany jest jednoznacz-
nie poprzez

[s=2,m=—-2)=|s1 =3/2,m1 = —3/2) ® |sa =1/2,m2 = —1/2), (11.31)

co dla wygody zapisywaé¢ bedziemy jako
2,-2) =|=3/2) ® |-1/2), (11.32)
gdzie ket z dwiema liczbami oznacza stan o dobrze okreslonym calkowitym spinie i rzucie, za$ kety z jedna
liczba oznaczaja stany pojedynczych czastek, tj. ich rzuty na o§ z, przy czym ten wystepujacy najpierw

odnosi sie do czastki o spinie 3/2. X
Przywolajmy dzialanie operatora podwyzszajacego L. :

Ly [6,m) = /el +1) —m(m +1)|6,m +1). (11.33)
Zgodnie z tym przepisem,
Ly 12,-2) = h\/2(3) — (—=2)(-1) |2,—-1) = 2h|2,-1). (11.34)

Jednoczesnie zachodzi R R X
Ly=Lyy+ Loy, (11.35)

gdzie operator z indeksem ¢ dziata na i-ta czastke. Dzialamy nim na stan iloczynowy,
Ly2,-2) = L4(1-3/2) © |-1/2)) = (L1 + L24)(1-3/2) ® |-1/2))
= (L14+|=3/2)) ®|=1/2) +|-3/2) ® (L2+ |-1/2))

1 3 11
S 242 -3/2) @ 1/2
+hyf5 5505 32 @)

h(V3I-1/2)81-1/2) +1-3/2) @ [1/2)) .

(11.36)
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Laczac (11.34) z (11.36), otrzymujemy
2n12,-1) =k (V3|-1/2) 8 |-1/2) + |-3/2) 2 [1/2)), (11.37)
€O oznacza
3 1
|s=2,m=-1) = 1 |mi = —1/2,mq = —1/2) + 3 |mi = —3/2,ma =1/2). (11.38)
Znalezlidmy tym samym rozktad stanu o dobrze okre$lonym calkowitym momencie pedu i jego z-towej
skladowej w bazie stané6w o dobrze okreslonych z-towych sktadowych momentéw pedu dla kazdej z cza-

stek. Innymi stowy, wyznaczyliSmy odpowiednie wspotczynniki Clebscha-Gordana. W zwiazku z tym
prawdopodobienstwo, ze pomiar spinu drugiej czastki wyniesie —h/2 (czyli mo = —1/2) wynosi 3/4.
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12 Seria 12

Zadanie 1

Czastka o masie m i tadunku g porusza sie w statych, skrzyzowanych polach magnetycznym B =Be,
i elektrycznym £ = ¢é,. Uzywajac cechowania, w ktérym potencjal wektorowy i skalarny wynosza od-
powiednio: E(F, t) = Bzé, i ¢(F,t) = —Ex, wyznaczy¢ poziomy energetyczne czastki i przedyskutowac
ogblna postaé¢ odpowiadajacych im funcji wlasnych. Zaniedbaé spin czastki.

Rozwigzanie:
Hamiltonian oddzialywania czastki o tadunku ¢ z polem elektromagnetycznym przyjmuje postaé
. N2
H L _ qA) 12.1
s q9, (12.1)

gdzie ¢ oraz A to potencjaly skalarny i wektorowy opisujace pole. W naszym przypadku, wynosza one
odpowiednio,

0
p=-Ex, A=| Bi |. (12.2)
0
Podstawiajac te wielkosci do (12.1), dostajemy
N 1 R . R R R
H = - [pi + (py — qB%)? +p§] —g€z. (12.3)

Od razu mozemy zauwazy¢, ze operatory p, oraz p, komutuja z Hamiltonianem (12.3), i w sposob oczywi-
sty komutuja ze soba wzajemnie. W zwigzku z tym mozemy znalez¢ stany wlasne bedace jednoczesnymi
stanami wlasnymi operatorow: {p,, p., H }. To oznacza, ze stanéw wlasnych Hamiltonianu mozemy szukaé
w postaci

() = en Pyt (7). (12.4)

gdzie p,, p, sa wartoSciami wlasnymi operatorow p,,p, (jak wiadomo, fale plaskie sa stanami wlasnymi
operatora pedu, f)ye%pyy = fih(?ye%pyy = pye%pyy i analogicznie dla p,). Podstawiajac (12.3) oraz (12.4)
do réwnania A

H() = By(), (12.5)

dostajemy

{27171 (65 + (py — aB2)* +p2) — qc‘?fﬁ} Va() = B (), (12.6)

gdzie wykonali$émy dziatanie operatoréw p, i p. na ich funkcje wlasne, a nast¢pnie uproscilismy to row-
nanie dzielac je stronami przez e# (Pvy+r=2),

W dalszej kolejnosci, przeksztalcamy powyzsze rownanie, grupujac wyrazy i uzupelniajac je do pelnego
kwadratu w operatorze z. Dzieki temu, dostajemy réwnanie

) 232 1 AN 1 1 £\°
[;’; + q2m (x -5 (py +m8>) ] () = (E — 50y P+ 5 - (py +m8) ) o (@).

(12.7)
Jest to rownanie jednowymiarowego oscylatora harmonicznego drgajacego wokdét polozenia
1 &

z czestoscig w = %. Stad, funkcje falowe 1, () wyrazaja sie przez funkcje Gausowskie pomnozone przez

wielomiany Hermite’a H,,,
ba(w) = Ape~ 58 @=20) 1 (1 /% (z — x0)> . (12.9)
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Z kolei energia oscylatora harmonicznego jest skwantowana i wynosi hw(n+1/2), co prowadzi do warunku

E 1(2+2)+1 +mE 2—hw(+1) (12.10)
om Py TP T g \Py T Mg ) T AT 5, '
gdzien =0,1,2,....
Ostatecznie, mozemy zapisa¢, ze widmo energetyczne czastki w zadanym polu elektromagnetycznym
wynosi

1 1 1 £\’
Enpyp. = hw(n+ )+ 5 —(py +92) — 5 - (py + mB> (12.11)

i jest numerowane trzema liczbami kwantowymin = 0, 1,2, ... oraz p,, p. € R. Energiom tym odpowiadaja

funkcje wlasne
g (7) = Ayt @rvtpe2) = a—a0)” (, /% (z — x0)> . (12.12)

Zadanie 2

Rozwazyé czastke w nieskoriczonej studni potencjatu t.ze V(z) = 0dla0 <z < a i V(z) = co dla
pozostalych x. Potencjal w zakresie 0 < x < a zmienia si¢ w czasie na skutek zaburzenia,

0 =V (:v - g) O(t) sinwt, (12.13)

gdzie ©(t) to funkcja schodkowa.

(a) Oblicz prawdopodobieristwo przejsécia czastki ze stanu podstawowego do pierwszego stanu wzbudzo-
nego spowodowane tym zaburzeniem.

(b) Ile wynosi prawdopodobienstwo przejécia do drugiego stanu wzbudzonego?

(¢) Rozwazy¢ granice tych wynikow, gdy w — 0.

Rozwiazanie:
(a) W zadanym potencjale, stan podstawowy i pierwszy wzbudzony to, odpowiednio,

Y () = \/gsin(?), Pa() = \/gsinczx) (12.14)

Amplituda prawdopodobieristwa przejicia ze stanu podstawowego do pierwszego stanu wzbudzonego za-
dana jest wzorem,

—
W(t) =+ / e B BOUIN (| F(1) i) d, (12.15)

0
gdzie 1 = 2;1;7;22 oraz By = 25;’;2 to energie odpowiednich stanéw wtlasnych studni potencjatu. Obliczamy

element macierzowy,

(ol H'(t') |t1)

2V sin(wt’) @ ymxy . 27z a (¢ . (mx\ . [27x
:# /0 xsm(:) sin Y dx—i/o sm(;) sin Y dx (12.16)

_ l6Voasin(wt')
B 92

Wobec tego wyrazenie (12.15) przybiera postac

16i Voa [ . ,
(1) — 0 i(By—FE1)t' /h o N,
() o2 1 J, e sin(wt')dt’, (12.17)

gdzie w dalszym ciagu bedziemy uzywaé oznaczenia 2 = (Ey — F1)/h. Przeksztalcajac powyzsze wyra-
zenie, dostajemy

8Voha ¢ ; ’ . ’
(1) 1) = 0 ( i(Q+w)t’ _ i(Q—w)t ) dt'. 12.18
0 =g [ (e ‘ (12.18)
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Wykonanie powyzszej catki prowadzi do
ei(Q+w)t' t

Q4+ w)

t . _ ’
ez(Q w)t

o (Q—w)

_ 8Vha
T 9r2h

(1)

8V,a ei(Q+w)t -1 ei(Q—w)t -1
~ 972k [ i(Q+w) i(Q—w) }

(12.19)

0

Stad, prawdopodobieristwo przejscia ze stanu podstawowego do pierwszego stanu wzbudzonego w chwili
czasu t wynosi

P (1) = [ (1)
_ <8V0a>2 [sin2 (Zer)  sin® (2541) ~ 2cos(wt) sin (23<1) sin (szt)] .

owh) | (R (e o T

(12.20)

(b) Funkcja falowa drugiego stanu wzbudzonego w studni danej w tresci zadania to ¢3(x) = \/% sin(%Tm),
zatem przeprowadzajac obliczenia analogiczne jak w punkcie (a) nalezy obliczy¢ catki

/:vsin(mc)sin<37m)alac7 /sin(m>sin<37m>dx. (12.21)
0 a a 0 a a

Zauwazamy, ze obie te calki sie zeruja, zatem réwniez prawdopodobienistwo przejscia ze stanu podstawo-
wego do drugiego stanu wzbudzonego wynosi 0.

(¢) Przechodzac do granicy w — 0 w wyrazeniu (12.20) otrzymujemy zerowe prawdopodobieristwo zna-
lezienia czastki w stanie wzbudzonym. Takiego wyniku nalezalo sie¢ spodziewaé, poniewaz w granicy tej
zaburzenie H' dazy do zera.

Zadanie 3

Rozwazy¢ rozpraszanie czastki o masie m i pedzie p'= Ak na studni potencjalu V(r) = =Vy dlar < R
i V(r) = 0 dla pozostatych r.
(a) Przyjmujac, ze ¢ = 2ksin(0/2) pokazaé, ze amplituda rozpraszania w przyblizeniu Borna wynosi w
tym przypadku,
2mV0 .
fB(0) = thg(sm(qR) — qRcos(¢qR)). (12.22)
(b) Pokazac, ze rozniczkowy przekr6j czynny na rozpraszanie na tej studni w granicy, gdy ¢R < 1 nie
zalezy od ki 6.

Rozwigzanie:
(a) Zgodnie z przyblizeniem Borna, dla potencjatu o symetrii sferycznej, amplituda rozpraszania wynosi

o0

2m rV (r) sin(gr)dr. (12.23)

fB(0) = “h2g /)

Wstawiamy V(r) i dokonujemy zamiany zmiennych p = gr, po czym catkujemy przez czesci,

2mVy [ 2mVy (%
fe(8) = 2;(10/0 rsin(qr)drz%q;/o psinpdp

(12.24)
2mV0

it 2mVy , .
= = ([—pcos p]gR +/ cospdp) = hTSO(sm(qR) — qRcos(qR)).
0 q

Tym samym udowodniliémy wzor (12.22).
(b) Roézniczkowy przekroj czynny dany jest przez kwadrat modutu amplitudy rozpraszania. W celu
obserwacji jego zachowania dla ¢R < 1, rozwijamy sin(qR) i cos(¢R) do drugiego rzedu:

(12.25)

|2 N 4m2‘/02 ( B q3R3 q2R2))2 N 4m2‘/02 q6R6 B 4m2‘/02R6.

do
aq = 75 R0 A S mgs 9 ont

Jak wida¢, wynik nie zalezy od ¢, a zatem jest staly ze wzgledu na k i 6.
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