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Roéwnanie transportu

® Liczba neutronéw w objetosci d°r wokét 7 o energii dE wokdt E poruszajacych sie w kierunku
Q + dQ w czasie 1 A A
n(7, E, Q)d* rdEdS)
® Gdyby$smy znali te wielko$¢, mogliby$my obliczy¢é wszystkie interesujace nas wielko$ci
® Strumien neutronéw . .
@(7, E, Q) = vn(7F, E, Q)
® Prad neutronéw
J7 E, Q) = vOn(7, E, Cu)
® Predko$é reakcji
R(7,E, Q) = %(F, E) ¢ (7, E, Q)
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Roéwnanie transportu (2)

® Wyobrazmy sobie pewng objeto$¢ V otoczong powierzchnig S.
® Mechanizmy zmiany liczby neutronéw w objetosci V
ﬂ Zrédta (w tym rozszczepienie) wewnatrz V
9 Neutrony ulegajace reakcji wewnatrz 14 (niezaleznie czy prowadzi do absorpcji czy
rozszczepienia, nastgpi zmiana E lub €.
@ Neutrony o energii £, ()’ wewnatrz V rozproszone do E, O
0 Neutrony wchodzace lub wychodzace przez powierzchnig S

Réwnanie transportu neutronéw
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Roéwnanie transportu (3)

ﬂ Predko$é pojawiania sie neutronéw w d*r wokét 7 o energii dE wokot E poruszajacych sie w
kierunku 2 + 4 . .
s(7,E, Q, 1)d’ rdEdQ)

w objetosci V
[/ S(7 E, €, t)d3r} dEdS)
\4
9 Straty w wyniku reakcji .
S0t (7, E)vn(F, E, Q, 1)
w objetosci V
UV St (F, E)vn(F, E, Q,z)d%} dEAQ

@® 2Zysk z rozpraszania z energii E' i kata €’
[/ VE(E = E Q' — QO)n(F, E’,Q/,t)dsr} dEd$)
Vv
dla rozpraszania z dowolnej innej energii

[/fr/ dQ// VS(E = E, QY — Q)n(?,E’,Q/,r)d3r] dEAQ
JV Jam JO
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Rownanie transportu (4)

@ Wptyw i wyptyw z objetosci V.
Ucieczka przez element powierzchni d5

J(7E, Q,1)dS = vOn(7, E', Y, 1)

stad catkowita zmiana liczby neutronéw
/a@mn(?, E,Q0 1)
N

Ta catka, w odréznieniu od poprzednich jest po S. Za pomoca twierdzenia Gaussa mozemy ja

zamieni¢ na catke po V
/dEX(r) = / &rv - A(r)
s v

[/ dSvmn (7, E’,Q',t)} dEdQ) = [/ & rvvn(F, E’,Q',t)} dEdQ) =
N Vv

[/ & E QY z)} dEdS)
JV
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Roéwnanie transportu (5)

kaczac wszystkie elementy
3 [On N N .
/d r 5 +vQVn(r,E,Q, 1) + viun(r, E, Q,1)
|
—/ d%/ dQ’/ VIE = E,Q — QO E Q1) —s(F,E,Q,t)] dEdS) = 0
Vv 47 0

Objeto$¢ V byta wybrana dowolnie. Aby réwnanie byto spetnione dla dowolnej objetosci,
funkcja pod catkg musi by¢ réwna zero.

on

ot
/ dQ’/ VE(E = E, Q' — QO ELQ 1) + 57 E, Q1)
47 0

+vQOVn(r, E, Q, 1) + vEun(r, E, Q1) =

Posta¢ w zalezno$ci od strumienia neutronéw

10 A A e
2+ OV E 1) + Sure(r B, Q1) =
v

oo
/ aQ’ / S (E = EQ = QoF E Q1) +s(F E, Q1)
47 0
Warunek poczatkowy o (7, E, €2, 0) = ¢ (7, E, Q)
Réwnanie jest
® Liniowe w zmiennej zaleznej (¢)
® Ma 7 zmiennych niezaleznych (x,y,z, E, 0, v, 1)
® Rézniczkowo-catkowe (pochodne po ¢, x, y, z, catki po 6, 1, E)
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Roéwnanie transportu w jednym wymiarze

Rozwazmy posta¢ réwnania dla przypadku gdy strumien zalezy od jednego wymiaru (x)
* Wyrazenie
Op

Q- =0,
Ve(x) P

® Wygodnie jest wybra¢ uktad wspétrzednych r, 8 wzdtuz osi x. Wtedy Q, = cos 0, Q, = sin 6.

® Roéwnanie ma postac

10 19}
- + cos 0—90 + Zip(x, E, 0,1) =
v Ot ox

27 oo
/ d6’ sin 9’/ S(E = E 0 = 0o, E,0 1) +s(x,E, 0,1)
Jo 0

® Zwyczajowo wprowadza sig zmienng p = cos 6

1 0¢ Dy
i — t+ 2w JE pyt) =
v81+'u8x+ P (% B g1, 1)

1 oo
/ du'/ S(E = By’ = e Byl 1) 4 s(x, B, p, 1)
—1 0
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Wktad od rozszczepienia

® Wyraz S() zawiera wktad od rozszczepienia, ktéry mozna bardziej szczegétowo rozpisaé
® Kazde rozszczepienie daje v(E’) neutrondw, a catkowita ich liczba to

/ m// dE'V(EYSH(E Yo (7 E SV, 1)
47 0
® Widmo rozszczepienia to x (E), jezeli emisja neutronéw jest izotropowa to
N E o [ .
s Efn =22 [ air [T aE e s @) e 0
g 4 0

® Ale w ten spos6b mamy tylko neutrony natychmiastowe, musimy doda¢ neutrony opéznione,
np. poprzez fikcyjne 6 grup izotopéw

aC;
ot

i(E " N "o ’ VRNPES
- _A,-ci(F,r)Jrﬁ,-#/ dQ'/ dE'V(E S (E ) (7, E Y, 1)
™ 4 0 ’

® | do réwnania transportu doda¢ wyrazy

6
(1= B)vSre + > NGi(F 1)

i=1
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Rozwigzanie numeryczne

® Zagadnienie, ktére mamy do rozwigzania zawiera zaréwno pochodne, jak i catki. Mozemy je
zapisac¢, jako szukanie miejsc zerowych pewnej funkcji F

F (10’ [ s omn) =0

® Rozwigzujac to numerycznie wprowadzimy dyskretyzacje zmiennej x, zastepujac ja przez N
weztowych punktéw x; oraz wartosci szukanej funkcji f; (strumienia)
® Wszelkie pochodne i catki zastepujemy wzorami réznic skonczonych lub kwadraturami

_fi—fia

y X T X1

df
dx

b N
[ ave =3 v
a i=1

1

gdzie w; to wagi kwadratury (np. Newtona-Cotesa, Gaussa-Legendre’a itp.)

® W przypadku zalezno$ci katowych zamiast rozwazania punktéw weztowych lepiej jest
rozwigna¢ funckje w szereg wielomianowy Legendre’a

N
G =" fiPi(x)
=1

N
ol E t) = Z wi1(x, E, 1)Pi(p)
=1
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Rozwigzanie numeryczne

® Roéwnanie transportu zamienia si¢ na uktad N-réwnan

N o0
+Veou+Sipn =Y wy / dE'S(E — E, 9" = Qou(r, E' 1) + S,(r, E, 1)
0

n'=1

1 9¢y
v Ot

ktéry nosi zwyczajowg nazwe uktadu Sy

® Uzycie rozwinigcia katowego poprzez harmoniki sferyczne ,,,(2), ktore jest mozliwe takze
dla wigkszej liczby wymiaréw, w przypadku 1D prowadzi do wielomianéw Legendre’a w
postaci
1 L2241
OO E, pyt) = — > ———i(x, E, 1)P (1)

47 = 2

® Taka wersja réwnania transportu, korzystajaca z wlasnosci pochodnych wielomianéw P
1 % [+1 6Lpl+] I Opi—y

- - Sior = [ dE'S\(E - E, G, - O JE D) +S,(r,E, t
v Tl axr il ax T /0 s( : Jor(r B 0 +8i(r, B, 1)

nosi zwyczajowg nazwe uktadu Py.
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Rozwigzanie numeryczne

® W rozwigzaniach numerycznych inne zmienne, oprécz przestrzennych, takze musza
ulegno$¢ dyskretyzacii.

® W przypadku energii wprowadzamy znane juz grupy energii, gdzie grupa g oznacza neutrony
o energiach od E,_; do E, (mniejszy numer grupy zwyczajowo oznacza wiekszg energie)

® W przypadku czasu, rozwigzania liczymy dla pewnych ustalonych odcinkéw czasowych Ar;
(w ogodlnosci nie musza by¢ réwne)

® Dla kazdego punktu czasowego musimy rozwigzaé algebraiczny uktad réwnan, podobny do
tych, ktére widzieliSmy w przypadku rozwigzywania réwnania dyfuzji jedno lub wielogrupowe;j.

® Rozmiar macierzy opisujacy problem zalezy oczywiscie od naszego podziatu. Jezeli
wyobrazimy sobie skromng siatke 100 x 100 x 100 punktéw, katy rozwiniemy w 10 rzedzie,
energie podzielimy na 100 grup to otrzymamy macierz o rozmiarze N x N , gdzie
N =100 x 100 x 100 x 10 x 10 x 100 = 10'°. | musimy ja odwraca¢ dla kazdego punktu w
czasie!

® Tego typu rozwigzania moga by¢ problematyczne nawet dla duzych komputeréw, dlatego
wygodniej jest wprowadzi¢ pewne uproszczenia:

® Czesto szukamy stanéw stacjonarnych - brak zaleznos$ci od czasu (ale wymaga
uzycia iteracyjnych metod samozbieznych)

® Niektére problemy majg symetrig, ktéra pozwala zredukowac liczbe wymiaréw
przestrzennych lub katéw

® Mozemy uproscié problem przez usuniecie zaleznosci od katow 2 przez
wprowadzenie pewnych przyblizen
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Roéwnanie ciggtosci

® W wielu zastosowaniach szczeg6ty zaleznosci katowej strumienia nie sg potrzebne, dlatego
wyznaczymy catkowity strumien wycatkowany po katach

S E,1) = /4 A7, E, O, 1)

® Roéwnanie na te wielko$¢ otrzymamy przez wycatkowanie réwnania transportu po katach

.10
/ -2 0
- v Ot
+ / dOOV o(r, E, Q1) )
47
+ / Ao (r B, Q1) = @)
47
/ dQ/ dQ’/ S(E = E,Q = QR E,Q 1) (4)
J 4 47 0
+ / dQus(7 E, Q, 1) (5)
47
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Roéwnanie ciggtosci

® Niektére wyrazy mozna bardzo prosto odcatkowaé, ze wzgledu na mozliwo$¢ zamiany

operacji
10 19 A 10
/ a0-22 = / ihp =12
P v Ot v ot v Ot

® Wyraz (1)
® Podobnie dla (3) i (5) analogicznie dostajemy X,¢ oraz S(7, E, 1)
® Catkowanie w wyrazie (4) wyglada na skomplikowane, ze wzgledu na zalezno$¢ od obu
katéw w przekroju czynnym, ale zauwazmy, ze tak naprawde zalezy on nie tyle od kata
poczatkowego i koncowego co od jego zmiany, czyli kata rozpraszania o = Q' - Q. Wtedy
mozemy po prostu go odcatkowaé

. . . +1
/ dOS(E - E, Q' = Q) = 27r/ dpoSy(E' — E, o) = S (E" — E),
47 —1

i dosta¢ catkowity przekroj na rozpraszanie z energii E’ do E.
* Teraz catkowanie wyrazu (4) nie jest takie trudne, kiedy przestawimy catke d€2 do wyrazu
z %, a catke po d2’ do ¢
/ dE’ [ dOS(E - E, Q' — fz)] / dY o (7 E Q) 1) = / dE'S (E' — E)o(7,E' 1)
0 47 0

4
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Roéwnanie ciggtosci

® Pozostaje wyraz (2) i tu niestety okazuje sie, ze musimy wprowadzi¢ catkowity (wycatkowany
po katach) prad neutronéw J

/dQQ-V@:V-/ Ao =V - J(FE, 1)
47 4m

® }taczac obliczenia otrzymujemy réwnanie ciagtos$ci neutronéw

l a - oo

- F(f +V - J(rE 1) + S ¢p(r,E 1) = / dE'S (E" — E)¢(F,E' 1) + S(F, E, 1)
v 0

ktore zawiera dwie nieznane wielkosci ¢ oraz J.

® Mogliby$my sprébowaé wyprowadzié réwnanie na J, wychodzac od réwnania transportu,
mnozac je stronami przez Qi catkujgc. We wszystkich wyrazach, gdzie nie wystepuje 2
mozna to tatwo zrobié, ale niestety w wyrazie (2) (gdzie juz mamy €2) pojawi sie czynnik

v / A0, E, O, 1),
4

gdzie dostajemy nowa nieznang wielko$¢ - tensor

® Proéba rozwigzania w ten sposéb réwnania nie prowadzi do sukcesu. Jedyng metoda
analitycznego rozwigzania jest wprowadzenie pewnych uproszczen.
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Przyblizenie jednej predkosci

® Przyblizenie jednej predkosci (energii) oznacza, ze rozproszenie nie zmienia energii
neutronu. Formalnie do réwnania transportu mozna je wprowadzi¢ zaktadajac nastepujaca
postaé przekroju czynnego na rozpraszanie, z wykorzystaniem funkcji delta Diraca
S(E = E), QY = Q) =3(E,Q — Q)§(E' —E)

® Wtedy otrzymamy réwnanie postaci (réwnanie transportu w przyblizeniu jednej predkosci)

10 R N N N . N
S22 Ve Ene(r ) = [ a SO Qe ) + 5 )
v 47
oraz odpowiadajagce mu réwnanie ciagtosci
1 0¢ - o -
S ar + V J(rt) + (1) = (7 1) + S(7 1)

oraz réwnanie na prad J

107 SRR . - .
-5 TV dQQQ(r, Q1) + Sid = 12, + 81 (7, 1)
v 4
gdzie catkowanie po katach w wyrazie odpowiedzialnym za rozproszenia wprowadzi nam
$redni kat w rozproszeniu iy
+1 A
27\'/ dp,ou,gzy(Q/ - Q) = poXy

-1
o = <Q/ . Q>

ktéry w przyblizeniu rozpraszania elastycznego na nieruchomym jadrze - co juz liczyliSmy -
bedzie réwny 2/3A

Réwnanie transportu neutronéw
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Przyblizenie strumienia kagtowego

® Najwazniejszym przyblizeniem, ktére pozwoli usung¢ nam problematyczny wyraz z réwnania
transportu, jest zatozenie, ze katowy strumien stabo zmienia sie z katem.

® Rozwiniemy teraz strumien wzgledem kata, ale zatrzymujac tylko wyrazy co najwyzej liniowe

(7 Q1) = @o(r,t) + pix(r, 1) + o1y(r, )2y + @1.(r, 1)
® To rozwinigcie, zamiast nieznanych funkcji ¢ oraz ¢,;, moze by¢ zapisane jako

N 1 3
e(F, Q) ~ —o(r,1) + —J(r 1) - Q
4 4

odcatkowuijgc te rozwinigcie mozna sprawdzi¢, ze ¢ i J sg zgodne z definicjami
® Rozwiniecie wstawiamy do réwnania na prad, aby pozby¢ sie wyrazu z tensorem

" s aa N PN 1 3 N
V. [ a0 0 =V - / 4000 ( — b 1)+ d(r,1) - Q)
4r 4r 4 4m

® Okazuie sie, ze catka z dwoma 2 da czynnik 47 /3, natomiast z trzema €2 sie wyzeruije i
dostaniemy

PPN A 1
v./ dO0Q0(r, Q1) = —Vé(F, 1)
4 3
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Przyblizenie strumienia kagtowego

® Otrzymamy uktad réwnan na ¢ i J

1 0¢

stV I+ Db () = (7 0) + 57 0)
17 1 - ..
—— + =Vo(r, 1) + S = 103 + Si1(7, 1)
v Ot 3

® Te réwnania sg znane takze jako réwnania P;, poniewaz sg réwnowazne rozwinigciu
zalezno$ci katowej w jednym wymiarze w wielomiany Legendre’a pierwszego rzedu.

® Kolejne dwa przyblizenia doprowadza ten model do modelu dyfuzji:

e Zrédto (s(r, 2, 1)) jest izotropowe - co 0znacza, ze pierwszy moment S zniknie
® Pochodna pradu po czasie jest duzo mniejsza niz pozostate wyrazy w réwnaniu pradu

® Dostaniemy wtedy réwnanie na prad

1 2
§V¢(V7 T) + (Zmz - M_OE;)J =0
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Roéwnanie dyfuzji

® Mozemy zatem wyrazi¢ prad przez strumien

1

jo——
3 (Ewr - lZ(JEA)

Vo(r,t)

® | wstawi¢ te wyrazenie do réwnania na strumien

L% G b)Y+ SR 1) = S(r1)
v Ot

gdzie
1
3 (Em,(r) - PTOZA(V))

® Co oczywiscie jest dobrze juz znanym réwnaniem dyfuzji neutronéw oraz wspétczynnikiem
dyfuzji - tym razem wyznaczonym nieco doktadnie;j.

D(r) =
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