
Analiza I

Zadania, tydzie« 2

2.1
⋃

t∈[2,3]At
oraz

⋂
t∈[2,3]At

, gdzie: At = [t, 2t]× [−t, t].

2.2 Pokaza¢, »e funkcja f : X → Y , gdzieX =]0, 1[ , Y = [−2, 2]\{−1, 1} f(x) =


−3x− 1, x ∈]0, 1

3
],

3x, x ∈]1
3
, 2
3
],

6x− 5, x ∈]2
3
, 1[

jest bijekcj¡. Znale¹¢ f−1(x).

2.3 Udowodni¢, »e zbiór {x ∈ N : 10|x} jest przeliczalny.

2.4 Korzystaj¡c z funkcji f(x) =

{
2x, x ∈ N,
−2x− 1, x ∈ Z \ N

pokaza¢ przeliczalno±¢ zbioru Z.

2.5 Dowie±¢, »e ka»dy zbiór rozª¡cznych, poªo»onych na prostej odcinków jest przeliczalny.

2.6 Omówi¢ dowód przek¡tniowy Cantora nieprzeliczalno±ci odcinka ]0, 1[.

2.7 Pokaza¢, »e zbiór warto±ci funkcji f(x) = x3

1+x2 , x ∈ R jest nieograniczony.

2.8 Pokaza¢, »e funkcja f(x) = x sinx, x ∈]0,+∞[ nie jest ograniczona z góry ani z doªu.

2.9 Wyka», »e liczba 2 nie jest kresem górnym zbioru liczb postaci 3n+1
2n+1

, n ∈ N.

2.10 Poka», »e kres dolny zbioru liczb postaci −x
2

1+x4 , x ∈ R wynosi −1
2
.

2.11 Podaj przykªad zbioru A, dla którego: a) supA ∈ A,supA /∈ A,
inf A ∈ A,inf A /∈ A,supA = inf A.

2.12 Wyliczy¢:
a)

⋂
n An, b) liminf An :=

⋃
n

⋂
k≥nAk, c) limsupAn :=

⋂
n

⋃
k≥nAk, d)

⋃
nAn, je±li: An =[

n(−1)n
n+1

, 2n
n+1

]
dla n ∈ N+.

2.13 Zbada¢, czy ci¡g an = 1
n
jest monotoniczny i ograniczony. (Przypominam, »e nie mamy

jeszcze ci¡gªo±ci funkcji!).

2.14 Wyka», »e ci¡g an =
∑n

k=1
1

k(k+1)
jest ograniczony z góry przez 1.

2.15 Wyka», »e ci¡g an =
∑n

k=1
1

2k+1
−

∑n
k=1

1
2k

jest malej¡cy i ograniczony.

2.16 Bezpo±rednio z de�nicji pokaza¢, »e limn→+∞
1
n
= 0

2.17 Bezpo±rednio z de�nicji pokaza¢, »e limn→+∞
1

2n+1
= 0

2.18 Bezpo±rednio z de�nicji pokaza¢, »e limn→+∞
n+1
n+2

= 1

2.19 Bezpo±rednio z de�nicji pokaza¢, »e limn→+∞ n2 + 3 = +∞

1


