
Analiza I

Zadania1, tydzie« 6

6.1 Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ funkcji: f(x) =

{
e−

1
x , x > 0,

xn, x ≤ 0

6.2 Zbada¢, czy istnieje pochodna funkcji f(x) = sgn x w punkcie x = 0.

6.3 ∗ Dane s¡ funkcje: f(x) =

{
x2 + 1, x > 0

2, x = 0
, f(x) =

{
x2 + 1, x > 0

1, x = 0
.

Oblicz f ′(0+).

6.4 Dana jest funkcja f(x) =
√
|x|, x ∈ R. Zbadaj dla jakich x ∈ R istnieje pochodna f(x).

6.5 Dla jakiego a funkcja f(x) =

{
ln(1+x)

x
, dla x > −1 i x 6= 0,

a, dla x = 0
.

jest ró»niczkowalna w punkcie x = 0?

6.6 Obliczy¢ pochodne wybranych funkcji z listy poni»ej. Pozostaªe zostaj¡ zadane jako praca
domowa:

a) y(x) = a3x3 + b2x+ c

b) y(b) = ax3 + b2x+ c

c) y(x) = 3x
7
3 − 4x−

13
4 +

4
7
x−

1
2 + 7

3
2

d) y(x) = 5
3
√
x7

e) y(x) = 2
x2
√
x

f) x(t) = t3
√
t

g) y(x) = 3
3x−2

h) z(t) = 3t2

7t5−t−2

i) z(t) = 1+
√
t

1+2
√
t

j) y(t) =
(
1
t
+ 4
)4

k) s(t) = 1√
6t−t2

l) y(x) = 1
n
√

(ax+bx)p

m) v(z) = z√
a2−z2

n) y(x) =
√

a2−x2
a2+x2

o) s(t) =
√

1−
√
t

1+
√
t

p) u(v) =
√
1+v−

√
1−v√

1+v+
√
1−v

6.7 Obliczy¢ pochodne wybranych funkcji trygonometrycznych z listy poni»ej. Pozostaªe zostaj¡
zadane jako praca domowa:

a) y(x) = sin a
x

b) v(t) = 5
sin3 2t

c) y(x) = x sinx
1+tg x

d) y(t) = tg4
√
t

e) y(x) = ex(a sinx− cosx)

f) y(x) =
√

1 + tg
(
x+ 1

x

)
6.8 Obliczy¢ pochodne wybranych funkcji cyklometrycznych z listy poni»ej. Pozostaªe zostaj¡

zadane jako praca domowa:

a) y(x) = arctg 3x b) y(x) = arctg 1+x
1−x c) y(t) = arctg 2t

arcctg 2x
d) z(t) = arc sin 4y

1−4y

6.9 Obliczy¢ pochodne wybranych funkcji wykªadniczych z listy poni»ej. Pozostaªe zostaj¡
zadane jako praca domowa:

a) f(x) = ecos
2 x

b) z(t) = 2× 7t − 1

c) y(x) = a2xxn

d) y(x) = ln sinx

e) z(t) = ln 30
x+3

f) y(x) = ln(ln x)

g) z(x) = logx lnx

h) y(x) = x5x

i) y(x) = xsinx

j) z(t) = t
1
t

k) y(x) = alnx

l) y(x) = x
1

ln x

m) y(x) = (sin x)cosx

n) y(x) = xe
x

o) y(x) = xx
x

1∗ s¡ oznaczone zadania dodatkowe, które mo»na w ramach wolnego czasu zrobi¢ na ¢wiczeniach, konsulta-

cjach lub przeznaczy¢ jako domowe.
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I g(x) = (x− k
√
1− x2)ek arc sinx

II f(x) = ln(cos 1
2
x)2

III y(x) = ln (ln(lnx))

6.10 ∗ Wykaza¢, »e funkcja x(t) = a sin(ωt+ ϕ0) speªnia równanie: ẍ+ ω2x = 0.

6.11 Znale¹¢ pochodne funkcji f(x) = logx cos(
πx
2
), g(x) = xsin(x

x).

6.12 ∗ Niech φ(x) = f(x+ vt) + g(x− vt), za± ψ(t) = f(x+ vt) + g(x− vt), f, g s¡ dwukrotnie
ró»niczkowalne. Pokaza¢, »e ψ̈ = v2φ′′. Poda¢ interpretacj¦ wyra»enia f(x+ vt)+ g(x− vt).

6.13 Pokaza¢, »e wielomian wn(x) = xn − xn−1 + 2xn−2 + 3, gdzie n ∈ N, n > 2, mo»e mie¢ co
najwy»ej dwa rzeczywiste miejsca zerowe.

6.14 Która z liczb jest wi¦ksza: eπ, czy πe?

6.15 Znale¹¢ równanie stycznej do krzywej: 2x2 − 3xy + y2 = 4 w punkcie (3, 2).

6.16 ∗ Udowodnij, »e linia y = mx+ c jest styczna do elipsy x2

a2
+ y2

b2
= 1 je»eli c2 = a2m2 + b2.

6.17 Pas do l¡dowania ma 2 km. Samolot l¡duje na pasie. Odlegªo±¢ mi¦dzy hamuj¡cym samo-
lotem a pocz¡tkiem pasa opisuje wzór: s = c + 100t − 4t2, gdzie t mierzymy w sekundach
od momentu l¡dowania a c jest odlegªo±ci¡ miedzy punktem przyziemienia a pocz¡tkiem
pasa. Niech c = 800m. Znajd¹ odlegªo±¢, jak¡ przebyª samolot po 5. sekundach. Znajd¹
wzór na pr¦dko±¢ samolotu. Znajd¹ punkt P , w którym pr¦dko±¢ samolotu wynosiªa 36
m/s. oka», »e je»eli samolot wyl¡duje przed punktem P , to zatrzyma si¦ przed ko«cem
pasa startowego.

6.18 ∗ Dla x ∈ [0, 2π] znale¹¢ przedziaªy, dla których funkcja y(x) = x− 2 sinx jest rosn¡ca.

6.19 Suma obwodów kwadratu o boku a i koªa o promieniu r wynosi 240. Ile wynosi r, je»eli
suma pól powierzchni osi¡ga wtedy minimum?

6.20 Krzyw¡ de�niujemy jako zbiór punktów (x, y), gdzie x := t2+sin(2t) a y = t+sin(t), t ∈ R.
Znale¹¢ równanie stycznej do krzywej w punkcie, dla którego t = 0

6.21 Znale¹¢ warto±ci a, dla których prosta 9x−y = 14 jest styczna do krzywej y(x) = x3−3x+a
w punkcie x = a.

6.22 Narysowa¢ wykres funkcji maj¡c wykres pochodnej (np. podobn¡ do paraboli) i informacj¦,
»e funkcja przechodzi przez jaki± punkt.

6.23 ∗ W póªkole o promieniu r wpisano trójk¡t równoramienny, którego wierzchoªek le»y w
±rodku koªa. Zbada¢ przebieg zmienno±ci pola S tego trójk¡ta.
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