
Analiza I

Zadania, tydzie« 9

9.1 Wyka», »e ∀x6=0, ex > 1 + x+ x2

2!
+ x3

3!

9.2 Rozwi« (3 przykªady) za pomoc¡ wzoru Taylora w otoczeniu x0 = 0 do n-tego stopnia
wª¡cznie nast¦puj¡ce funkcje:

a) ex

b) sin(x)

c) cos(x)

d) (1 + x)m

e) 1
1+x

f)
√
1 + x

g) 1√
1+x

(te ostatnie podstawiaj¡c odpowiednie m do wzoru ogólnego).

9.3 Rozwi« (2 przykªady) za pomoc¡ wzoru Taylora w otoczeniu x0 = 0 do n-tego stopnia
wª¡cznie nast¦puj¡ce funkcje:

a) ln(x) b) ln(1 + x) c) arctg x d) e
1
x

9.4 Napisa¢ rozwini¦cie funkcji esinx do wyrazów z x3.

9.5 Oblicz za pomoc¡ wzoru Taylora (przypominam, »e chodzi tu o wzór Taylora a nie szereg
Taylora):

a) lim
x→0

sinx
ln(1+x)

b) lim
x→0

sinx
x

9.6 Korzystaj¡c ze wzoru Taylora oblicz granice:

a) lim
x→0

cosx−coshx+x2

x3 sin3 x
b) lim

x→π
4

(tg(x))tg(2x)

9.7 Zbadaj liczb¦ rozwi¡za« równania xx = aa, x > 0, a > 0.

9.8 �wiczenie na de�nicj¦ minimum: dane s¡ funkcje:

f(x) =

{
1 + sin x, x > 0

|x| − 1, x ≤ 0
, g(x) =

{
1 + sin x, x ≥ 0

|x| − 1, x < 0

Zbada¢, czy f i g posiadaj¡ ekstremum w punkcie x = 0.

9.9 Promie« ±wietlny wybiega z punktu A z pr¦dko±ci¡ v1, pada na prost¡ p, zaªamuje si¦ i
biegnie z pr¦dko±ci¡ v2 do punktu B po drugiej stronie prostej p. Jaki musi by¢ stosunek
sinusów k¡ta padania α i k¡ta zaªamania β, by czas potrzebny na przej±cie z A do B byª
jak najkrótszy?

9.10 Znale¹¢ sto»ek o najwi¦kszej obj¦to±ci wpisany w kul¦ o promieniu R.

9.11 Dana jest parabola y = ax2, gdzie a > 0. Znale¹¢ taki punkt na paraboli, »e odcinek
normalnej wystawionej w tym punkcie, zawarty wewn¡trz paraboli jest najkrótszy.

9.12 Zbada¢ (1 przykªad) przebieg zmienno±ci funkcji (nie zapomnie¢ o równaniach asymptot):

a) f(x) = x
2
+ 2

x

b) f(x) = 2x+1
x−4

c) f(x) = x2−3x+2
x2+3x+2

d) f(x) = x2−6x+13
x−3

e) f(x) = 4x−tg(x), x ∈ (−π
2 ,

π
2 )

9.13 Zbada¢ (1 przykªad) przebieg zmienno±ci funkcji:

1



a) f(x) = cos2 x+ 2 sin2 x b) f(x) = sinx cos 2x c) f(x) =
√
sinx2

9.14 Zbada¢ (1 przykªad) przebieg zmienno±ci funkcji:

a) f(x) = x2 lnx

b) f(x) = 1
lnx

c) f(x) = lnx√
x

d) f(x) = ln(sin x)

e) f(x) = e
x
x−1

f) f(x) = x2e
1
x

g) f(x) = etg(x)

h) f(x) = arctg(lnx)

9.15 Pokaza¢, »e je»eli f(x) : [a,+∞[→ R jest ci¡gªa i ma asymptot¦ dla x → +∞, czyli
∃A,B ∈ R, lim

x→+∞
(f(x)−Ax−B) = 0, to f jest jednostajnie ci¡gªa. Pokaza¢ na przykªadzie

poni»szego zadania.

9.16 (Polecam ;) Zbada¢ przebieg funkcji oraz jednostajn¡ ci¡gªo±¢ je»eli f(x) = 3
√
x(x− 1)2.

9.17 Znale¹¢ ekstrema funkcji: f(x) =
(
1 + x+ x2

2!
+ · · ·+ xn

n!

)
e−x,

x ∈ R, n ∈ N+

9.18 Znale¹¢ ekstremum funkcji f(x) =

{
e−

1
|x|
(√

2 + sin 1
x

)
, x 6= 0,

0, x = 0
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