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Zad. 1
Wykaz, ze ponizsze zdania sg tautologiami:
a) [(p=a) Ndl=7
b) (pVa)A (g Vr)=(pVr)
o) [(pvae) = (rAr)] = ('N)
Zad. 2
Wykaz ponizsze twierdzenia:
a) (A\B)U(C\ B) = (AUC)\ B
b) AU(B\C) = (AUB)\ (C'\ 4)
¢) (4\ B)"(C\ D) = (AnC)\ (BUD)
Zad. 3
Roznica symetryczng zbiorow A i B nazywamy zbior A+ B = (A\ B) U (B '\ A). Pokaz, ze:
a) A+ (B+C)=(A~+ B) =+ C (lacznosé);
b) AUB=A+ B+ (ANDB);
c) AN(B+C)=(ANB)+ (ANC) (rozdzielnosc);
d) A\B=A+(ANB).
Zad. 4 Znajdz zbiory:
a) Ax B,gdzie A={ae€R:2°+2-2>0},B={beR:2? -4z +3<0}

b) ZN{z €] -5, +o0l: \x+2|<4}ﬁ{xER cos (Zz) < 2}
c) Ute[2 3] At oraz ﬂf€[2 5) At, gdzie Ay = [t,2t] x [—t,1]
d) Upzsl=u, 5l

¢) U ([=3, 52 N[=3,2)

Wykazaé za pomoca indukcji matematycznej, ze prawdziwe sa nastepujace wzory dla dowolnego
n € N:

a) (1=4) - (1=8) oo (1= ki) = o3,
b) 1+3+32+... +3"=3"

"k n+2
‘f)kle*k—?‘Tn

Zk (k+1)? —n(n+1)(n+2)(3n+5)

TL

e) > (4k —3) =n(2n—1)

k=1

£) Y (6k —2) =n(3n+1)
k=1

g) Y (2k+1)* = %(n +1)(4n* + 8n + 3)
k=1

b)Y kekl=(m+1)-1

(2n—1)! 1
D Vs < eon < vee
Zad. 6

Udowodnij indukcyjnie, ze dla dowolnego n € N prawdziwe sa ponizsze twierdzenia:
a) n” —n jest podzielne przez 7.
b) n3 + 5n jest podzielne przez 6.




c) 34"+2 4 1 jest podzielne przez 10.

d) 132" + 6 jest podzielne przez 7.

Zad. 7

Zbadaj surjektywnos¢ i injektywnosé odwzorowan, dla bijekcji znajdz odwzorowanie odwrotne:
a) Z 9 ks 221 e,

b) Z¢ > (4, k) n—) j+kV2 ER;

) R23 (z,y) = V22 + 12 € R;

d)ZBkr—>2k2 ke {2t p e N}

e) N* 5 (m, n)|—>2m 1(2n—1)€N
IRy dx—z—2 ' eR;
Zad. 8

Zbadaj ograniczono$¢ zbioréw od gory i od dotu, jesli sa ograniczone podaj ich kresy i powiedz czy
kresy naleza do zbioréw.

a) {mv5 —n:m,n € N} ;

b) {";210 :n €N}

c) {zsinz : z €]0,00[};

d) {zeR: 24 <2y
)

[z+2]
e) {z+ 5 :x €la,b[,0 < a < b}
Zad. 9
Zbadaj zbieznosé¢ ciagow (policz granice badz wykaz, ze ciag jest rozbiezny, jesli jest rozbiezny
sprawdZ czy rozbiega sie do +00)
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x) ﬁkzzl (k+2)(k +3)

In(3n%+1)4+2n%4+3n+2
y) n2+2




DK
k=1
Zad. 10
Zbadaj zbieznosé¢ ciagu okreslonego rekurencyjnie:
a) o €] — 1,2, zpy1 = zn(x, — 1);

b) ZTo > 1axn+l =

1
C) To > 5, Tpg1 = 2207

d) 2o =0,Tp41 = V2 -1y ;

e) Tpi1 = % w zaleznosci od g € R.

Zad. 11 Pan Kowalski umiescil na lokacie x ztotych na 1 rok. Oprocentowanie lokaty wynosi p%,
przy czym kapitalizacja odsetek nastepuje co 1/n roku gdzie n jest dodatnia liczba naturalng. Po-
n

kaz, ze po roku Pan Kowalski bedzie miat na lokacie x - (1 + p/}:m) ztotych. Jaka kwote miatby

na lokacie, gdyby kapitalizacja nastepowala nieskoniczenie czesto, to znaczy dla n — co?

Zad. 12 Nieréwnosé¢ Cauchiego miedzy srednimi ma postac:

(aras...a)/* < ai + az Z ot .

gdzie a; > 0 dlai € {1,..,k}, a k jest dodatnia liczba naturalna. Udowodnij ta nier6wnosé¢ induk-
cyjnie dla k postaci k = 2™, gdzie n to kolejne dodatnie liczby naturalne.

Zad. 13 Niech A, = {71“ (1 + i)n} n € N;. Wyznacz zbiory:

a) U,, An
b) N, An
Czy ktorys z tych zbioréw jest otwarty lub domkniety?

Zad. 14 Niech X = (1 + %) ,n € N+}. Wyznacz kres gorny i kres dolny zbioru X. Czy zbiér
X jest otwarty lub domkniety?

Zad. 15 Korzystajac z indukcji matematycznej udowodnié, ze:

P43 45+ .+ (2n—1)3 =n?2n% - 1)

Zad. 16 Korzystajac z indukcji matematycznej udowodnié, ze kazda liczba n > 5 spelnia nieréw-
nos¢:
2" >n?4n—1

Zad. 17 Ciag (a,) okreslony jest rekurencyjnie w nastepujacy sposob:

a”fL
a, +1

a; = 2, Op41 =

Wykaz indukcyjnie, ze ciag (a,,) mozna okresli¢ za pomoca wzoru ogdlnego:
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T on—1
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