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Zad. 1

Sprawdzi¢, które z poni»szych funkcji s¡ metryk¡ w R:
1) ρ(x, y) = (x− y)2
2) ρ(x, y) = |x2 − y2|
3) ρ(x, y) =

√
|x− y|

4) ρ(x, y) = |2x− y|

Zad. 2

Niech (X, ρ) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Sprawdzi¢, »e je»eli rozwa»amy dwa ci¡gi zbie»ne xn,
yn takie, »e limn→∞xn = x oraz limn→∞yn = y, to

limn→∞ρ(xn, yn) = ρ(x, y)

Zad. 3

Rozpatrzmy zbiór X =]−1, 1[ z metryk¡ d(x, y) = min(|x−y|, 2−|x−y|). Sprawdzi¢, »e to metryka

, opisa¢ kule i odcinki w tej metryce oraz sprawdzi¢, czy ci¡g an = n(−1)n
n+1 jest w tej przestrzeni

ci¡giem Cauchy'ego.

Zad. 4

Na przestrzeni R2 rozwa»my metryk¦ miejsk¡ d(x,y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|. Sprawdzi¢, »e zbiory
E = {x : d(x,−c) + d(x, c) < 2a}, gdzie c = (0, c) i 0 < c < a, s¡ sze±ciok¡tami. Znale¹¢ wierz-
choªki tych sze±ciok¡tów (opisa¢ ich wspóªrz¦dne wyara»one przez c i a).

Zad. 5

Zbada¢ otwarto±¢ i domkni¦to±¢ podzbiorów przestrzeni X ⊆ R.
1. X := {0}

⋃
{ 1n , n ∈ N}, A := {1}, B := {0, 1, 2}

2. X := R, A := {x : 1
32 ≥ x

3 − 2x2 + x ≥ 0}
3. X := R, A := {x : x = an, n ∈ N}, a ∈ R

Zad. 6

Sprad¹ ci¡gªo±¢ funkcji w zale»no±ci od parametrów:
a)

f(x) =

 −2 sin(x) dla x ≤ −π/2,
A sinx+B dla − π/2 ≤ x < π/2,
cosx dla x ≥ π/2

b)

f(x) =


x2−5x+6
x2−x−2 dla x 6= −1, 2,
a dla x = 2,
1 dla x = −1

c)

f(x) =

{
x3+x2

sin x dla x 6= 0,
a dla x = 0

d)

f(x) =

{
xn−1
xm−1 dla x 6= 1,

a dla x = 1
,m, n ∈ N

e)

f(x) =

{
ex−1
|x| dla x 6= 0,

a dla x = 0

Zad. 7

Dobra¢ parametry a i b tak, aby funkcja dana wzorem

f(x) =


x+ 1

2 dla x ≤ 0,
x2−9

x2−x−6 + ax+ b dla 0 < x ≤ 3,

(x− 3)2 dla 3 < x



byªa ciagª¡ na prostej rzeczywistej.

Zad. 8

Opieraj¡c si¦ na de�nicji ci¡gªo±ci Cauchy'ego wyka», »e funkcja f(x) = tgh(x) jest ci¡gªa na R.

Zad. 9

Wyznaczy¢ punkty ci¡gªo±ci funkcji f , je±li:
a)

f(x) := limn→+∞
xn−x−n

xn+x−n , x > 0,
b)

f(x) =

{
x(x2 − 1) dla x ∈ Q,
0 dla x ∈ R \Q

c)

f(x) =

{
0 dla x ∈ Q,
sin 1

x dla x ∈ R \Q
d)

f(x) =

{
0 dla x ∈ Q,
1− cos 1

x dla x ∈ R \Q
e)

f(x) =

{
(x− 1)(x2 − 1) dla x ∈ Q,
0 dla x ∈ R \Q

Zad. 10

Zbada¢ jednostajn¡ ci¡gªo±¢ na póªprostej [−1,+∞[ nast¦puj¡cych funkcji:
a) f(x) = ln(1 + x4), b) f(x) = x arc tg(x).

Zad. 11

Które z poni»szych funkcji s¡ jednostajnie ci¡gªe na R?
a) f(x) = tgh(x), b) f(x) = x tgh(x), c) f(x) =

√
1 + x4.

Zad. 12

Sprawd¹ czy podane funkcje sa jednostajnie ci¡gªe na podanych przedziaªach (w zale»no±ci od
ewentualnych parametrów):
a) f(x) = |x| na R, b) f(x) = xµ na R+, c) f(x) = tg(x) na R.
d) f(x) = x

1+|x| na R, e) f(x) = x sin(x) na R, f) f(x) = sin(x2) na [0,∞[.
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