[1I seria zadan domowych - Analiza I
Rézniczkowalnosé funkeji

Zadanie 1 Dla jakich wartosci parametréw a,b,c € R funkcje

f(z):={sinz+b, gdyz> 7, flx):=
axr+b, gdy £ <0

fz) = {|31;’ gdy |z| > ¢, @) ::{\/m, gdy |z| > 1,

ar®+br+c, gdy |z <1,

s
ax+1, gdyz <3, {ax+b, gdy a <0,

1 2
(1arcsinx) e , gdyO0O<ao<l1

x

ar®+b, gdy|r|<c,

sg rozniczkowalne.

Zadanie 2 Zbadaé rézniczkowalnosé funkcji w R danych wzorem

z?arcetgt, gdy x #0,
o= e

0, gdy z =0,

Zadanie 3 Sprawdzi¢ rézniczkowalnosé funkcji w podanych punktach:

f1(2) Vit gdyx #0, () 2% 4 322, gdy z < 2,
xXr) = €T .=
! 0, gdy x =0, 2 log sz+T7x, gdyz>2,

o+, gdyz>1,

o) { 3/3;2(:03%, gdy x # 0, falz) = {x?’ t2?— lgingz, edyz<l,

0, gdy x =0,
Obliczanie pochodnych

Zadanie 4 Obliczy¢ pochodne

(1)

V(e —1)
3lnx+2> y Va2 +1cos(2x+1)

y=Inlntgz, y= 3tg4($2+5x), y = arccosy/ 1 — 2%,

2
y=1In <:C2+\/tga:>, y:arcctg3<

dr+1 3rtl ’
2
y:\/Eaurctlzlxlnfm—1)7 y:;z;i? yzcos?(i;g).
y:arccosx/m, yzlnm.
Zadanie 5 Obliczy¢ pochodne
y = (ctg(x))xg, y = goresing y = g y = (cosz)*Ca?, y = (sin2z)

Zadanie 6 Obliczy¢ dziesiata pochodna funkcji

a) f(z) = ze*, b) f(x) =221 —=, c) z3log(5+2x).

tgx



Zadanie 7 Udowodni¢, ze

F@@]® =3 ( " ) 78 ()9 P ().

Wskazdwka: skorzystaé z zasady indukcji.

Zadanie 8 Znajdz n-ta pochodna funkgji:

x2—1

f(@) = Ba® 430+ (e +1), o) =In— 0

Zadanie 9 Obliczy¢ lewostronna i prawostronna granice funkcji w podanych punktach

_ 1/x _ _ L _ _ € _
) f@)=ael", =0, Bf@)=— 0 z=1, f(e)= ——r, z=0.
2x+ex-1 I+ex
Zadanie 10 Wyznaczy¢ granice:
lim 23 —4z?+4z lim ” cos 3z
z—2 3:3—124m+16 T—3 cosw
: x*—16 : ™ —a™
lim, o x3+251‘2—61‘—16 lim, ., 7 —an
. 171 . 17
llmx_’+oo esinm 11m$_’0 I—EEZZ;E
. ke . g
llmx_,+oo o hmx_>+oo i+:igg
Zadanie 11 Wyznaczy¢ granice:
lim, oz ctg2z lim, 1o Vxlogz
: : 1 T
lim,_,/o(tanz —secz) limg . (@ — ﬁ)
. ]_ 1 . 17
limg—o (s —3)  limeo izt
Zadanie 12 Wyznaczy¢ granice:
lim,_.gcos3xtghx limy, g r2eVe

limg 1 (% - 577_71) lim, .o (ctgw - %)

Zadanie 13 Wyznaczy¢ granice:

lim,_ = (tg(x))"#% limg 4 o0 (logz) =
hmx—>+oo(1 +ex)% limxﬂﬁ (_1‘— 1)$



Zadanie 14 Obliczy¢ granice przy x — 0 nastepujacych funkcji:

11 11 LI
a)f(a:)—ﬁ—m7 b)f(fc)—ﬁ_thm’ C)f(x)_ﬁ_M'
Przebieg funkcji

Zadanie 15 Narysowa¢ wykres funkcji

f(z) = aurctgii+1 —arctgz.

Zadanie 16 Zbadaé przebieg funkcji f : R\]0,1] — R okreslonej wzorem

23
flz) =

x—1

Zadanie 17 Dowies¢; ze (14 z)P > 1+pzx dla x €]1,400[ oraz p €] —00,0] U [1,400].

Zadanie 18 Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznoéci nastepujacych funkeji

(a) f(z) = (1—2?), (2) f(z) =1 — 24z + 5% — 223, (3) f(z) =log|z|.

Zadanie 19 Zbadaj przebieg zmiennosci i naszkicuj wykres funkcji:

23+ 222 — 8z
fl)=—F5—F—

2
4
L @) =I(sing),  f() =2
Zadanie 20 Znalezé ekstrema nastepujacych funkcji
2
x 8 10
== 4= R —1In|z|.
@ f@) =5+ e @ =l

Szeregi Taylora

Zadanie 21 Rozwinaé w szereg Taylora wokét podanego punktu nastepujace funkcje:

a) f(z) = 2t

= T x=0 b) f(x) =sinx — xcos x, z=0,
o) f(x) =3, =3 d) f(z) =/, r=1,
e) f(z)=sinTf,  z=2, £ f@)=cosle,  w=1im

Zadanie 22 Napisa¢ wzor Taylora w xg = 0 dla funkcji

f(z) =In[1+In(1+x)], f(x) = (1+tghx)", f(z) = sin? 2

z—xe ",

Zadanie 23 Policzy¢ za pomocg wzoru Taylora granice limy_, s z3 (Vr+2+vx—2—2/x).



Zastosowania pochodnych
Zadanie 24 Jak z trzech jednakowych desek zrobi¢ rynne o najwiekszym przekroju poprzecznym?

Zadanie 25 Wybraé takie miejsce na budowe mostu przez rzeke, aby diugo$é drogi taczacej
dwa obiekty lezace po réznych stronach rzeki byla jak najmiejsza.

Zadanie 26 Jakie wymiary musi mie¢ prostokat utworzony z kawatka drutu o dtugosci [, aby
jego pole byto najwieksze ?

Zadanie 27 Od kanaltu o szerokosci a odchodzi pod katem prostym kanal o szerokosci b. Jaka
najdtuz sza drewniana belka mozna sptawi¢ z jednego kanatlu do drugiego.

Zadanie 28 Korzystajac z rozwinie¢ odpowiednich funkeji oblicz /e z dokladnoscia do 0.001
postugujac sie rozwinieciem e”.

Szeregi

Zadanie 29 ZnajdZ szereg oraz jego sume limy_ o Sy jesli N-ty wyraz ciagu {Sn }nen sum
czesciowych ma postaé

: N+1 y 2V -1 (-~
(1) SN:T, (17) SN:T, (19i) Sy =

Zadanie 30 Udowodnij tozsamosé

S
arctg—5———— =+

= n“—n+1 2

rozwazajac cigg sum czesciowych Sy = arctgN.
Wskazowka: wykorzystaj tozsamos$é

tga+tg s
1—tgatgp

Zadanie 31 Oblicz granice ciagu sum czeéciowych szeregu, ktérego N-ty wyraz ma postaé .

tg(a+p) =

N

N N
1 n+2 2n+1
Sv=S"—"  sy=S_"T7 gy = T
N nz::léln?—l’ N nz::ln(n+l)2”’ N nz::lnz(n—i-l)z’
1 & (n+1)(Bn+1) N n
— log= Jogr T AR ) —
Sy =log +n§°g nGnid) oW 7;(271—1)2(2714-1)2’
Sy=S" T sy=% ,
2 D) S OV CESY)
AR | ol 1 3
SN:;m7 peN, SNZnZ::lSlnancosﬁ

Zadanie 32 Niech {z, },en bedzie ciagiem malejacym o wyrazach dodatnich. Udowodnij réwnowaznosé
stwierdzen:

(i) Szereg o N-tej sumie czesciowej Zf:f:l Zp jest zbiezny.

(ii )Szereg o N-tej sumie czesciowe] Zgzl nx,2 jest zbiezny.

4



Zadanie 33 Zbadaj zbieznosé¢ szeregu, ktérego N-ta suma czeSciowa ma postaé

N N N
1
Sn=>_ Vn2+1—y/nd+1), Sy=>_ (1—-cos—), Sy=> (V2-1)?,
n=1 n=1 n n=1
N N
alogn+b 1
Sy = Zeclog"+d, a,b,c,d € R, Sy = Z—log(cosﬁ),
n=1 n=1
N N 9 n? N
2 n n+1 n
5= (1h5) " s () - sy
n=1 1+\/5 n=1 n+n+l1 n=1
N nntl N (2n)t2n N (n+5)°
Sy = n=1 SN = 2n SN:Z2TL 27
n=1(2n2+n+1) 2 n=1 " o
N n ! N N 2 n
pen 1 T (n*—1)
SN = , eR SN = —t , SN = ,
N nz::l a0 P N nz::l & oni N nz::l (2n)12n

Zadanie 34 Niech {z,},en bedzie ciagiem o wyrazach dodatnich rozbieznym do +oo. Czy
szereg
log%
In
n=1

jest zbiezny?

Zadanie 35 Znajdz zbiér ztozony z punktéw zbieznosci ponizszych szeregdw

00 an 00 3n 00 logx™
ZQIxn’ Z Qfl Z(lli )logn
n=1 n 1” ogn n=1 ogn
00 00 1\ (-1 np2 00 (n!)2
Z 2+ (—1)™)" 2", Z (1+n> ", Z (an)1 tg" x,
n=1 n=1 n=1
= n [2z+1\" = nd" 2+ (=)
A o 1— )" log™
a n—l—l( v ) o 2 (=)t 2(5—(—1)71) 08
n=1 n=1 n=1



