
1 Zadania z Analizy I � Semestr zimowy 2018-2019

Zadania w kolorze �ceglastym� sa trudniejsze, dla ambitnych ch¦tnych do po¢wiczenia.

Zadanie 1.1

Oblicz
∞∑
n=0

e−xn2xn

n!
−
( ∞∑
n=0

e−xnxn

n!

)2

Zadanie 1.2

Rozwi¡» równanie
∞∑
n=0

((−1)n + (−2)n)enx

n!
= 1

Zadanie 1.3

Obliczy¢ caªki:

1.
∫ x2+5x−1√

x
dx ;

2.
∫ 6x3+x2−2x+1

2x−1 dx ;

3.
∫ 1
sin2 x cos2 x dx ;

4.
∫
tg2x dx ;

5.
∫
(x2 + 5)3 dx ;

6.
∫
(3x+ 5)17 dx ;

7.
∫ 1√

x+1−
√
x
dx ;

8.
∫
cos(πx+ 1) dx ;

9.
∫
cos(4x) cos(7x) dx ;

10.
∫ 1
x2+4x+5 dx ;

11.
∫ 1
x2+x+1 dx ;

12.
∫ 1√
4−9x2 dx ;

13.
∫ 1√
5−x2−4x dx ;

14.
∫ 1
4−x2−4x dx ;
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15.
∫ √1−x2+√1+x2√

1−x4 dx ;

16.
∫ 2x+1−5x−1

10x dx ;

17.
∫
(sin(5x)− sin(5α)) dx ;

18.
∫ x−1
3√
x2
dx .

Zadanie 1.4

Metod¡ podstawienie obliczy¢ caªki:

1.
∫
x
√
x− 5 dx ;

2.
∫ 1
1+ex dx ; 1 + e

x = t lub u = e−x;

3.
∫ x2+3√

(2x−5)3
dx ;

4.
∫ x2−1
(x4+3x2+1)arctg(x+1/x) dx ;

5.
∫ √a2−x2

x4
dx ;

6.
∫ 1
a2 sin2 x+b2 cos2 x dx ;

7.
∫ 3
√
1 + 3 sinx cosx dx ;

8.
∫ sinx√
cosx dx ;

9.
∫ 1
(arcsinx)5

√
1−x2 dx ;

10.
∫ sin(2x)
1+sin2 x dx ;

11.
∫ 1+lnx
3+x lnx dx .

Zadanie 1.5

Metod¡ caªkowania przez cz¦±ci obliczy¢ caªki:

1.
∫
arctgx dx ;

2.
∫
arcsinx dx ;

3.
∫
x cosx dx ;

4.
∫
x3 lnx dx ;

5.
∫
(3x2 + 6x+ 5)arctgx dx ;

6.
∫
cos(lnx) dx (zastosowa¢ dwa razy).
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Zadanie 1.6

Rozbi¢ na uªamki proste nast¦puj¡ce funkcje:

1. 1
(x−2)(x+3) ,

2. x
(x+1)(x+2) ,

3. 1
x(x2−1) ,

4. x−1
x2−2x−3 ,

5. x
(x−1)(x2+1) ,

6. x3+2
2x3+1

a nast¦pnie wyznaczy¢ ich funkcje pierwotne.

Zadanie 1.7

Niech

In =
∫
dx

1
(1 + x2)n

.

Znale¹¢ liniow¡ rekurencj¦ wyra»aj¡c¡ In poprzez In−1, a nast¦pnie wyznaczy¢ caªk¦

∫
dx

x2 + x
(1 + x2)3

.

Zadanie 1.8

Wyznaczy¢ caªki z funkcji trygonometrycznych:∫
dx sin4 x,

∫
dx ctg2 x,

∫
dx tg3 x,∫

dx
1

sinx cos2 x
,

∫
dx
cos3 x
sinx

,
∫
dx

1
sin4 x

.

Zadanie 1.9

Caªkuj¡c przez cz¦±ci udowodni¢ rekurencj¦

In =
∫
eαx sinn x dx =

eαx

α2 + n2
sinn−1 x(α sinx− n cosx) + n(n− 1)

α2 + n2
In−2.

Korzystaj¡c z tego wyniku (przesuni¦cie x) napisa¢ rekurencj¦ dla caªki z funkcj¡ kosinus (tzn.
nie powtarza¢ rachunków).
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Zadanie 1.10

Wykaza¢, »e caªka

In =
π/2∫
0

dx sinn x

speªnia zwi¡zek rekurencyjny

In =
n− 1
n

In−2.

Wykaza¢, »e

I2k =
(2k − 1)!!
(2k)!!

π

2

lub

I2k+1 =
(2k)!!
(2k + 1)!!

gdzie

n!! =

1 · 3 · 5 . . . n, dla nieparzystychn2 · 4 · 6 . . . n, dla parzystychn

Powtórzy¢ rachunki dla caªki

Jn =
π/2∫
0

dx cosn x.

Zadanie 1.11

Niech

In =
π/4∫
0

dx tg2n x.

Wykaza¢ rekurencj¦

In =
1

2n− 1
− In−1.

Zadanie 1.12

Korzystaj¡c z wyników zadania 1.11 obliczy¢ caªki

1∫
0

dx (1− x2)n,
1∫
0

dx
xn√
1− x2

.

Zadanie 1.13

Niech

J(2m, 2n) =
π/2∫
0

dx sin2m x cos2n x.
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Udowodni¢ rekurencj¦

J(2m, 2n) =
2n− 1
2m+ 1

J(2m+ 2, 2n− 2)

a nast¦pnie, korzystaj¡c z zadania 1.11 wykaza¢, »e

J(2m, 2n) =
π(2n)!(2m)!

22m+2n+1m!n!(m+ n)!
.

Zadanie 1.14

Niech dla naturalnych n i m

B(m,n) =
1∫
0

dx xm−1(1− x)n−1

Wykaza¢ rekurencj¦

B(m,n) =
n− 1
m

B(m+ 1, n− 1)

a nast¦pnie równo±¢

B(m,n) =
(n− 1)!(m− 1)!
(n+m− 1)!

Funkcja B(p, q) dla dodatnich argumentów nazywana jest funkcj¡ Eulera drugiego rodzaju.
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