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1. Zbiory otwarte, domkniete, zwarte
(w niniejszym dokumencie granica przedzialu otwartego jest oznaczana nawiasem okrgglym, a domknietego
- kwadratowym)

1.1. Zbadaé otwartosé, domknietos¢, ograniczonosé i zwartosé podanych zbioréw:

(a) A={(z,y) eR?: 25+ y*+23+9%>+2 <0} na plaszezyznie euklidesowej R?

(b) B={(z,y) eR?: 25+ y*+23+9?2+2<0}  na plaszczyznie euklidesowej R?
(c) C={(z,y) eR?: zy>0} na plaszezyznie euklidesowej R?

(d) D={(z,y) e R?: 2y <0} na plaszezyZnie euklidesowej R?

(e) E={(z,y) eR?: |2? +y*— 25| < 24} na plaszczyznie euklidesowej R?

(f) F={0} U U,_,(%,2] na prostej euklidesowej R

(g) G=R?\{(0,0)} na plaszczyznie euklidesowej R?

(h) H=1(0,1) na prostej euklidesowej R

(i) I=(0,1) x {0} na plaszezyznie euklidesowej R?

(G) J=10,1] na prostej euklidesowej R

(k) K =[0,1] x {0} na plaszczyznie euklidesowej R?

2. Cigglos¢ i rézniczkowalnos$é funkcji, pochodne czastkowe i kierunkowe
2.1. Zbadaé ciaglo$é¢ funkcji f(x,y) w punkeie (0,0):
2U +vVz2+y2z +7/$ poza (0,0)

(a) flz,y) = {0 ot +y? w (0.0)

oty poza (0,0)

(b) flz,y) = {’”2+y

0 w (0,0)
(c) flz,y) = {zsini VPVO?; é(;,O)
S
(¢) flx,y) = {§ f:):_pg #0

2.2. Zbadaé ciaglo$¢ i rézniczkowalnosé funkeji f(z,y) w punkcie (0, 0):

B % poza (0,0)
(a) f(z,y) = {y + w (0.0)

B % poza (0,0)
(b) f(z,y) = {y * w (0.0)

B mfiyzzl poza (0,0)
(© f(0) = {y R

24,2 1
(@ + ") sin Va?ty? poza (O’O). Pokazaé, ze f(x,y)
y w (0,0)
(a) jest ciagla w (0,0),
(b) ma nieciagle pochodne czastkowe w (0,0) (w szczegblnosci obliczyé je w tym punkcie),
(c) jest rézniczkowalna w (0,0).

2.3. Niech f(x,y) = {

2.4. Niech f(z,y) = cos [ac + /Ty + erTVTYtsin(@+VTY) | 7nalesé pochodna kierunkows Dz —1f(z,y).
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T boza (0,0)
2.5. Obliczy¢ pochodne mieszane drugiego rzedu funkcji f(z,y) = 03” +y (0 O)’ w punkcie
w )

(0,0) i zauwazy¢, ze sa rézne.
3. Zamiana wspoélrzednych, pochodna funkcji zlozonej, operatory rézniczkowe

3.1. Dany jest operator
2 2

E:x2a—2—&—yz——‘—Q:Lﬂyi—l—xﬁ—ky2 -1
Ox? Oy Oxdy Ox y

i funkcja
x? 2y
gla,y) = —e?"In( =5+ =) .
Y Y €
Obliczy¢ Lg.
wskazowka: znaleZé postac okreslonego we wspdlrzednych biegunowych operatora K = = (r+=) we
or or
T =TrCcosp

wspotrzednych kartezjanskich { )
y=rsing

u = cos(xz +y)
v=sin(z —y

3.2. Wyrazi¢ operator £ = 86—;2 -2 &%y + 83—;2 we wspdlrzednych {

. Jaka jest ogélna

postaé funkcji f spelniajacej Lf = 07
3.3. Obliczy¢ komutator [£, K] = LK — KL operatoréw

0 0 0 0
L=vgita =m0

u = e¥ cos
gdzie ) Y , 1 wyrazi¢ go we wspélrzednych (z,y).
v =e"siny

4. Ekstrema na zbiorach zwartych

4.1. Zmalezé ekstrema funkcji f(x,y) na zbiorze K C R%:
(a) fla,y) =2 +y%e" ¥,  K={(z,y): 2>+y><3}
(wskazdwka: /6 ~ 2,45, In 2 ~ 0,41)
(b) flwy) =Vay*,  K={(z,y): zy>0, z+y<I1}
(© flay) =2*-y*, K={(z,y): 2+y*<1}
4.2. Sposréd wszystkich trojkatéw wpisanych w okrag jednostkowy wskazaé ten o najwiekszym obwodzie.

4.3. (ciekawsze) Gestos¢ p, »2 rozkladu Gaussa o parametrach p i o2 jest dana wzorem

Proo?(®) = s

Dla danej prébki 1, xa, ..., &, znalezé najlepsze estymatory empiryczne wielkosci i 02, tj. takie
ich wartosci, ktére maksymalizuja funkcje

Fluo®{ai}isy) = Hpu,rﬂ(zi) .
i=1
Zalozy¢, ze
(u,0%) € [-R, R] x [0,5%],
R>> [Tmax|
R>S5> |$max - xmin‘ s

Tmax 7é Lmin »

gdzie Tmax 1 Tmin to, odpowiednio, najwigkszy i najmniejszy element zbioru {x;} ;.
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5. Punkty krytyczne

5.1. Znalez¢é i zbadaé¢ punkty krytyczne funkcji f(z,y):
(a) f(z,y) =32® — day® + 2y*
(b) flz,y) =2* -2’y +y
(¢) f(z,y) =sinzcosy

5.2. Niech f(z,y) = —v*(z? + y?) + (2% + 3?)%. W zaleznoéci od znaku v znalezé i zbadaé punkty
krytyczne funkcji f. Poréwnaé wyniki z wykresem funkcji.
(ciekawostka: taki ksztalt ma potencjal pola Higgsa)

5.3. Niech f(x,y) = ay(e® — 1) + zsinx + 1 — cosy. Dla jakich wartosci parametru a punkt (0,0) jest
ekstremum lokalnym funkcji f?

6. Punkty krytyczne funkcji uwiktlanej

6.1. ZnaleZ¢ i zbadaé¢ punkty krytyczne funkcji z(x,y) zadanej w sposéb uwiklany réwnaniem:
(a) 22+ 3y? +42% + 22y + 222 + 10yz +5=0
(b) ZAE +42° =0
(c) LJQFZ’Q By +z=2

6.2. Niech F: R?® — R? F(z,u,v) = (22 +u+v?—12, 23 +u? + v3 — 32). Réwnanie F(x,u,v) = (0,0)
zadaje u i v jako funkcje zmiennej . Obliczy¢ v/ (x) i v'(x) w punkcie (z,u,v) = (1,2,3).

7. Punkty krytyczne warunkowe, mnozniki Lagrange’a

7.1. Zmalezé i zbadaé punkty krytyczne funkeji f(z,y, z) na powierzchni okreslonej réwnaniem
F(z,y,z) =0:
(a) fla,y,2) =2 +y>+2,  Flr,y2)=a?+y*+22 -1
(b) fle,y,2) =a+y+z  Flryz)=it+i+1-1=0
(c) flx,y,z2) = ax?+ by? + cz?, F(z,y,2) =x+y+2z—1 dla a,b,c>0
(d) flz,y,2) =2® +9° +2°  Flayz)=a'+y'+2' -1

7.2. Znalezé minimum i maksimum funkcji f(x,y, z,t) =  + y — 2t na zbiorze

K={(z,y,2,t) eR*: 2>+ +22+t* =1 A z+y=2}.



