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Zadania z Analizy III
seria 2

Niech f(z) = (2 +14)/(z — ). Znalez¢é obraz zbioru S przy tejze homografii, gdy

(a) S={z€C:3z> 0},

(b) S={z=z+iyeC:zx,y>1}.
Znalez¢ przeciwobraz zbioru S = K (ir,r) = {z € C: |z — ir| < r} wzgledem odwzorowania
1) = 2/(1 - 2).
Znalez¢ homografie przeksztalcajaca okrag C(2) = {z € C : |2| = 2} w siebie, punkt z = 4
w punkt w = 0 oraz okrag C(1){z € C: |z| = 1} w linie prosta réwnolegla do osi urojonej.
Sprawdzié, czy podane pary funkcji u(z,y), v(z,y) spelniaja réwnania Cauchy—Riemanna.
Jezeli tak, to znalezé funkcje holomorficzna f(2) taka, ze f(x +iy) = u(zx,y) + v(zx, y).

(a) u(z,y) =" — 62y +y*, v (z,y) = 42’y — day?,

sin (x) cos (x) sinh (y) cosh (y)

(b) u(xay): P} N 27”(1'734): P} X Rl

(cos (x))” + (sinh (y)) (cos (x))” + (sinh (y))

(c) u(z,y) =e 2% cos (12 — y2), v(z,y) = e 2% sin (:1:2 — yQ),

(d) u(z,y) = cos (z* — 3xy?) cosh (32%y — y?), v (z,y) = —sin (z® — 3ay?) sinh (322y — °).
Wyprowadzi¢ réwnania Cauchy—Riemanna w zmiennych biegunowych, to jest dla funkcji

f(z) = U(r,0) +iV(r,0), gdzie r = |z| i § = argz. Wyrazi¢ pochodna f’'(z) za pomoca
pochodnych czastkowych funkcji U i V.

Rozwinaé funkcje f(z) = m w szereg Laurenta wokol z = 0 w obszarach:
(a) |2 <1, (b) 1< |z| <2, (c) |z| > 2.

2’2

m we wszystkich pierécieniach wokét

Znalez¢ szereg Laurenta funkeji f(z2) =
punktu zg = 2.
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Obliczyé¢ / %dz, gdzie ~y jest brzegiem kota o $§rodku w 0 i promieniu 1.
- —
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2 2
) cos* (t)
Obliczy¢ catk ———dt.
tenye calie /0 3+ cos? (t)
Dla |a| > 1 obliczy¢ catk /% d0
a icz r——t
Y ¢ o a-+cosb
Wykazaé, ze dla |a| < 1 zachodzi
/2“ cos? 30d6 _7T1+a2 —a
o l+a?—2acos20 l—a



12. Wykazaé, ze dla |a| < 1 zachodzi

/Q’T de 27
o (I+acosh)?  (V1I—a2)3

13. Wykazad, ze:

© 22dx T
(2) /0 @2+ a2? 1643 (a>0),

h dx _ w(a+2b)
(b) [m (2 +a2)(22 + 22 2ab3(a+ b)2’ (a,b>0),

(© /°° 28dzx B 32
o (zi4at)2 160’

(a>0).

(d) /Ooo @2 fi%fii 2 - 7—Ta2) (e; - eb) » (@,6>0).

14. Dla a,b > 0 obliczy¢ calke: / dx(
0

72 + a?)(x? 4+ b2)’

15. D1 0 obliczy¢ catke: dr———.
a a > 0 obliczyc catke ; z(x2+a2)2

16. Obliczy¢ calke / Va2 — z2dx.
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17. Niech 0 < a < b. obliczy¢ / TT\/(T —a)(b—r).



