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W tym pliku zgromadzony jest wynik pracy grup 8 i 9 realizujacych projekty studenckie ZPS1. Zadanie
polegato na opracowaniu i zapisaniu w postaci pliku TEX notatek Grzegorza Cieciury do éwiczen w pierwszym
semestrze wykladu z Analizy na poziomie R. Materialy zostaly uzupelnione o niektore zagadnienia dotyczace
drugiego semestru. Gdzie tylko bylo to mozliwe, staraliSmy sie zachowaé styl Grzegorza Cieciury.

Materialy te przeznaczone sg do dalszego opracowania i, ostatecznie, wydania w postaci zbioru zadan. Za-
praszamy do korzystania z tego pliku jako materialu pomocniczego do wlasnej nauki. Prosze wzia¢ pod uwage,
ze rozwiazania moga zawiera¢ btedy lub niescistosci. Niektére rozwiazania pochodza od Grzegorza Cieciury, nie-
ktore zadania rozwigzaliémy sami. Uzywanie tego pliku w innym celu niz uczenie si¢ bedzie bardzo niewtasciwe.
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Oznaczenia

R zbiér liczb rzeczywistych
/ zbidr liczb catkowitych
N zbiér liczb naturalnych (przyjmujemy konwencje 0 ¢ N)
Q zbioér liczb wymiernych
C zbiér liczb zespolonych
@ zbiér pusty
{r € X|W(x)} zbidr tych elementéw x € X, ktére spelniaja warunek W(x)
[a, b] zbiér {zx e R| a <z < b}
[a, b] zbiér {x € R|a <z < b}
la, b] zbidr {x €R | a < x < b}
la, b] zbiér {z € R | a < z < b}
= réwna si¢ z definicji (po lewej stronie definiowany obiekt, po prawej definicja)
= réwna si¢ z definicji (po lewej stronie definicja, po prawej definiowany obiekt)
k,l zbibr {n € Z | k <n <1} dla k,l € Z (stad dla k > [ mamy k,l = @)
(TS| skoficzony zbiér uporzadkowany (ciag skoficzony)
X1 x...x X, iloczyn kartezjanski zbioréw, tj. zbiér {(z1,...,2,) | 21 € X1,...,2, € X1}
xn zbior X x ... x X
n czynnikéw
(Zn)nen ciag nieskoniczony (x1,xs,...) numerowany liczbami naturalnymi
{Zn}nen zbiér wyrazéw ciagu (x,,)
M kwantyfikator ogélny (duzy)
3 kwantyfikator szczegbélowy (maly)
=l kwantyfikator wyrazajacy istnienie dokladnie jednego elementu
AUB suma mnogosciowa, tj. zbiér {z |z € A lub z € B}
ANB przecigcie, tj. zbior {z |z € Aix € B}
A\ B réznica mnogosciowa, tj. zbiér {x € A |z &€ B}
A+B réznica symetryczna, tj. zbiér (A\ B)U(B\ A) =(AUB)\ (AN B)
A’ dopelnienie wzgledem danej przestrzeni X, tj. zbiér X \ A dla A C X
yX zbiér wszystkich odwzorowan zbioru X w zbior Y
f(A) obraz podzbioru A C X wzgledem odwzorowania f: X — Y
f~Y(B) przeciwobraz podzbioru B C Y wzgledem odwzorowania f: X — Y
= implikacja w prawa strone
= implikacja w lewa strone
& rownowaznosé zdan
| Al moc zbioru, tj. liczba jego elementéw (lub kardynalno$é jesli A jest nieskonczony)
n! silnia dla n € NU {0}
n!! podwdéjna silnia dla n € NU {0}
() uogdlniony symbol Newtona dla x € R, n € NU {0}

1 Zadania wstepne

1.1 Zasada indukcji

Zasada indukcji wyraza jedna z podstawowych wlasnosci zbioru liczb naturalnych N = {1,2,3,...}. Jest ona
badz aksjomatem, badz twierdzeniem w zaleznosci od tego, jak konstruowany jest zbior N.

ZASADA INDUKCII (ZI). Jezeli T jest podzbiorem zbioru N spelniajacym nastepujace warunki:
1°1eT,
2° Vpenn €T =n+1€T,

to T jest calym zbiorem N, tzn. T = N.



Zasade indukcji stosuje sie do tzw. dowodéw indukeyjnych twierdzen, ktorych teza ma zachodzi¢ dla dowolnego
n € N. W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze twierdzenie:

Vnen Zn,
gdzie Z1,Z, ... sa pewnymi zdaniami, jest rownowazne z twierdzeniem:
{neN|Z,} =N,
moze wiec by¢ udowodnione ,metoda indukcji matematycznej” poprzez sprawdzenie, ze:
1° Zq,
2° VpeN Zn = Znt1.
Zadanie 1.1. (Patryk Michalski) Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé:

1)(n+2
1-2+2-3+...+n(n+1):%.

Rozwigzanie. 1° Dla n =1 teza jest spelniona, bowiem 1 -2 = 1—33

2° Przyjmijmy, ze teza zachodzi dla pewnego n = k € N. Mamy wowczas:

1-242-34.. +k(k+1)+(k+1)(k+2) =

:M+(k+1)(k+2):

3
kk+1)(k+2) 3k+1)(k+2)
= + =
3 3
 (E+1)(k+2)(k+3)
= 3 i
Oznacza to, ze teza zachodzi réwniez dla n = k + 1.
&
Zadanie 1.2. (Patryk Michalski) Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé:
12 192 4 +n2:n(n+1)(2n+1)
e 6 .
Rozwigzanie. 1° Dla n = 1 teza jest spelniona, bowiem 12 = %
2° Przyjmijmy, ze teza zachodzi dla pewnego n = k € N. Mamy wowczas:
k(k+1)(2k+1
12+22+...+k2+(k+1)2:—( * )6( i )+(k+1)2:
k(k+1)(2k+1) N 6(k+1)*  (k+1)[k(2k+1) +6(k +1)]
B 6 6 6 B
(kB + 1)(2k% + 7k + 6) (R +1)(k+2)(2k + 3)
B 6 B 6 '
Oznacza to, ze teza zachodzi réwniez dlan = k + 1.
&

Zadanie 1.3. (Patryk Michalski) Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé:
P43 4. +@2n—-1)7°=n%2n2-1).

Rozwigzanie. 1° Dla n = 1 teza jest spetniona, bowiem 13 =12 (2-1%2 — 1).



2° Przyjmijmy, ze teza zachodzi dla pewnego n = k € N. Mamy wéwczas:

P43+ 212+ (2k+1)3 =

= k22K — 1) 4+ 2k +1)3 = 2k* — k2 + 8k> + 12k2 + 6k +1 =
=2k + 8K + 12k + 8k +2 —k* -2k —1=2(k+ 1)* — (k+1)* =
=(k+1)?[2(k+1)*—1].

Oznacza to, ze teza zachodzi réwniez dla n = k + 1.

&

Zadanie 1.4. (Patryk Michalski) Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n oraz dla dowolnych liczb rze-
czywistych a,b > 0 zachodzi nieréwnos¢:
<a+b>n < a”+b”'

2 2
Rozwiagzanie. 1° Dla n = 1 otrzymujemy réwnoéc¢, czyli wéwczas teza jest spelniona.
2° Przyjmijmy, ze teza zachodzi dla pewnego n = k € N. Mamy wéwczas:

a+b kHia—i—b a+b k<a—|—b ak + bk
2 T2 2 2 2

Wystarczy wykazaé, ze zachodzi:

a+b ak+bk o ak}+1+bk+1

2 2 2

Po redukcji wyrazow podobnych przyjmuje to réwnowazna postac:
(a—b)(a® —b") > 0.

Skoro liczby a, b sa nieujemne, to obydwa powyzsze czynniki sg zawsze tego samego znaku, czyli nieréwnosc¢
jest spelniona. Oznacza to, ze teza zachodzi dla n =k + 1.

&

Zadanie 1.5. (Patryk Michalski) Niech I C R bedzie dowolnym przedzialem. Udowodnié, ze jesli dla dowolnych
liczb a,b € I odwzorowanie f : I — R spelnia warunek:

; (a+b> @+ 1)

2 2 ’
to dla kazdej liczby naturalnej n oraz dowolnych liczb x4, ..., x, € I zachodzi nieréwnos¢:
1+ ...+, flx)+...+ fzn)
f < :
n n
Rozwigzanie. 1° Dla n = 1 otrzymujemy réwnosé, czyli teza jest spelniona. Dla n = 2 teza zachodzi z
zalozenia.

2° Przyjmijmy, ze teza zachodzi dla pewnego n = k € N, przy czym k > 2. Dla dowolnych z1,..., 2541 € 1

mamy wowczas:
T1+ ...+ Tt 1<x1+...+xk N)
pi= = [ 247,

k+1 S 2 k
5 (k—=1)(x1+...+x) +2kxpyr (0 — 1)+ 2pqq
o k(k+1) N n ’



przy czym z,x € I. Stad otrzymujemy:

Ponadto z zatozenia indukcyjnego:

Wobec tego:

co daje:

Oznacza to, ze teza zachodzi dla n = k + 1.

&

Zadanie 1.6. (Patryk Michalski) Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n, dowolnego p € N oraz dowolnych
T1,...,ZTn € [0, 00[ zachodzi nieréwnosé:

<x1+...+xn>p<x’f+...+mﬁ
X .

n n

Rozwigzanie. Biorac f(z) = 2P, I = [0, 00[ w zadaniu 1.5 oraz korzystajac z zadania 1.4 natychmiast dosta-
jemy teze. &

Zadanie 1.7. (Patryk Michalski) Udowodnié, ze jesli dla n € N kazda z liczb €1, ..., &, ma warto$é¢ 1 lub —1,

to zachodzi:
sl\/2+52\/2+...+snf2=2sin E (el+%+...+612;;7_'15")}.

Rozwigzanie. 1° Dla n = 1 teza jest spelniona, bowiem ++v/2 = 2sin(£mr/4).

2° Przyjmijmy, ze teza zachodzi dla pewnego n = k£ € N. Dla dowolnych €1, ..., 541 spelniajacych warunki
zadania mamy wéowczas:

61\/2+52\/2+...+5k+1\/§:51\/2—|—2sin ,

gdzie
L s E92€3 €2 ... Ek+1
@.—Z<€2+T+...+2]€7_1)

Zauwazmy, ze spelniona jest nastepujaca tozsamo$é trygonometryczna:

\/2—5—25111@:\/@ Sin2f+2sin£cos£+coszf =
2 2 2 2
gl ¥

= ‘\/ﬁsing—f—\/ﬁcos%‘ :2‘cos%sin%+sinzcos§‘ =2

sin (§+2)].

W naszym przypadku modutl jest zbedny, bowiem |¢| < 7/2. Po podstawieniu do wyjsciowej réwnosci
otrzymujemy:

2t ea2 ot V3 = 2esin (T4 ) =2 (T4 £)]

Po uwzglednieniu definicji ¢ wnioskujemy, ze teza zachodzi dla n =k + 1.



Zadanie 1.8. (Patryk Michalski) Niech /,, oznacza maksymalna liczbe czesci, na ktére mozna podzieli¢ plasz-
czyzne n prostymi. Wykazaé, ze zachodzi:

1
l,=1+ §n(n+ 1).
Rozwiazanie. Proste Ly,..., L, dziela prosta L,+1; na co najwyzej n + 1 odcinkdow i pétprostych, a zatem
In+1 < I, +n + 1. Stad, skoro I3 = 2, to na mocy nietrudnej indukcji mamy I, < 1+ %n(n +1). Z kolei

ograniczajac si¢ do takich ukladéw prostych, ktore sa parami nieréwnoleglte oraz ktorych zadna tréjka nie
przecina sie w jednym punkcie, otrzymujemy réwnos$é zamiast powyzszej nieréwnosci. Stad teza. &

Przyktad 1.1. (Patryk Michalski) Bardzo czesto proste dowody indukcyjne przeprowadza sie w sposéb nie-
jawny, zastepujac wywod formalny wielokropkiem, na przyktad:

1 1 _1 I

n n+1) n+l n+1’

! + ! +... 4+ L (-1 + L] +... 4+
1-2 23 777 nn+l) 2 2 3)

l+z+ +n_1— lfl + ifl + + #,l ——1,l

20 31 7 a1l 2! 2! 3l (n—1)! =n!) n!’

1+1++1_11+11++1 1_11
2 4 T om T 2 2 4 on—=1_ on | ™ on’

Ty =2Tn_1 = Tp=2Tpn_1=222p_0=20,_3=...=2""1g.

Przyklad 1.2. (Patryk Michalski) Doéé czesto bywa tak, ze mocniejsze twierdzenie moze byé (przynajmniej
subiektywnie) latwiejsze do udowodnienia. Dla przyktadu rozwazmy trzy twierdzenia:

| J 1
Tw. 1.: 5-arccos 3 € Q.

Tw. 2.: JeSlicg =1, ¢; = % oraz dla wszystkich n € N zachodzi ¢,41 = %cn — ¢p—1, to dla dowolnego n € N
mamy ¢, # 1.

Tw. 3.: Jedli zp = x1 = 1 oraz dla wszystkich n € N zachodzi z,4+1 = 22,, — 92,1, to dla dowolnego n € N
mamy 3 { .

Niewatpliwie Tw. 1. jest najtrudniejsze, a Tw. 3. — najlatwiejsze do udowodnienia (wystarczy prosta indukcja
wzgledem n). Wykazemy, ze zachodzi:

Tw. 1. <« Tw.2. <« Tw. 3.

Zauwazmy, ze T, := 3"c, spelnia zalozenia Tw. 3., zatem mamy wynikanie Tw. 3. = Tw. 2. Ponadto ¢, :=
2km

cos n, gdzie p := arccos %, spetnia zalozenia Tw. 2. Gdyby za$ bylo spelnione ¢ = =7, wtedy ¢, = cos(2km) =
1, co prowadzi do sprzecznoéci. Mamy wiec réwniez wynikanie Tw. 2. = Tw. 1. Stad wynika zadana teza.

Ot67 niekiedy dowdd indukcyjny mozna uproéci¢ lub wrecz umozliwi¢ poprzez wzmocnienie dowodzonej
tezy:

e Nieréwnosé 1+ % +...+ % < 2 dla dowolnego n € N trudno bezposrednio udowodni¢ indukcyjnie, tatwo

natomiast dowie$¢ twierdzenie mocniejsze: 1 + % + ...+ 2% =2— 2% dla dowolnego n € N.

e Dla wszystkich n € Nliczba z,, := 14+3+...4(2n—1) jest kwadratem liczby naturalnej. Dowdd indukeyjny
jest tatwiejszy dla mocniejszej tezy: x,, = n?.



e Zadnego z oszacowai F < an < ﬁ dla a,, : % nie da sie dowie$¢ indukcyjnie, da sie za$ dowiesé

mocniejsza teze: \/m <a, < \/nliﬂ

Zadanie 1.9. (Patryk Michalski) ZASADA MINIMUM dla zbioru N: Kazdy niepusty podzbiér F' C N ma element
najmniejszy.

Rozwiazanie. Przeprowadzimy dowd6d nie wprost. Przypuéémy, ze F' nie ma elementu najmniejszego. Wezmy
zbiér T :={n € N:Vycpn < f}. Wtedy:

1° 1 €T, gdyz w przeciwnym razie 1 € F', czyli 1 byloby elementem najmniejszym zbioru F.

2° neT =n+1eT, gdyz w przeciwnym razie liczba n + 1 bylaby elementem najmniejszym zbioru F'
Stad zasada indukcji daje T =N, leczn € FF = n ¢ T, azatem FF C N\T = &, co prowadzi do sprzecznosci. &
Uwaga. Latwo tez pokazaé, ze zasada minimum implikuje zasade indukcji, czyli moze by¢ przyjeta jako aksjo-
mat réwnowazny z zasada indukcji. Istotnie, niech 7' C N spelnia 1° i1 2°, ponadto przypusémy, ze F := N\T # &.
Niech n € F bedzie najmniejszym elementem zbioru F. Wtedy n > 1 (gdyz 1 € T, czyli1 ¢ F) orazn—1¢ F,
a wiec n — 1 € T. Stad wobec 2° zachodzi n € T, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze n € F'.
1.2 Mocna zasada indukcji
MocNA ZASADA INDUKCII (MZI). Jezeli podzbiér T' C N spelnia warunki:

1*1eT,

2* Vpen LnCT =>n+1cT,

toT =N.
Oczywiscie zatozenia MZI sa stabsze od zalozen ZI, tak wiec faktycznie ZI jest besposrednia konsekwencja MZI,
tzn. MZI jest mocniejsza od ZI.

Dowéd. Wezmy zbiér pomocniczy T" := {n € N|1,n C T'}. Wowczas:
1° 1 € T’ (oczywiste) oraz
2°nel =>n+1eT, gdyZnET/él,inCTgn—i-leT, czyliln+1cTen+1ecT,
a wiec T' spelnia zalozenia ZI. Stad T' = N, czyli Vpen 1,n C T, skad T = N. &
Uwaga. Obydwa warunki 1* oraz 2* mozna dla wygody zastapi¢ jednym:
Vpen L,n—1CT=necT.

Zadanie 1.10. (Patryk Michalski) Udowodnié, ze jesli 1 = 1 oraz xp41 = 1+ 21 + ... + x,, dla dowolnego
n €N, to z, =271

Rozwigzanie. 1" Dla n =1 teza jest spelniona z definicji.

2* Przyjmijmy, ze teza zachodzi dla wszystkich n € 1, k, gdzie k € N. Mamy wéwczas:

1— 2k
Tpp1 =14z +... —1+Z231—1+Z2j—1+ —5 =2k,

Oznacza to, ze teza zachodzi dla n = k + 1.

&
Zadanie 1.11. (Patryk Michalski) Udowodnié, ze jesli 1 = 1 oraz xp4q = %jj(w"ﬂ) dla dowolnego
nEN,toxn:%—i—%—l—...—l—%.

Rozwiazanie. 1% Dla n = 1 teza jest spelniona z definicji.



2* Przyjmijmy, ze teza zachodzi dla wszystkich n € 1, k, gdzie k € N. Mamy wéwczas:

14 .. 4 ap+ (zp+1) 1 k k-1 2
Te41 = :k: 1

g b2
k1 et gty e

_k+2 1+ +1 1 1+2+ +k—l
k41 20 TR E+1\2! 3t " k)
Przypomnijmy, ze jest spelnione:

l+z+ +k—17 lfl + lfl + + ;,l fflfl
20 30 T Kooo\1r 2! 2! 3! (k-1 k') K

Stad po podstawieniu dostajemy:

S
T T Ty T T e

Oznacza to, ze teza zachodzi dla n = k + 1.

&

Zadanie 1.12. (Patryk Michalski) Udowodnié, ze jesli 1 = 1, o = 5 oraz &p42 = Tpy1 + 2, dla dowolnego
n €N, to z, =2" + (—-1)".

Rozwiazanie. 1% Dlan =1 oraz n = 2 teza jest spelniona z definicji.

2* Przyjmijmy, ze teza zachodzi dla wszystkich n € 1, k, gdzie k > 2, k € N. Mamy wéwczas:
Tpy1 = ap +2rpq =28 4 (=1)F 422871 o (—)kTl = okl ()R

Oznacza to, ze teza zachodzi dla n = k + 1.

&

Zadanie 1.13. (Patryk Michalski) Udowodnié¢, ze jesli z,, > 0 oraz z,42 < A - max{x,,zp41} dla A € ]0,1] i
dowolnego n € N, to istnieje C' > 0 takie, ze dla wszystkich n € N zachodzi z,, < C'- A"/2.

Rozwiagzanie. Dobierzmy C tak, by zadane oszacowanie zachodzilo dlan=1in = 2:

C:= max{xl)\*l/Q,xQ/\*l}.
Stosujac MZI sprawdzamy ltatwo, ze zachodzi ono wowczas dla wszystkich n € N. &
Uwaga. Z MZI wynika bezposrednio jeszcze inna, niekonwencjonalna zasada indukcji:

T CN,
1eT, 2€T, =T=N,
Voen non+1CT=n+2€T

dajaca schemat dowodu indukcyjnego szczegélnie wygodnego np. do badania ciagéw okreslonych przez rekuren-
cje postaci 19 = @(Tn, Tnt1); patrz powyzsze dwa zadania. Trywialne jest uogdlnienie takiej zasady indukcji,
polegajace na zastapieniu liczby 2 dowolna liczba k£ € N (dla k¥ = 1 mamy wtedy zwykla ZI). Inne, réwnie
trywialne uogélnienie daje zastgpienie zbioru N zbiorem postaci [, 00 dla | € Z.

1.3 Wazne nieré6wnosci

Zadanie 1.14. (Aleksandra Oszmian) Ktéra z nastepujacych dwdch liczb jest wigksza?

109%9/10001, °°%/10000

Rozwigzanie. Niech n = 10000 oraz ? oznacza jedna z nieréwnosci - < lub >. Wéwczas:



(n41)w ? nw-T
(n+1)n"1t 72 pn

n

17 e
Chcemy skorzystaé z nieréwnosci Bernoulliego:
T = (n+ D))" = m+D(1-m7)">n+1)(1-25)=n+l-n=1
Okazuje sie wiec, ze 7 to <, a zatem 10001 70008 < 100009955 . &

Zadanie 1.15. (Patryk Michalski) NIEROWNOSCG BERNOULLIEGO. Dla wszystkich z € R spelniajacych = > —1
oraz dla dowolnego n € N zachodzi (1 + x)™ > 1 4+ nz, ponadto nieréwnos¢ staje sie réwnoscia wtedy i tylko
wtedy, gdy n =1 lub z = 0.

Rozwigzanie. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny.
1° Dla n = 1 otrzymujemy réwno$¢, czyli teza jest spelniona.
2° Przyjmijmy, ze teza zachodzi dla pewnego n = k € N. Mamy wéwczas:
I+ =1+2)1+2)*> A +2)Q+kx)=1+kr+x+ka® > 14 (k+ 1)z
Oznacza to, ze teza zachodzi dla n = k + 1.

&

Zadanie 1.16. (Patryk Michalski) UOGOLNIONA NIEROWNOSC BERNOULLIEGO. Dla wszystkich a,b € R spel-
niajacych a > 0, a + b > 0 oraz dla dowolnego n € N zachodzi (a + b)™ > a™ + na™'b.

Rozwiazanie. Z nieréwnosci Bernoulliego wynika:
n n b " n b n n—1
(a+b)"=ad"{1+—=-) 2d"[1+n-—)=a"+na"""b.
a a

&

Zadanie 1.17. (Patryk Michalski) Udowodnié, ze jesli x; -...-x, = 1 oraz x1,...,x, > 0 dla dowolnego n € N,
tox1+...+x, = n.

Rozwigzanie. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny.
1° Dla n = 1 otrzymujemy rownosé, czyli teza jest spelniona.

2° Przyjmijmy, ze teza zachodzi dla pewnego n = k € N. Zalézmy dodatkowo bez straty ogdlnosci, ze
0 <z <...<a < xpyp. Skoro z1 - ... - k41 = 1, to musi byé spelnione x1 < 1 < xx11. Wobec tego
mamy:
1+ xe+ . T = (1T 22+ )+ (L —z) (TR — 1) +1 >k + 1

>k z zal. ind. >0

Oznacza to, ze teza zachodzi dla n = k + 1.

&

Zadanie 1.18. (Patryk Michalski) NIEROWNOSC CAUCHY EGO. Dla dowolnego n € N oraz wszystkich ay, ..., a, €
R spelniajacych ay,...,a, > 0 zachodzi:

a4+ ... +an

= Alay,...,a,) > Glay,...,an) == (a1 -...-a,)*'",
n

przy czym nieréwnos¢ staje sie réwnoscig wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = ... = a,.



Rozwiazanie 1. Dowdd w wersji Cauchy’ego opiera si¢ na nastepujacej niekonwencjonalnej zasadzie indukeyj-
nej:
TCN,
1eT,
Voen ne€T =2neT,
Voen nel = 1,777‘ cT

=T =N.

1° Twierdzenie Z; jest trywialne (otrzymujemy réwnosé).

2° Dowodzimy Z,, = Zoy:

G(ahaz» cee ;a2n) = G(\/a1a27 Vazyg, ..., \/a2n71a2n) < A(\/a1a27 Vazg, ..., \/a2n71a2n) <

aitaz asta azn—1+az _
<A( 12 2, 32 4,..., = 3 ")—A(al,ag,...,agn).

Ostatnia nieréwnos¢ wynika z monotonicznosci sredniej arytmetycznej wraz z nieréwnoécia vab < “7“’
dla dowolnych a,b € R spelniajacych a,b > 0. Nietrudno wykazaé, ze nier6wnos¢ ta staje sie réwnoscia
wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.

3° Dowodzimy Z,, = Z,,, dla m < n. Przyjmijmy a := G(aq, ..., an). Mamy wéwczas:
1
G(a,...,am)=G(a1,...,am, a,...,a) < A(ar,...,am,a,...,a) = — (a1 + ...+ am + (n —m)a) =
N—— n
n—m razy
m m-—n
= gA(al,...,am)—F G(ay,...,am),

co daje natychmiast A(ay,...,am) = G(a1,...,an).

&

Rozwiazanie 2. Przeprowadzimy dowdd indukeyjny z wykorzystaniem uogélnionej nieréwnosci Bernoulliego.
Przyjmijmy A, = A(ay,...,a,) oraz G, := G(as,...,a,). Wykazemy, ze zachodzi Z,, = Z,.1. Niech A :=

Gnt1 — Ay, wtedy Apt1 = An + n%_l, wiec z uogdlnionej nieréwnosci Bernoulliego:

(Ans1)"" = (An+ n—i—l) > (An)" H (AR)" A= (A)" (A + A) =
= (An)n Opt1 2 (Gn)n Up+1 = (Gn+1)n+1 .
&
Rozwigzanie 3. Teze otrzymujemy bezposrednio po zastosowaniu nieréwnosci z zadania 1.17 do wielkosSci
x; = a;/G(a1,...,a,), gdzie i € 1, n. &

Zadanie 1.19. (Patryk Michalski) Udowodnié, ze dla dowolnego n € N i wszystkich ay,...,a, € R spekliaja-
cych ay,...,a, > 0 zachodzi:
% = H(ay,...,an) < Glay,...,ay) = (a1 ... an)/™
ot ta

An

Rozwigzanie. Z nieréwnosci Cauchy’ego wynika:

H(ay,...,an) = <
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P p\1/p
Uwaga. Niech A,(a1,...,a,) = (m) dlan e N, p#0, ay,...,a, > 0. Wtedy A7 = A jest

n

$rednig arytmetyczng, a A_; = H — érednia harmoniczng. Mozna wykazaé, ze lim, .o A,(a1,...,a,) =
G(ar,...,an) = Ag(ar,...,an), i ze tak otrzymana funkcja R 3 p — A,(a1,...,a,) jest, przy ustalonych
ai,...,a,, rosnacy funkcjg p. Wymaga to metod rachunku rézniczkowego oméwionych w dalszej czeéci zbioru.

Zadanie 1.20. (Patryk Michalski) NIEROWNOS¢ SCHWARZA-CAUCHY EGO. Dla dowolnego n € N i wszystkich
TlyeeesTnyYly---,Yn € R zachodzi:

1/2

< (zw%) I
i=1 j=1

n
E TilYi
i=1

ponadto nieréwnoéé staje sie réwnoscia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A € R takie, ze dla wszystkich i € 1,n
jest spelnione y; = A\z; (przyjmujemy przy tym, ze nie wszystkie sposréd z1,. .., , oraz nie wszystkie spoérod
Y1y .-, Yn Sa rOWNe zero).

Rozwigzanie. Dowodzona nieréwno$é¢ wynika bezposrednio z tozsamosci Lagrange’a:

n

n n n 2
(Z xf) Zy? - (Z xi?/i) = % Z (ziy; — %‘yi)2~
i=1 j=1 i=1

ij=1

Wykazmy te tozsamosé, rozpisujac obydwa sktadniki po lewej stronie znaku réwnoéci:

n n n 2 n n n n n n
<Z xf) Zy? - (Z xi?ﬁ) = Z 33?%2—2%2?}12— Z TiYiljYj = Z Z %22/]2— Z TiYjTiYi =
i=1 j=1 i=1 i=1

ij=1 ij=1 i=1 j=1,j#i ij=1

1 n
=3 Z (wiy; — wjyi)*.

4,j=1

Jezeli istnieje A € R takie, ze dla wszystkich ¢ € 1, n jest spelnione y; = Ax;, to z tozsamosci Lagrange’a wynika,
ze nieréwno$é¢ Schwarza-Cauchy’ego staje sie réwnoscia (suma po prawej stronie znaku réwnosci w tozsamosci
znika). By nieréwnos$é stawala sie réwnoscia, dla wszystkich z1,..., 2,41, .., Yy, € R musi byé spelnione:

n

> (wiy; —zm)* = 0.

ij=1

Oznacza to, ze dla dowolnych 4, j € 1,n zachodzi x;y; — z;y; = 0. Jezeli dla pewnego i € 1,n mamy x; = 0, to
musi by¢ réwniez y; = 0, bo istnieje j € 1,n, j # i takie, ze z; # 0. Wobec tego dla dowolnego ¢ € 1,n istnieje
takie A\; € R, ze y; = A;x;. Stad dla dowolnych 4,5 € 1,n mamy z;\jx; — x; 2 = x25(\ — A;j) = 0, czyli
nier6wno$¢ staje sie rownoscia dla Ay = ... = A, = A. &

Zadanie 1.21. (Patryk Michalski) Udowodnié, ze dla dowolnego n € N i wszystkich aq,...,apn,b1,...,b, € R
speliajacych a; < ... < a, oraz b; < ... < b, zachodzi:

(a1 4 ...+ an) (b1 +...+by) <nlarby + ...+ anby),
przy czym nieréwnosé staje sie réwnoscia wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = ... =a, lub by = ... =b,.
Rozwigzanie. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny.

1° Dla n = 1 otrzymujemy rownosé, czyli teza jest spetniona.
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2° Przyjmijmy, ze teza zachodzi dla pewnego n = k € N. Mamy wéwczas:

k k k k k
(Z ai + ak+1> D b+ bra | < (Z ai + ak+1> > b brar | + > (ansr — ai)(brgr — i) <
=1 =1 i=1 =1 i=1
k k k1

< nzaibi + (n+ Dagt1bp+1 + Zaibi =(n+1) Z a;b;.

i=1 i=1 i=1

Oznacza to, ze teza zachodzi dla n = k + 1. Zauwazmy, ze z postaci skladnika dodanego powyzej w
pierwszym kroku do lewej strony nieréwnosci wynika, ze dowodzona nier6wnos¢ staje sie rownoscia wtedy
i tylko wtedy, gdy a1 = ... =a, lub by = ... = b,.

&

1.4 Inne zadania na zasade indukcji

Zadanie 1.22. (Aleksandra Oszmian) Wieza Hanoi: lamigléwka polega na przenoszeniu wiezy z klockéw z
lewej na prawa po jednym klocku tak, by po drodze wigkszy klocek nigdy nie lezal na mniejszym.

Znalez¢ odpowiednia rekurencje oraz wykaza¢ indukcyjnie, ze minimalna liczba ruchéw potrzebna do przenie-
sienia wiezy z n klockow wynosi 2™ — 1.

Dowdd. Réwnanie rekurencyjne okreslajace liczbe krokéw potrzebnych do rozwiazania problemu dla n krazkdw:
Lin)=L(n—-1)+1+L(n—1)

Po pierwsze, L(n) < L(n — 1)+ 14 L(n —1).

W pierwszym kroku przektadamy n — 1 krazkéw na jeden ze stupkéw, co wymaga co najmniej L(n — 1) ruchéw.
Nastepnie n-ty krazek przekladamy na drugi stupek, co wymaga jednego ruchu. Pozostate n — 1 krazkow prze-
ktadamy na n-ty krazek, co wymaga co najmniej L(n — 1) ruchéw.

Z drugiej strony, L(n) > L(n — 1) + 1+ L(n — 1). Wynika to z nastepujacego rozumowania:

Aby moéc poruszyé n-ty krazek, trzeba najpierw zdja¢ wszystkie lezace na nim krazki, tak by po ich zdjeciu
jeden ze stupkow pozostal wolny. A wiec ze stupka 1 przektadamy n — 1 krazkow na stupek 3. Do momentu gdy
na pierwszym stupku pozostanie tylko n-ty krazek nie ma znaczenia, czy rzeczywiscie sie¢ on tam znajduje, a
wiec do tego momentu sytuacja upraszcza sie do rozwiazania problemu wiez Hanoi dla n — 1 krazkéw (ktére-
go minimalna liczba ruchéw wynosi L(n — 1)). Na przelozenie n-tego krazka potrzeba jednego ruchu. Po jego
przetozeniu znéw trzeba przetozyé¢ krazki 1, 2, ... , n — 1,

co wymaga co najmniej L(n — 1) ruchéw. Zatem L(n) = L(n—1)+ 1+ L(n —1).

Zmnalezione réwnanie rekurencyjne mozemy przedstawi¢ w postaci jawnej.

Piszemy L(n) =1+2-L(n—1) <= L(n)+1=2+2-L(n—1)=2-(L(n— 1)+ 1). Niech Ly(n) = L(n) + 1.
Wéwezas La(n) = 2La(n — 1). Jest to réwnanie okreslajace ciag geometryczny o ilorazie réwnym 2 takie, ze

L(1) = Ly(1) = 2L5(2) =4, ..., Ly(n) = 2"
A zatem L(n) = 2" — 1, co nalezalo wykazac. &

Zadanie 1.23. (Patryk Michalski) Na plaszczyznie lezy n k6t o jednakowych promieniach i roztacznych wne-
trzach. Wykazaé, ze mozna tak pokolorowaé te kota 4 barwami, by zadna para két stycznych nie byta pomalowana
tym samym kolorem.

Rozwiazanie. Teza jest oczywista dla n < 4. Przyjmijmy, ze Z,, zachodzi i dane sa kota K;,..., K, 1. Niech
koto K,,+1 ma $rodek najbardziej oddalony od ustalonego punktu Py. Wtedy K, 11 jest styczne do najwyzej 3
kot sposéréd Ko, ..., K,,. Stad wynika, ze zachodzi Z,, 1.

Zadanie 1.24. (Patryk Michalski) Niech k,, bedzie maksymalna liczba czesci, na ktére mozna podzieli¢ sfere
n okregami. Wykazaé, ze k, = n? —n + 2.
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Rozwigzanie. Przyjmijmy, ze Z,, zachodzi i dane sg okregi C,...,C,. Okregi C1,...,C,, dziela okrag Cy 11
na co najwyzej 2n tukéw, wiec mamy:

kpp1 <kn+2n<n®—n+2+2n=n*+n+2=n+1>*-(n+1)+2.
Oznacza to, ze zachodzi Z,11. Dla okregéw wielkich na sferze nieréwnos$¢ staje si¢ réwnoscia, skad wynika
teza. &

1.5 Wtasnos$ci funkcji

Zadanie 1.25. (Arkadiusz Kobus) Udowodnié, ze jezeli f : X — X speklia Vo € X 3In, € N: f"=(z) = x, to
f jest bijekcja. Definiujemy f™ w nastepujacy sposéb: f9 :=idy oraz f**!:= fo f™.

Rozwigzanie. f jest suriekcja, bo dla dowolnego x € X mozemy znalezé ' € X, ktére spelnia f(a') = =,
biorac 2’ = f™=~!(z). Sprawdzmy czy f jest iniekcja. Zatézmy, ze f(z) = f(2'). Wiemy, ze x = f"=(x), ale to
oznacza réwniez, ze x = f=(x) = f" (" (z)) = f?"(z). Iterujac ten argument otrzymamy, ze x = f<m= ()
dla dowolnego k € N, czyli w szczegdlnodci réwniez x = f"='"=(x). Podobnie mozemy zrobié¢ dla ' otrzymujac
x' = freme(z'). Korzystajac z zalozenia f(z) = f(a') otrzymamy, ze f*(z) = f*(z2') dla kazdego k € N, co
ostateczne pozwala nam zapisa¢ x = fM='"=(z) = f™'"= (') = 2, czyli f jest iniekcja. &

Zadanie 1.26. (Arkadiusz Kobus) Udowodnié, ze dla funkcji f : X — Y, ¢g:Y — X zachodzi:
(a) fog jest iniekcja = ¢ jest iniekcja
(b) f og jest suriekcja = f jest suriekcja
(¢) fog jest bijekcja = f jest suriekcja oraz g jest iniekcja

Rozwigzanie.

(a) Dow6d przeprowadzimy nie wprost. Zalézmy, ze f o g jest iniekcja oraz g nie jest iniekcja, wiec istnie-
ja elementy y1,y2 € Y,y1 # yo dla ktérych zachodzi g(y1) = g(y=2). Stosujac do tej réwnosci obustronnie
funkcje f otrzymujemy f(g(y1)) = f(g(y2)), czyli f o g nie jest iniekcja, co prowadzi do sprzecznosci z
zalozeniem.

(b) Jezeli f og jest suriekcja to oznacza, ze dla kazdego y € Y istnieje ¢y’ € Y, takie ze f(g(y')) = y. Nie mniej
jednak widzimy od razu, ze f tez jest suriekcja, bo dla kazdego y € Y istnieje x € X, taki ze f(x) = v,
mianowicie nalezy wybraé x = g(y’).

(¢) Trywialne na mocy poprzednich podpunktéw, natomiast wniosek ten bedzie istotny w zadaniu 1.27.

Zadanie 1.27. (Arkadiusz Kobus) Udowodnié, ze dla funkcji f : X — Y zachodzi:
(a) f jest iniekcja <= f ma lewa odwrotnosé (czyli istnieje g : Y — X takie, ze go f =idx)
(b) f jest suriekcja <= f ma prawa odwrotnosé¢ (czyli istnieje g : Y — X takie, ze fog =idy)
Rozwigzanie.

(a) Jezeli f jest iniekcja to mozemy wybraé dowolny element xy € X, a nastepnie skonstruowaé dobrze
zdefiniowana lewg odwrotno$¢ w nastepujacy sposob:

{fl(y) jezeli y € f(X)
xo jezeliy ¢ f(X)

Jezeli za$ f ma lewa odwrotnosé g, to wtedy go f jest bijekcja, i na mocy 1.26.c wynika, ze f jest iniekcja.

9(y) =

(b) Jezeli f jest suriekcja to oznacza, ze dla kazdego y € Y zbiér f~1({y}) # @. Wybierzmy dowolny element
tego zbioru (nazwijmy go x) i zdefiniujmy wéwczas g(y) = . Tak zdefiniowane g jest prawa odwrotnoscia
f. Jezeli zas f ma prawa odwrotnosé, to na mocy 1.26.c wynika, ze f jest suriekcja.
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Uwaga. W konstrukcjach lewych i prawych odwrotnosci skorzystaliSmy z tego, ze jezeli jaki§ zbior jest niepu-
sty, to mozemy wybraé z niego jakis element i uzywaé w dalszych rachunkach. Procedura ta wydaje sie nie by¢
podejrzana, natomiast korzystajac z niej mozna udowodni¢ twierdzenia, ktére wielu matematykom wydawaly
si¢ by¢ paradoksalne, stad tez podczas dowodéw w dziedzinie podstaw matematyki przyjat sie zwyczaj pisania
explicite, kiedy uzywa sie tej techniki. Aksjomat, ktéry pozwala na wykonywanie takich rachunkéw nazywa si¢
aksjomatem wyboru. Matematycy, ktérzy nie uzywaja aksjomatu wyboru zazwyczaj wykorzystuja aksjomatyke
ZF (od nazwisk Ernsta Zermela i Abrahama Fraenkla, ktérzy skonstruowali komplet aksjomatéw wykorzystywa-
nych w teorii mnogosci), zas matematycy wykorzystujacy aksjomat wyboru korzystaja z aksjomatyki ZFC (ZF
+ Choice Axiom). Naszych konstrukeji lewych i prawych odwrotnosci nie mozna dokonaé korzystajac z aksjo-
matyki ZF, poniewaz istnieje tych odwrotnoéci jest réwnowazne aksjomatowi wyboru. Poza dziedzing podstaw
matematyki aksjomat wyboru jest zawsze zaktadany implicite ze wzgledu na jego przydatnosé.

Zadanie 1.28. (Arkadiusz Kobus) Udowodnié, ze dla f : X — Y oraz ¢1,¢92 : Y — X takie, ze g1 o f = idx
oraz f o gs = idy, zachodzi g1 = go.

Rozwiazanie.
g1=gioidy =gio(foge)=(g10f)oge=idxoga =g
&

Uwaga. Funkcje, ktéra jest zaréwno lewa jak i prawa odwrotnoscia f nazywamy odwrotnoécia f i oznaczamy
jako f~!. Korzystajac z zadania 1.27 otrzymujemy, ze kazda bijekcja ma odwrotnoéé. Zbiory, miedzy ktérymi
istnieje przynajmniej jedna bijekcja, nazywamy réwnolicznymi. Na mocy zadania 1.28 réwnolicznosé zbioréw
jest relacja réwnowaznosci, czyli jest to relacja zwrotna, przechodnia i symetryczna. Relacje réwnowaznosci sa
wazne, poniewaz dzielg nam obiekty na tak zwane klasy réwnowaznosci (zwane réwniez klasami abstrakeji).
Obiekty z tej samej klasy sa dla danej relacji rownowazne, a sama klasa staje sie elementem przestrzeni ilorazo-
wej, czyli zbioru klas réwnowaznosci. Czesto dzialania na klasach réwnowaznosci sa wygodniejsze niz dzialania
na prostszych elementach, przykltadowo liczby rzeczywiste mozna definiowaé jako klasy rownowaznoSci zbiez-
nych ciaggdéw liczb wymiernych, a wektory styczne do powierzchni jako klasy réwnowaznosci krzywych na tej
powierzchni. Klase réwnowaznosci dla relacji ~ opisanej na zbiorze S do ktérej nalezy element x € .S oznaczamy
[x]~, a przestrzen ilorazowa oznaczamy S/ ~. Teoria mnogosci, czyli wspoélczesna teoria zbioréw, zostala stwo-
rzona do Scistego opisu relacji réwnolicznosci, ktéra byta prosta do zrozumienia dla zbioréw skonczonych, jednak
opis rownolicznosci zbiordéw nieskonczonych jest wysoce nietrywialny. Klasy réwnowaznoéci relacji réwnoliczno-
$ci nazywamy liczbami kardynalnymi, a zamiast méwié, ze jakis§ zbiér nalezy do liczby kardynalnej, méwimy
ze jego moc jest réwna danej liczbie. Liczby kardynalne dla zbioréw skoticzonych to liczby naturalne (dla zbio-
ru pustego 0), a dla zbioréw nieskonczonych istnieje ogromna rodzina liczb kardynalnych, ale najwazniejsze z
nich to moc zbioru liczb naturalnych (na zbiory o tej mocy méwimy ze sa przeliczalne) oraz moc zbioru liczb
rzeczywistych, ktéra nazywa sie continuum. Teraz sprébujemy udowodnié kilka nieoczywistych réownolicznodci.

Zadanie 1.29. (Arkadiusz Kobus) Podaé przyktad bijekcji f : X — Y oraz wyznaczyé f—1:

=10,1[Y = [-2,2)\{-1,1}

(a) X

(b) X =2,Y = Z\3Z (dla liczb rzeczywistych k, m definiujemy kZ + m := {kn+m | n € Z})
() X =R,Y =R\Z
(d) X =N2,Y =N

Rozwigzanie.

(a) Zbior Y sklada sie z trzech spéjnych sktadowych: [-2,2]\{-1,1} = [-2, —1[U] — 1,1[U]1,2]. Jedna skta-
dowa jest otwarta, za$ dwie sa jednostronnie otwarte. Sprébujmy podzielié zbiér X na trzy sktadowe
tego samego rodzaju, przykladowo ]0,1[= ]0 l] U ]1 ,2[ U [%71[. Skonstruujmy teraz bijekcje pomie-

3 373
dzy skladowymi odpowiedniego rodzaju. Najprostszym wyborem jest funkcja liniowa, wiec dla bijekcji
f1:]0, 3] — [-2,—1[ wystarczy narzucié¢ f1(0) = —1 oraz fi (3) = —2, rozszerzy¢ do funkcji liniowej, a

nastepnie usunaé¢ punkt (0, —1). Réwnanie na f; wyglada nastepujaco: fi(x) = —3z—1, funkcja odwrotna
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wyraza si¢ wzorem f; '(y) = %_1 Bijekcje fo : |5, 2[ —] — 1,1[ oraz f5 : [2,1] —]1,2] konstruujemy
analogicznie. Ostatecznie:

—3z—1na |0, =41 na [-2, 1]
f(z) = 695—311&}17% ) = %na]—l,l[
-3z +4 na f%l[ #na]l,ﬂ

Zbiér Y najlatwiej scharakteryzowaé rozpatrujac nastepujacy podzial (modulo 3): Z = (3Z) U (3Z 4+ 1) U (3Z + 2),
wiec Y = (3Z + 1) U (3Z + 2). Z drugiej strony zbiér X mozna podzieli¢ modulo 2: Z = (2Z) U (2Z + 1).
Sprébujmy znalezé bijekcje f1 : (2Z) — (3Z + 1) oraz fo : (2Z + 1) — (3Z + 2). Prostym przyktadem
bedzie:

3242 1y 27, 1 =2 na 3Z+1
= - - 3
f(.’E) {31’;% na 27 +1 f (y) {2y31 na 37 + 2
Podzielmy zbior X na dwie czesci: %Z oraz R\%Z. W ten sposob uzyskujemy przeliczalnie wiele spdj-
nych sktadowych zbioru X ktore w sposéb identycznosSciowy mozemy przeksztalcié w Y, to znaczy
fi:R\LZ >z 2 € Y. W ten sposéb w zbiorze Y nie zobrazowaliémy jeszcze (R\Z)\(R\3Z) = 3Z\Z = 1 + Z.
Zaréwno ta czedé, jak i %Z C X sa przeliczalne, a przyktadowa bijekcja niech bedzie fs : %Z Sxr—2r+ % € % + Z.

(@) :{ z na R\3Z ) :{ y na R\1Z

1.1 2y—1 1
2:c+2nazZ T na2+Z

f najlatwiej wyobrazi¢ sobie w postaci tabelki:

"T1 2 3 4 5
1|1 3 6 10 15
2 12 5 9 14
314 8 13

417 12

5 |11

f(1,n) jest ciagiem liczb znanym jako liczby tréjkatne, spelniaja one relacje:

nin—1)

f(lin)=14243+...4+n= 5

z czego zamknieta formule mozna latwo udowodni¢ indukcyjnie. Korzystajac z tej relacji mozemy zapisaé
rekurencyjny wzér na f:
- 1+ W dlan=1
f(m,n) = {f(m+1,n—1)+1 dlan #1

Iterujac powyzszy wzor rekurencyjny n — 1 razy otrzymamy:

(m+n71)27(m+n71)+2+n717 (m+n)?—3m—n+2

fmn)=fm+n—-1,1)+n—-1= ) 9

Zeby znalezé f~1(k) sprobujmy znalezé najpierw indeks przekatnej r na ktérej lezy k w tabeli. Wynika z
tego uktad nieréwnosci:

r(r—1) r(r+1)
— <k ———=
2 2
Rozwiazujac lewa nieréwnos¢ na r otrzymamy:
-1 1—+1+48k 1++1+48k
77'(7'2 AP S Y N 724— <r< itV FOR 2+
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A prawa nier6wnosé:

1 —-1—-+1 k —14++/1 k
% = rP4r—2k>0 < Tg%\/r?%%

Koniunkcja obu warunkéw da nam:

k<

—14+1+8k <)o 1+ 1+ 8k
2 b 2

Widaé, ze szerokosé tego przedzialu wynosi 1, a ze przedzial jest jednostronnie otwarty to zawsze istnieje
tylko jedno catkowite r nalezace do tego przedzialu, co pozwala nam wyrazi¢ r w sposob:

. [—1+\g1+78ﬂ

Wiemy, ze najmniejsza wartoscia funkeji znajdujaca sie na r-tej przekatnej to f(r, 1) = Tg_i;“ Zaczynajac
od tej wartosci mozemy dotrzeé¢ do liczby k poruszajac sie po przekatnej | = k — f(r,1) razy. Sledzac
wspOlrzedne podczas tego procesu z punktu (r, 1) dotrzemy do punktu (r — 1,1 + ). Mozemy podstawié
znane wartoéci i otrzymaé f~! w postaci:

YRy =0 —11+D) =+ fr,1)—kk+1—f(r1)= (W‘kak—ﬁ—’—?n)

z czego podstawienie wartosci r jedynie zmniejszy czytelnosé wzoru, wiec zostawimy wynik w takiej postaci.

&

Zadanie 1.30. (Aleksandra Oszmian) Niech f : X — X bedzie odwzorowaniem. Wykazaé nastepujaca réwno-
waznosé:

[f jest bijekcja] <= [VA1, A2 C X f(A1NA) = f(A1)N f(A2)].
Rozwigzanie. Aby udowodni¢ réwnowaznosé, nalezy wykazaé oba wynikania, ”<=" oraz "=—".

Najpierw dowiedziemy réwnosé f(A;NAs) = f(A1)N f(A2) przy zalozeniu injektywnosci f. Zwykle by pokazaé
rowno$é zbioréow, wykazuje sie zawierania w obie strony - 7C” oraz " D”.

(C) Niech a € A1 N Ag, tzn. a € Ay oraz a € As. Oczywiscie wiec f(a) € f(A41) oraz f(a) € f(A2). Za-
tem a € f(A1) N f(Az). Zauwazmy, ze nie zalozenie o injektywnosci f nie bylo potrzebne.

(D) Wezmy y € f(A1) N f(Az2). Oznacza to, ze istnieja ay i az zawarte odpowiednio w A; i Ay takie, ze
f(a1) = f(a2) = y. Z injektywnosci f wynika, ze a; = aq, a zatem jest to element zbioru Ay N Ag, co oznacza,
ze y jest elementem obrazu zbioru A; N As.

Pozostalo udowodni¢ wynikanie ”<=". Dowdd przeprowadzimy metoda ”nie wprost”.

Przypusémy, ze VA1, Ay C X f(A1 N Asg) = f(A1) N f(Az) dla pewnej funkeji f nie bedacej injekcja. Istnieje
wtedy przynajmniej jedna para aj, as taka, ze f(a1) = f(a2) oraz a; # as. Rozwazmy zbiory Ay = {a1},
Ay = {az}. Wowcezas Ay N Ay = () oraz f(A; N Ay) = 0, ale z drugiej strony f(A1) N f(As) = f(A1) # 0.
Otrzymalisémy wiec sprzecznosc. &

Zadanie 1.31. (Arkadiusz Kobus) Niech f : X — Y, A; C X,B; C Y. Wykazaé¢ nastepujace réwnosci i
zawierania oraz poda¢ przyktady dla ktérych zawieranie jest wlasciwe:

() f (U Az) = J (4

i€l i€l

(b) f <ﬂ Al) c () f(A)

el i€l
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(c)

(d)

()
(f)

A UB | =U sy

jeJ jeJ
OB =N 1By
jedJ jeJ

Ai C f7Hf(A))
F(F71(By)) = f(X) N B;

Rozwigzanie.

(a)

(b)

Jezeli y € f (U Ai>, to znaczy, ze istnieje k € I oraz x € Ay, takie ze f(x) =y, stad tez y € U f(AY).
i€l iel
Doktadnie ten sam argument dziata w druga strone.

Jezeli y € f (ﬂ AZ-), to znaczy, ze dla kazdego k € I istnieje xp € Ay, takie ze f(xx) = y, stad tez

iel
y € m f(4;). Zawieranie jest wladciwe na przykltad gdy f : R 2 —0€ R, a Ay ={k} dlak e I =R.
iel
Wowczas f <ﬂ Ai> — f() = 2 < {0} = ({0} = () £(4).
iel iel iel

Jezeli z € f71 U B; |, to znaczy, ze istnieje k € J oraz y € DBy, takie ze f(xr) = y, stad tez
jeJ
T € UjeJ f71(Bj). Dokladnie ten sam argument dziala w druga strone.

Jezeliz e f~1 ﬂ Bj; |, to znaczy, ze istnieje y € Y, takie ze dla kazdego k € J zachodzi f(z) =y € By,
jeJ
stad tez x € m FY(By). Jezeli x € m f1(B;), to znaczy, ze dla kazdego k € J istnieje yx € By, takie
jed jeJ
ze f(x) = yi, ale wéwczas otrzymujemy, ze dla kazdych m,n € J zachodzi y,, = f(z) = yn, wiec réwniez
f(.’l?) S m Bj.
jeJ

Jezeli x € A;, to oznacza, ze f(x) € f(A;), ale dzieki temu réwniez x € f~1(f(A;)). Zawieranie jest
wlasciwe na przyklad gdy f: R 2 2 +— 0 € R. Woéwezas {0} C f~1(f({0})) = f~1({0}) =R.

Jezeliy € f(f~1(Bj)) to oznacza, ze istnieje z € f~1(B;), takie ze f(z) = y, stad tez wiemy, ze y € f(X),
ale réwniez € f~1(Bj) = f(x) € B;, wiec réwniez y € B;. Jezeli zas y € f(X) N Bj, to znaczy, ze
istnieje = € X taki, ze f(x) =y € Bj, wiec réwniez x € f~1(B;), co oznacza, ze f(z) =y € f(f1(B;)).

&

2 Algebra zbioréow

Zadanie 2.1. (Arkadiusz Kobus) Wyrazié¢ poprzez operacje teoriomnogosciowe (U,N,\,") na zbiorach A, B,C
nastepujace zbiory:

(a) {reX|z€A = z€B}
(b) {reX|z€A < z€ B}
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(c) {xe X |z e Aalbox e B}
(d) {reX|2€eAd = (r€B < z€(C)}
Rozwiazanie.

(a) Rozwazmy implikacje p = ¢. Jezeli znamy prawo zaprzeczenia implikacji to wiemy, ze zdanie =(p = ¢q)
jest réwnowazne p A —q. Zaprzeczajac obu zdaniom dostaniemy, ze [-—(p = ¢q)] <= [~(p A —¢q)]. Lewa
strone uproscimy do p = ¢ stosujac prawo podwéjnej negacji (——a <= «). Prawa strone uproscimy
do postaci =pV ——¢ na mocy prawa De Morgana, nastepnie za$ zastosujemy prawo podwdjnej negacji aby
otrzymaé —p V ¢. Ostatecznie dostajemy réwnowaznosé [p = ¢q] <= [-pV ¢q|. Otrzymana réwnowaz-
noé¢ nazywa sie prawem eliminacji implikacji. Rezultat mozemy zweryfikowaé patrzac na tabelke wartosci

logicznych:
plg|p—4(g
0|0 1
01 1
110 0
111 1

Gdy wyraziliémy implikacje za pomocy operacji V, A, = to mozemy latwo przettumaczy¢ warunek wyréznia-
jacy zbidr za pomocg operacji teoriomnogosciowych, mianowicie [x € A = z € B] <= [z ¢ AVzx € B,
wiecc{reX |z2€A = zeB}={zeX|z¢AVvreB={reX |a¢ AlUu{reB}=A"UB.

(b) Réwnowaznoéé p <= ¢ jest niczym innym co obustronna implikacja (p = ¢)A(p <= q). Oznacza to, ze
{reX|z€eA = zeB={reX|2€A = ze€B}n{reX|xzeA=uxec B} Oba te zbio-
ry juz wiemy jak zapisaé¢ na mocy poprzedniego podpunktu, wiec{x € X |z € A < 2 € B} = (A UB)N(AUDB’).

(¢) Spdjnik ,albo” oznacza alternatywe rozlaczna i definiujemy w nastepujacy sposob:

p | q | palbog
00 0
011 1
110 1
111 0

Nalezy rozrézniaé¢ spéjnik ,albo” (alternatywa rozlaczna) oraz spéjnik ,lub” (alternatywa). Patrzac na
tabelke warto zwr6ci¢ uwage, ze zdanie (p albo ¢) oznacza to samo co —(p <= ¢). Odpowiadajacy
spéjnik teoriomnogosdciowy to réznica symetryczna oznaczana symbolem = (spotyka sie tez oznaczenie
symbolem A).

Z definicji wiec {x € X | « € A albo x € B} = A + B, co mozna tez zapisa¢ przy pomocy poprzedniego
podpunktu jako [(A’UB)N(AUB")]) = (A'UB)YU(AUB')Y =(AnB)U(A' NB).

{reX|zeAdA = (re€B <= z€(C)}={reX|z¢AV(zreB < z€(C)} =
=AU{zeX|zeB < zeC}=AU[(BuUul)n(Buc)
Najprostszymi postaciami odpowiedzi jest jedna z ponizszych postaci:
Sumacyjna posta¢ normalna: (p1 Npe N+ NpE)U (@1 Ng N N@gr)U---U(riNraN---Nry)

Tloczynowa postaé¢ normalna: (p1 UpaU---Upg) N (g1 Uga U Ugp)N---N(riUrgU---Ury,)

gdzie zbiory p;,q;,m € {A, B,C, A’, B’,C"}. Kazda kombinacje teoriomnogosciowa zbioréw mozna zapisaé
w obu tych postaciach, a sg one wazne poniewaz wiele twierdzen z zakresu podstaw matematyki przybiera
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wyjatkowo prosta postaé, jezeli wykorzystywane zbiory bedziemy zapisywaé¢ w takiej postaci. Zeby zapisaé
odpowiedZ w sumacyjnej postaci normalnej wykorzystamy rozdzielnosé¢ sumy i iloczynu wzgledem siebie
nawzajem dla zbioru (B’ U C) N (B U (") rozdzielajac najpierw druga, a potem pierwsza sume:
(B'UC)N(BUC") = [(B'UC)NB|U[(B'UC)NC’] = (B'NB)U(CNB)U(B'NC")U(CNC") = (BNCU(B'NC)
OdpowiedZ w sumacyjnej postaci normalnej to A’ U (BN C)U (B'NC").

&
Zadanie 2.2. (Patryk Michalski) Wykazaé tozsamosci:
(a) AU(B\C) =[(AUB)\ClU(ANC),
(b) A\[B\ (C\ D) =(A\B)U[ANC)\ D],
() AUAyU...UA, = (A;\ A2) U (A3 \ A3)U...U(Ap_1\ 4,) U A,
(d) AfUAU...UA, =[A1\ (A3U...UA)|U...U[An_1 \ An]UA,,
(&) AfUAyU...UA, = (A1 \ A2) U (A3 \ A3)U...U(Ap_1\ A) U (A \ AU (A NAan ... N Ay).

Rozwiazanie. We wszystkich ponizszych podpunktach P oznacza wyrazenie po prawej stronie znaku réwnosci,
a L — wyrazenie po lewej stronie znaku réwnosci.

(a) Zauwazmy, ze zachodzi:

P=[(AUB)NC'MU(ANC)=[(ANCHYUBNCHNUANC)=[(ANCHU(ANC)|U(BNC") =
=AU(BNC)Y=Au(B\C)=L.

(b) Zauwazmy, ze zachodzi:
L=An[BNn(CnD")] =An[B'Uu(CnND")]=(AnB)U(ANCND") = (A\B)U[(ANC)\ D] = P.
(c) Zawieranie P C L jest oczywiste. Jezeli x € L, to istnieje k := max{i € 1,n|z € A;}. Wowczas jedli k # n,
to x € A \ Agt1, czyli zawsze zachodzi « € P. Stad L C P, a wigc L = P.
(d) Dowdd przebiega analogicznie jak w podpunkcie (c).
(e) Zawieranie P C L jest oczywiste. Jezeli x € L, to zachodzi jedna z mozliwosci:

1° Gdy z € A1 N...N A,, to jasne jest, ze x € P.

2° Gdy dla I := {i € I,n|z € A;} mamy @ C I C 1,n, to zachodzi co najmniej jeden z trzech
nastepujacych przypadkéw:

e n¢I; wtedy x € Ay \ Agy1, gdzie k :== max [,

encl 1&I wtedy x € 4, \ Ay,

e 11, wtedy z € Ay \ Ag+1, gdzie k :=max{j|1,j C I}.
We wszystkich tych przypadkach zachodzi = € P.

Mamy wiec z € P. Stad L C P, czyli L = P.

Zadanie 2.3. (Patryk Michalski) Niech k,I,n € N beda liczbami takimi, ze n +1 =k +1, a Ay,..., 4, —
danymi zbiorami. Wykazaé, ze L = P, jesli:

L := (suma wszystkich przecigé k zbioréw sposréd Ag, ..., A,) = U (A, N .. NA),
i1 <...<ig

P := (przecigcie wszystkich sum [ zbioréw sposéréd Ayg, ..., A,) = ﬂ (Aj, U...UAj).
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Rozwiazanie. Niech X oznacza przestrzen zawierajaca wszystkie Ay, ..., A, np. X = A1 U...UA,,. Okre$lmy
funkcje r : X — NU {0} wzorem:

r(z) == |I(z)|, gdzie I(z) :={i € 1,n|x € A;}.

Wtedy z definicji L={z € X |r(z) >k}, P={z € X|n—r(z) <l} =L. &
Zadanie 2.4. (Arkadiusz Kobus) Wykazaé, ze:

w Uaaz e (Ya )y (N a)

iel iel i€l
(b) Zawieranie z podpunktu (a) moze by¢ wlasciwe
(¢) [JinBy) (UA) N (UBl)
i€l i€l iel

(d) Zawieranie z podpunktu (¢) moze by¢ wlasciwe

(e) Zawieranie z podpunktu (c) staje sie réwnoscia jezeli I = N oraz ciagi zbioréw A, B sa wstepujace (méwimy,
ze ciag zbioréw S jest wstepujacy, jezeli Vi € N: S, C S,11)

Rozwigzanie.
(a) Wezmy dowolny = € (J;c;(A4:\B;). Wiemy, ze istnieje indeks k € I, taki, ze x € Ay, ale v ¢ By. Oznacza
to, ze @ € (U;es 4i), a takze ze x & (Nier Bi), wige wiemy, ze z € (U;e; 4i) \ (Nyes Bi) -
(b) WeZzmy przykladowo I = {0,1}, Ag = &, By = {0}, A; = {1}, By = {0, 1}. Wéweczas:
J(Ai\Bi) = (40\Bo) U (41\B1) = (2\{0}) U{1}\{0,1}) =ou@ =2

el

(U Ai) (ﬂ B; ) (Ao U AD\(Bo N By) = (@ U {IH\({0} N {0, 1}) = {1}\{0} = {1}

i€l iel
Jako dodatkowe ¢wiczenie sprobuj znalezé inny przyklad demonstrujacy zawieranie wlasciwe (istnieje
przyklad w ktérym wszystkie zbiory maja co najwyzej 1 element).
(c) Wezmy dowolny = € | J,;o;(A; N B;). Wiemy, ze istnieje indeks & € I, taki, ze x € Ay oraz x € By. Oznacza
to, ze € (U;e; Ai), a takze, ze x € (U;c; Bi), wiee wiemy, ze z € (U;c; 4i) N (U,e; Bi) -
(d) Wezmy przyktadowo I = {0,1}, Ag = @, By = {0}, A1 = {0}, B = @. Wéwczas:

AN By) = (40N By) U (AN By) = (N {0})U({0}no)=oUo =2
iel

(U/h) <HB> (Ao U A1) N(ByUBy) = (@U{0}) N ({0} Uu@) = {0} n{0} = {0}

el el

(e) Wezmy dowolny z € (U;e; 4i) N (Use; Bi). Wiemy z tego, ze @ € J;eny As oraz @ € (J;o Bi. Niech
ia € N bedzie takim indeksem, ze x € A;,, a ip € N bedzie takim indeksem, ze x € B,;,. Oznaczmy
ip = max{ia,ip}. Z tego, ze A i B sa wstepujace wiemy, ze © € A;, oraz ze x € B;,, czyli takze
x € Aj, N By, z czego wynika, ze | J;c;(A; N By).

&
Zadanie 2.5. (Patryk Michalski) Uprosci¢ warunki:

(a) (A1 UB)N (AU B) = B,
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(b) (A\C)UB=AUB,
(c) (ANB)UC]\A=(ANB)\C.

Rozwiazanie. (a) Odp.: 41 N Ay C B.
Wystarczy zauwazy¢, ze (A1 UB)N (A2 UB) = (41 N A3) U B.

(b) Odp.: AnC C B.
Niech A; := ANC oraz Ay := A\ C. Mamy wéwczas A = A; U As. Cheemy, by zachodzilo Ay U B =
Ay UA>UB. Stad A1 C As U B, co wobec roztacznoéci Ay i As oznacza, ze A; C B.

(¢) Odp.: AnBC C C A.
Niech D := AN B. Chcemy, by zachodzilo (DUC)\ A= D\ C. Stad (D\ A)U(C\ A) =D\ C, czyli
C\A=D\C,bo D\ A= o z definicji zbioru D. Wiemy jednak, ze C'\ A1 D\ C sa zawsze rozlaczne,
dostajemy wiec C'\ A = @ oraz D\ C = &. Wobec tego C C A oraz D C C.
&

Zadanie 2.6. (Patryk Michalski) Wykaza¢, ze A+ B C (A+ C)U (C + B), oraz ze zachodzi réwnowaznos¢:
A-C)Nn(C+B)=9 < ANBCCCAUB & A+-B=(A=+C)uU(C=+DB).
Rozwigzanie. Przyjmijmy oznaczenia odpowiednich zbioréw jak na ponizszym rysunku:

B

N
\Y

A c

Mamy wéwezas L :== A+ B =1U2U4Ub, atakze A+-C =1U3UbHBU6, B-C =2U3U4U6, czyli
Pi=(A+C)U(C+B)=1U2U3U4U5U6 = (AUBUC)\ (ANBNCQC). Zatem P = L U R, gdzie
R:=3U6=(A=C)N(C+ B). Zbiory L i R sa rozlaczne, otrzymujemy wiec teze. &

Uwaga. Z powyzszego zadania wynika, ze jesli | X| < oo, to wzoér d(A, B) := | A+ B] okresla metryke w zbiorze
2% Ponadto dla tej metryki ,,odcinek” zdefiniowany jako:

(A, B] == {C | d(A, B) = d(A, C) + d(C, B)}
ma postaé {C € 2X | ANB C C C AU B}.

Zadanie 2.7. (Aleksandra Oszmian) Opisa¢ i naszkicowaé na plaszczyznie zbiér

Ul y) eR?:2? + 4 <k(z —y)}.
kEZ

Rozwiazanie. Niech S = U Ap,tzn. S ={(z,y) eR*:Fk € Z 2> +y* <k(z—1y)}.

keZ
Rozwazmy warunek 3k € Z 2% + y? < k(x — y). Gdy = = y, to prawa strona zeruje sie i jedynym punktem
(7,y) € R? spetiajacym warunek 22 + 32 < 0 jest (0,0). Gdy z # y, moze zachodzié = > y lub x < y. W przy-
padku = > y, aby rozwazana nieréwno$¢ byla niesprzeczna, musi by¢ k£ > 0. Natomiast w drugim przypadku,
gdy x < y, musi byé¢ k < 0.

Niech # > y i k > 0 oraz ustalone (z,y). Nieréwnosé¢ 22 + y? < k(z — y) zapisujemy jako "L;fzz < k. Na
mocy aksjomatu Archimedesa takie k istnieje.

x+y; < —k, gdzie —k > 0. Podobnie, na mocy

Gdy y > z i k < 0, rozwazana nier6wnos¢ mozna zapisac =
aksjomatu Archimedesa takie k istnieje.

Ostatecznie S = R*\{(z,y) : x =y, = # 0}.
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Zadanie 2.8. (Aleksandra Oszmian) W pewnej bitwie co najmniej 80% walczacych stracito reke, co najmniej
85% stracito noge, co najmniej 70% stracito oko, a co najmniej 75% stracito ucho. Jaki jest minimalny procent
uczestnikow tej bitwy, ktorzy odniedli wszystkie obrazenia?

Rozwiazanie. Definujemy zbiory nastepujaco:
X - zbidér wszystkich oséb walczacych w bitwie

Aj - zbiér oséb, ktére stracity noge
A - zbibr oséb, ktére nie stracily nogi
|A;| > 0.8|X], |A]] < 0.15|X]|

Ay - zbiér oséb, ktére stracity reke
Al - zbibr oséb, ktére nie stracily reki
|[Az| > 0.8|X], |A5] < 0.2|X]

As - zbiér oséb, ktére stracily oko
A% - zbidr oséb, ktére nie stracily oka
|As| = 0.7)1 X, |A%] < 0.3|X]|

Ay - zbidr os6b, ktére stracity ucho
Al - zbiér oséb, ktoére nie stracily ucha
|A4| = 0.75| X, |A}| < 0.25]|X]|

A; N Ay N A3 N Ay - zbidr oséb, ktére stracily wszystko
(A1 NAsNAsN Ay) = AL U AL U AL U Al - zbidr oséb, ktére nie stracily przynajmniej jednej z wymienionych
czesel ciala

Zachodzi |(A1 N Ax N As N Ay)| = |Af U AU AL U A < |Ar] + |Aa] + | 43| + |A4] = (0.3 4+ 0.2 +0.25 +
+0.15)|X| — 0.9]X].

[((AyNAsNAsN Ay > (1-0.9)]X|=0.1|X]

Zatem nie mniej niz 10% uczestnikéw bitwy odniosto wszystkie obrazenia. &

Zadanie 2.9. (Krystian Gladych) Dla danego ciagu zbioréw A, As, ... definiujemy

liminf A,, := U ﬂ Ap, limsup A,, := ﬂ U Ay

neNk>n neNk>n
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Wykazaé, ze zawsze [, An C liminf A,, C limsup A4,, C |J,, A, Przekonac¢ si¢ o tym dla

(—1)™n 4n — 15
n+1’ 2n—7

A, =

Rozwiazanie. Jak wynika z definicji,

liminf A,, = {z € X| x nalezy do prawie wszystkich A,,}

limsup A,, = {z € X| x nalezy do nieskonczenie wielu A, }

A1: _1711 aAQ: g7z7
2°5 33
3 4 5 5
Ag= =23, A= |2,1],45 = [-2,2].
3 |:473:|7 4 |:5a:|a 5 |:673:|
4n—15

Ciag (42=12) roénie dla 1 <n < 3idlan >4, dazy do 2, a jego najwiekszy wyraz to 4322 = 3. Ciag ((_nll:")
dazy do —1 dla n nieparzystych i do 1 dla n parzystych, czyli

Stad teza. Dla przykladu mamy

mAn = {1},liminf A,, = [1,2[,limsup 4, UA =] -1,3].

Zadanie 2.10. (Krystian Gladych)
a) Wyznaczy¢ zbior J, o, {z € R? | 21 + 23 < n (21 — 22)}.

(
(b) Wyznaczy¢ zbior |, ey {z € R? | 23 + 223 — 3nay + 4nxs < 0},

)
)

(c) n1{$€R2|$2 n$1} {x€R2|x1>Olubx2 a:l}.
)

(d) Wyznaczyé zbiér ;- | K,, gdzie K, := { € R? | 1% + 2} — 3nzy + 4nas < 25} (kola, ktérych brzegi
przechodza przez punkty (4,3) i (—4,—3)).

(e) Wykazad, ze zbiér Z := {m €ER? | 21 > 0,20 > 0,717 > 8} jest zawarty w zbiorze
Un, {:c €ER? | (z1 — n)2 + (2o — n) <n } Uwaga. Kazde dwa kolejne okregi przecinaja sie, przy czym
punkty przeciecia leza na krzywej x1xo = %.

(f) Obliczy¢ Uye(o1) Ar oraz (Vye(o 1) Av, Jesli Ay := [t, 20 + 1] x [—t,¢ + 1].

Rozwigzanie. (a) Nieréwno$é¢ z% + 2% < n (z; — z2) opisuje kota styczne do prostej z1 = x2. Gdy x # (0,0),
to 23 + 23 > 0, czyli warunek 3n € Z : 2?2 + 23 < n(z; — x2) jest réwnowainy x; # xo. To oznacza,
ze Upez {z €R? |2 + 23 <n(zy —22)} = {# € R? | 21 # 22 lub 1 = 25 = 0}. Ponizej przedstawiono
kilka przyktadowych zbioréw (rysunek nie stanowi dowodu).

(b) Dlax # (0,0) warunek 3n € N : (3x1 — 4x5) n > x3+273 jest rownowazny 3z —4xy > 0 (poniewaz x3+2x3
to liczba dodatnia), czyli |, ey {z € R? | 1 + 223 — 3nay + 4nzy < 0} = {0}U{z € R? | 321 — 422 > 0}.

(d) Z podpunktu (c) mamy

GGK N 3x1 — 4x9 > 0 lub
z n
22 + 23 — 331 + 4wy < 25, tzn. (xl—%)2+(x2+2)2<%5
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Rysunek 1: Rysunek do podpunktu (a).

3x—4y =0

Rysunek 2: Rysunek do podpunktu (b).

(e) Wyréznikiem tréjmianu n? — 2 (zq + z2)n + (21 + 23) jest A = 8zyzo. Zatem A > 1 dla z € Z,
czyli (réznica pierwiastkéw wielomianu) = VA > 1. Pierwiastki wielomianu sa wieksze od 0, co wy-
nika ze wzoréw Viete’a, poniewaz x1 + z2 > 0 oraz 23 + 23 > 0 dla xz € Z. Stad In € N : n? —
2(z1+x2)n + (214 23) < 0 (odlegloé¢ miedzy pierwiastkami jest > 1, czyli jest miedzy nimi licz-

ba naturalna), co oznacza, ze x € {m eR? | (x1 —n)® + (22 —n)® < n2}. Tak wiec z € Z = =z €

U {2 € B2 | (o1 = )% + (2 —m)* < 2},

ze |J AeItell]:

( t<o <2t+1, -t <z <t +1, czyli )
t€[0,1]

max{““T*l,—xQ,xg — 1} <t< 2

S dekR: max{O,%,—mg,xg — 1} <t<min{l,z}

—1 -1 -1
& <max{0, 2512 ,—Xo, Ty — 1} < min{l,x1}> & <O < 1,0 <y, x12 <1, 7 < a1, itd.)

—0<21 <3, -1 <a2< 2,21 +22 20,20 <1+ 27.
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T e (4,3)

Rysunek 3: Rysunek do podpunktu (d).

Zatem Ute[o,l] A = {x ER?|0< 21 <3, 1< <2, +22 > 0,20 <1+ xl}. Podobnie,

-1
T € ﬂ At@)VtE[O,l}:maX{le ,—xg,x2—1}<t<x1
t€[0,1]

1‘1—1
< max ,—To, Ty — 1

D) 07 1<1‘1

<
< m=1, 0<x:2<

1

Zatem (g9 1 Ar = {1} x [0,1].
L)

Zadanie 2.11. (Krystian Gladych) Wykaza¢, ze dla dowolnych rodzin zbioréw (A,),cy (Bn),cy zachodza
WZOTY:

1. liminf, (A, N B,) = liminf,, A, Nliminf, B,
2. liminf, (A, U B,) D liminf,, A,, Uliminf,, B,
3. limsup,, (4, N By,) C limsup,, A, Nlimsup,, B,
4. limsup,, (4, U B,,) = limsup,, A,, Ulimsup,, B,
5. (liminf, A,)" = limsup,, A},

6. (limsup,, A,)" = liminf, A/,

Rozwigzanie. Dow6d (4): Mamy z € limsup,, (4, U B,) <= 3(n;)ien rosnacy : ¢ € A,, U B, i wtedy
N=KUL, gdzie K ={ie N|z € A,,} oraz L = {i € N|z € By, }. Stad wynika, ze co najmniej jeden ze
zbioréw K i L jest zbiorem nieskoficzonym, i jezeli na przyktad {i, |7 € N} C K, toVr €e N:z € A,, , tj.,
x € limsup,, A,.

Dowéd (5): Mamy (x € liminf,, A, & x € A, dla wszystkich poza skonczenie wieloma wartosciami n), czyli

z € (liminf A,))" & x ¢ A,, dla nieskoriczenie wielu n

& x € A, dla nieskoficzenie wielu n < z € limsup A/,
n

&

Zadanie 2.12. (Krystian Gladych) Jezeli |A;] = |Aa| = |As] =9 (lub = 25) oraz |4; N 4] < 5 (lub < 14) dla
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Rozwiazanie. To wynika stad, ze
|A1 U Ag| = [Aq| + [A2] = [A1 N A2| >9+9-5=13

lub
|A1 U As| > 254 25 — 14 = 36.

&

Zadanie 2.13. (Krystian Gladych) Wykazaé, ze jezeli |A;| = |A2| = |As| = |A4| = 25 oraz |4; N A4,| <9 dla
1<14,5 <4, to|A;1 UAyU A3 U Ay| > 49, przy czym tego ograniczenia nie da si¢ poprawié.

Rozwigzanie. Ograniczenia nie da si¢ poprawié: Niech A; = {zp} U U]<4 iz Sij> gdzie dla 1 < i, j
|Si;| = 8,5i; = Sji, oraz (Si;),; sa parami rozlaczne i nie zawierajg xo. Wtedy [A;f = 1+ 3-8
|AZUAJ‘ = |{£L’0}USZ]‘ =9 oraz |A1UA2UA3UA4| :1+68:49

< 4
= 25,

o2/
A, v A,

Udowadniamy nieréwno$é: Mamy [A; U Ao U A3 Uy | > |[A1 U Ay U As| > |A1| + |As| + |As] — |A1 N Ag| —
|[A; N As| — |[Aa N As| > 3-25 —3-9 =75 — 27 = 48. Gdyby zachodzila réwnosé, to (1) Ay C A3 U Ay U A3
oraz Ay UAsUAs 2 50 |4 = Yoo scq 14s 0 Ay 2 48. Réwnosé (2) daje Ay 1 Az N Ag = 0, a réwnosé (3) daje
|[A1 N Ay = |A1 N As| = AN As| = 5, wiec mamy powyzszy przypadek (Rysunek 1).

Niech 1, z2, z3, Y1, Y2, Y3 to liczby elementéw “kawatkéw” (Rysunek 2). Oznaczamy z = x1 + o + 23,y =
Y1 + y2 + y3. Skoro |Ag| =25, to x+y =25, a |A1 N Ay + |As N Ay| + |A3 N Ay < 3-9 =27 daje x + 2y < 27.
Stad x = 2(z +y) — (z + 2y) > 50 — 27 = 23, co daje sprzecznoéé z x < 7+ 7+ 7 = 21.

o/
)

&

Zadanie 2.14. (Uogdlnienie 2.13) (Krystian Gladych) Niech p € Z,. Wykazaé, ze jezeli |A;| = |As| = |A3| =
|[A4] =3p+1,|AiNA;| < p+1,to|A1UAUA3UA,| > 6p+1, przy czym tego oszacowania nie mozna poprawi¢
(1Sij] = p).

1) (2 (3)
Rozwiazanie. Jezeli |[A; U As U A3 U Ay] < 6p, to wtedy 6p > |A1 U As U A3 U Ay] > |41 U A3 U As| >

4
> Al — Ei<j<3 |A; N Aj (2) 3Bp+1) —3(p+1) = 6p, czyli mamy same réwnosci. Zatem z (2) wynika,
ze Ay C A1 U Ay U A3, z (3) wynika, ze A1 N Ay N Ag = 0 i ogélniej A, N A; N Ar = 0, a z (4) wynika, ze
[A;NA;|=p+1dlal <i<j<3iogdlniejdlal <i<j <4 Takwiec Ay = (B1NA)U(BaNAs)U(BzNAs),
gdzie By = A1\ (A3UA3), By = Ao\ (A1UA3), oraz Bs = A3\ (A1UAs) (poniewaz przeciecia Ay z AjNAg, AosNAs,
i AjN A3 sapuste). Ale |B;| = p—1, gdyz na przyklad 3p+1 = |A1| = |Bi|+|A1NA2|+|A1NA3| = |Bi|+2(p+1).
Stad |A4| < 3(p—1) < 3p + 1, sprzecznosé. &
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Zadanie 2.15. (Arkadiusz Kobus) Niech X bedzie pewnym nieskoniczonym zbiorem roztacznych két lezacych
na plaszczyznie. Wykazaé, ze X jest przeliczalne, czyli | X| = |N]|.

Rozwiazanie. Najpierw udowodnimy, ze kazde kolo zawiera jaki$§ punkt o obu wspdlrzednych wymiernych.
Kazde koto zawiera w sobie jaki§ kwadrat, przyktadowo koto B(a,r) := {x € R? | (21 — a1)? + (72 — a2)? <
r?} zawiera kwadrat Ja; — r/2,a1 + r/2[x]az — r/2,as + r/2[. Liczby wymierne sa gestym podzbiorem liczb
rzeczywistych, dzigki czemu mozemy wybra¢ wymierne liczby p €laq —7/2,a1+r/2[ oraz g €Jas —r/2,a2+1/2[.
Punkt (p,q) € Q? jest wymiernym punktem wewnatrz kota, co konczy dowdd. Teraz zauwazmy, ze rozlaczne
kola nie majg wspélnych punktéw, wiec powyzsza procedura przypisywania dowolnemu kotu punkt z Q? po
zastosowaniu dla wszystkich k6! z X da nam iniekcje z X do Q2. Istnienie takiej iniekcji pozwala nam stwierdzié,
ze | X| < |Q?|. Do tego wiemy, ze X jest nieskoficzony, a najmniejszym zbiorem nieskoficzonym jest N, wiec
zachodzi réwniez |N| < |X|. Zbiory N oraz Q sa réwnoliczne, tak samo jak Q oraz Q2 (do obu tych dowodéw
nalezy uzy¢ argumentu podobnego do tego z zadania 1.29.c), wiec mozemy zapisa¢ udowodnione nieréwnosci
w nastepujacej postaci: |N| < |X| < |N|, dzigki czemu na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina-Schrodera
otrzymujemy |X| = |N|, co nalezalo udowodnié. &

Uwaga. Slowo ,zawiera” nie jest formalnym okresleniem matematycznym, wiec nalezy uwazaé jak jest uzy-
wane. W poprzednim zadaniu uzywaliSmy slowa ,zawiera” zaréwno dla relacji bycia elementem (z € S) jak i
bycia podzbiorem (A C S). Zazwyczaj znaczenie wynika z kontekstu, ale gdy elementami zbioru sa inne zbiory
mozna tatwo Zle zrozumie¢ co kto$ mial na mysli.

Uwaga. Latwo znalez¢ przyklady zbioréw, ktérych mozna zmiescié nieprzeliczalnie wiele w plaszczyzne, tak aby
sie nie pokrywaly (np. okregi i proste). Klasyfikacja zbioréw na takie, ktére mozna zmiesci¢ w nieprzeliczalnej
ilosci i takich dla ktoérych tego nie mozna zrobié¢ jest nietrywialnym problemem, ale jezeli zbiory maja niepuste
wnetrze jest to niemozliwe (argument topologiczny wynikajacy z o-zwartosci przestrzeni euklidesowych) oraz
jesli maja niezerowa powierzchni¢ jest to niemozliwe (argument teoriomiarowy wynikajacy z o-skoficzonosci
przestrzeni euklidesowych). Spréobuj skonstruowaé przyklad zbioru o zerowej powierzchni, ktérego tak samo
jak ko6l nie mozna zmieSci¢ w nieprzeliczalnej ilosci na plaszezyZnie (konstrukcja nie wymaga zadnej wiedzy z
zakresu topologii ani teorii miary).

3 Relacje ré6wnowaznosci

Zadanie 3.1. (Aleksandra Oszmian) X = [—1,1], V = {—1} x 0, 1]. Znalez¢ najmniejsza relacj¢ réwnowaznosci
R w X taka, ze V C R. Opisaé klasy abstrakcji R.

Rozwiazanie. Skoro pary postaci (—1,r) dla r € [0, 1] sa w relacji, to korzystajé¢ z przechodniosci stiwerdzamy,
ze w relacji sa wszystkie pary postaci (r,s) dla r,s € [0,1]. W R zawarty jest wiec takze zbiér [0,1] x [0, 1].
Symetria relacji oznacza tez, ze do R nalezeé musza wszystkie pary postaci (r, r). Rysunek wyglada nastepujaco:
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Mamy dwa rodzaje klas abstrakcji:

[r] ={r} dlar e (-1,0)

0] = {~1} U0,1]

Zatem R = {(r,7):r € R}U ({1} x [0,1]) U ([0,1] x {—=1}) U ([0, 1] x [0,1]). &

Zadanie 3.2. (Pawel Przybyla) Majac bijekcje ¢ : X — X okredlmy:
Ri={(my) € X x X | 3301y = )},

gdzie: ¢* := @ o...0p. (k razy). Pokazaé, ze R jest relacja rownowaznosci.

Rozwiagzanie. Niech € X, ©¢ = z, z,q1 := p(z,), tzn. z, = ¢"(z). Zalézmy, ze X jest skonczony;
wtedy ciag (r,,) musi byé¢ okresowy: I, m € N : 2; = 2,1, a wtedy ¢'(z9) = ¢! (xm), czyli zo = o, skad
Tk = O (2) = ¢*(2) = 21 Yk > 0. Stad symetria relacji i zwrotnoéé i przechodnosé sa trywialne, wiec R
jest relacja réwnowaznosci. Klasy tej relacji naszywa sie ¢-orbitami albo cyklami permutacji ¢.

Na przyklad dla X = 1,710, ¢ = (31234397 82%) klasy sa postaci Ry = {1,3}, Ry = {2,5,4}, Rs =
(6,7,8,9,10} )

Zadanie 3.3. (Pawel Przybyla) Niech f: X — X bedzie dowolnym odwzorowaniem. Pokazaé, ze relacja :
R:={(z,y) e X x X[z =y Vy = f(z)}

jest rownowazno$cia <= fo f = idx, tzn. f jest inwolucja. Sprawdzi¢ to dla X = R, f(x) := z + E(2z) —
2E(x) — % ; narysowa¢ zbiér R; wykazaé, ze

R ={(z,y)le(x) = ¢(y)}
dla ¢(x) := 2z — E(x)
Zadanie 3.4. (Pawel Przybyla) Niech X C Z bedzie dowolnym, niepustym podzbiorem okreslonym relacja w
X:
r~y <= T,y CX
gdzie T, 5 = 7, % (a wiec przyktadowo 3,1 = {1,2, 3}, na ogé! wygodniejsza jest inna konwencja: T,y = 0 gdy

x,y € Z oraz x > y). Jest to relacja réwnowaznosci i jej klasy sa oczywiscie przedzialami w Z. Wynika stad:

Fakt: Kazdy niepusty podzbiér Z jest sumg mnogosciowa pewnych rozlacznych przedziatow w Z.
Analogicznie dostajemy, biorac dla () # X C R:

x~y = [z,y] C X.

Fakt: Kazdy niepusty podzbiér X C R jest suma mnogosciowa pewnej rodziny rozdzielonych przedzialéw
(otwartych, domknietych lub otwarto-domknietych). Przedzialy I, J C R sa rozdzielone, jezeli:

drpeR: I <zg<JVI<zo<I

Zadanie 3.5. (Pawel Przybyla) lloczyn mnogosciowy R = R’ N R’ dwdéch relacji réwnowaznosci R’ i R” w
zbiorze X tez jest relacja réwnowaznosci. Przy tym:

[z]r = [z]r O[] R~

Na przyklad iloczyn mnogosciowy relacji « = y (mod p) i # = y (mod q) jest relacja = y (mod n), gdzie
n:= NWW(p,q).
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Zadanie 3.6. (Pawel Przybyla) Niech R C X x X bedzie relacja symetryczna i przechodnia. Wéwczas R C
X* x X* gdzie X* ={z € X|Jy € X : (z,y) € R}, przy czym R jest relacja réwnowaznosci w X*. Takze vice
versa tzn. ...

Zadanie 3.7. (Pawel Przybyla) Niech d : X x X — R bedzie pseudometryka, tzn. spelnia warunki d(z,y) =
d(y, ), d(z,z) < d(x,y) +d(y, 2) Vo,y,2 € X. Wtedy:

1. R:={(z,y) | d(z,y) = 0} jest relacja réwnowaznosci w X,
2. dzialanie d([z], [y]) jest poprawne,
3. d jest metryka w X/R

4 Przestrzenie metryczne

Zadanie 4.1. (Pawel Przybyla) Sprawdzié, ze wzoér d(z,y) := max{|z1 — y1|, ..., |Tn — yn|} := max; |x; — i,
(przy oznaczeniach x = (21, ...,2n), ¥ = (Y1, ..., yn) € R™) okredla metryke na X = R™ (metryka L na R™).
Dla n = 2 (X = R?, plaszczyzna) opisaé¢ kule K(a;7) := {z € X|d(a,z) < r} oraz odcinki [a,b] := {z €
X|d(a,z) + d(z,b) = d(a,b)} (d-odcinki) wzgledem tej metryki.

Rozwigzanie. Nier6wnos¢ trojkata daje Vj € I,n: o —y;| = | (@ — z;) + (25 —y;) | < |zj — 25| + |25 —y;] <
max; |z; — z;| + max; |z; — y;| = d(x, 2) + d(z,y), a zatem takze d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

Dlan = 2 d-kule w R? s3 kwadratami o bokach réwnolegltych do osi wspétrzednych o dtugoéci 2r, czyli K (a;7) =
{(z1,22) | max{|x1 —a1|,|z2 —as|} <7, tzn. |21 —a1| < rAlxe —az| <7} = (Jar — 7, a1+ 7[) x (Jag —r,az + 7).
W R? d-odcinki sa prostokatami o bokach tworzacych kat 45° z osiami wspéirzednych (kofice takiego d-odcinka
sa przeciwleglymi wierzchotkami prostokata).

Dowéd: Niech np. |a; — by| = |az — bs|; wtedy dla z € X = R? mamy:

d(a,b) = |a1 —b1| < a1 —x1|+ |21 — b1| < d(a,z) +d(z, b) przy czym pierwsza nieréwnosé¢ przechodzi w réwnosé
wtedy i tylko wtedy gdy z € [a1, b1], za§ druga tylko wtedy gdy |a1 — x1| = |ag — x2||z1 — b1] > |x2 — o]
Pierwszy z tych warunkéw opisuje pas ograniczony prostymi 21 = a1 i 1 = by co daje opis [a, b]. &

Spostrzezenie: Moze by¢ [a,b] = [a’, V'] mimo, ze a # o', b # V', zatem zbidr [a, b] nie okresla jednoznacznie
{a, b}.

Zadanie 4.2. (Pawel Przybyla) To samo dla metryki L! na R™ :
d(x,y) == |21 = 1] + o+ |20 — Yol = Y @i — wil
i=1

Rozwigzanie. Nier6wno$¢ tréjkata: banalne spostrzezenie ( z |z; — y;| < |z; — 2| + |2: — x;|). Dla n = 2 d-kule
sa kwadratami o bokach tworzacych kat 45° z osiami wspélrzednych i przekatnych o dlugosci 2r.

Z kolei d-odcinki w R? sa prostokatami o bokach réwnoleglych do osi wspétrzednych (kofice d-odcinka sa dwoma
przeciwleglymi wierzchotkami prostokata). Istotnie, z € [a,b] <= |a; — b1| + |ag — ba| = (Ja1 — z1| + |21 —
b1]) + (Jag — 2| + |x2 — ba|) Co jest réwnowazne:

|a1—b1| = |a1—x1|+\x1—b1|, tzn. x1 € [al,bl]
|a2—b2| = |a2—x2|+\m2—b2|7 tzn. x1 € [ag,bg]
Czyli dla metryki L' mamy [a,b] = [a1,b1] X [az, ba]. &

Uwaga: W Zad 1. i Zad 2. stosowaliSmy konwencje [a,b] := {z € R| |a —b| = |a — z| + |z — b|} tzn
[a,b] = [b,a] = (przedzial o koncach a i b) dla przedzialéw liczbowych.

Zadanie 4.3. (Pawel Przybyla) Udowodnij, ze dla dowolnej przestrzeni metrycznej (X, d) przedzial [a,b] jest
zbiorem domknietym ( wzgledem topologii 74).
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Rozwiagzanie I. Pokazemy, ze dopelnienie U := X\[a,b] = { € X|d(a,b) < d(a,x) + d(z,b)} jest zbiorem
otwartym:
Niech z € U, wtedy r := 1[d(a,z) + d(z,b) — d(a,b)] > 0; otz K (z;r) C U, gdyz:

y € K(z;r) = d(z,y) <r = (d(a,y)+d(y,b) = (d(a,x) — d(x,y)) + (d(z,b) — d(x,y)) >

> d(a,x) + d(z,b) — 2r =d(a,b)) = yeU

Zatem U wraz z kazdym punktem x € U zawiera pewna kule K (x;r), wiec jest otwarty.

&

Rozwiazanie I1. Pokazemy, ze jezeli x,, € [a,b] (tzn. d(a,b) = d(a,x,) + d(x,,b)) oraz ciag (z,) jest zbiezny
w X tzn. x := lim, o @, istnieje, to takze = € [a, b]:
Z ciaglosci metryki: d(a, ) = lim, o d(a, ), d(b, z) = lim,_,o d(zn,d), wiec: d(a, z)+d(x,b) = lim, o (d(a, )+
d(xy, b)) = lim, o d(a,b) = d(a,b), wiec x = lim,, . =, € [a,b].
&

Zadanie 4.4. (Pawel Przybyla) Dwie metryki d, d na X nazywamy réwnowaznymi, jezeli: 3Cy,Co > 0 :
Vo, y € X:

Cld(xa y) < d/(l‘,y) < OQd(xay)
Jezeli tak jest, to 7y = 74 (ale nie na odwrét!), gdyz dla kul K, K’ wzgledem obu metryk mamy: K'(x;r) D
K(z; &), K(z;r) D K'(2; Chr).
Wykazaé, ze dla p € {1,2,00} LP-metryki na R™ sa réwnowazne:

1
dy(,y) = (3 (@i — ya)")¥, dla1 < p < oo
i
doo (T, y) 1= max |z: — yil
Uwaga: To, ze ds jest metryka (,zwykla”, czyli euklidesowa metryka na R™), wynika z nieréwnosci Schwa-
rza. Dowdd nieréwnosci tréjkata dla d, wymaga uogélnienia tej nieréwnoéci (nieréwnosé Holdera).

Mamy tez lim,_.o dp(x,y) = doo(x, y), co mozna zilustrowaé dla n = 2, rysujac kule wzgledem kolejnych metryk
dp.

Dowéd réwnowazno$ci LP-metryk:. Pokazemy, ze: da(z,y) < di(z,y) < /nda(z,y) oraz ﬁdz(:v,y) <
dOO(CE7y) < d2(£7y)7 CZyli biorac (ai = |,’E2 - yz| 20 )7 ze:

1
2

(Z af) < Zai <+vn (Z a?) , % (Z af) < m?x{al,...,an} < (Z a?)

Kolejne nieréwnosci pokazujemy przez:

1. wprost z definicji z podnoszenia obu stron do kwadratu (gdyz a;a; > 0)

2. ze Schwarza: Y a;b; < (Z a?)2 (Z b3)2, biorac by = by =...=b, =1
3. oznaczajac a := max{ai, ..., a,} mamy a? < a?, wiee > a? < Y a? = na?
4. niech a = a; = max{ay, .., an}, wtedy > a7 = af + Dt a; > af = a®.

Zadanie 4.5. (Pawel Przybyla) Niech f: R, = [0, 00] — R bedzie dowolna funkcja. Wykazaé, ze wzor:

d(.’E,y) = f(|£L' - y|)7 T,y € R

okre$la pseudometryke na R (tzn. d(z,z) = 0, d(z,y) = d(y,x), d(z,y) < d(z,z) + d(z,y)), wtedy i tylko
wtedy gdy f(0) = 0 oraz zachodzi nier6wnosé |f(a) — f(b)| < f(a+b) < f(a) + f(b), Va,b € R.. Natomiast d
jst metryka, jezeli dodatkowo f(a) > 0 dla a € Ry\{0} =]0, ool.

8
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Rozwigzanie. f(0) =d(z,z) =0, f(a+b) =d(0,a+b) < d(0,a) + d(a,a+b) = f(a) + f(b), |f(a) — f(b)] =
1d(0,a) — d(a,a+b)| <d(0,a+b) = fla+b).
Dowéd < Dla z,y, z € R zachodzi cho¢ jedna z mozliwosci:

L. z € [z,y]; wtedy |z —y| = |z —z|+]z—yl, wiec d(x,y) = f(|lz—y|) < f(lz—2z])+f(|z—y]) = d(z,y)+d(y, 2)

2.z €y, 2l weedy [z —y| + |z — 2| = [z —y|, wiec f(]z—y[) = |f(lz —yl) = f(le = 2D] = f(Je - 2]) - £(|2 -
yl) = f(lz = 2), cayli d(z, y) < d(z,2) +d(z,y)

3. y € [z, 2]; wtedy |z —y| + |z — y| = |z — 2|, wiec ...

&
Zadanie 4.6. (Pawel Przybyla) Wykazaé, ze funkcje:
(a) f(a) :=min{l,a},
(b) fla) == v15,
(©) f(a) = .
a, dlad<a<l1
(d) fla):= a
dla1l>
21 "7
Spelniaja wszystkie wymienione w Zad 5. wlasnosci ( czyli definiuja metryki na R); natomiast f(a) := |sina

nie spelnia tylko warunku dodatnioci (czyli d(x,y) := |sin(x — y)| jest pseudometryka na R).

Rozwiazanie. Dla rosnacej f nieréwnosé |f(a) — f(b)| < f(a+b) jest spelniona trywialnie, wiec nie trzeba jej
sprawdza¢ w przypadkach a), b), c).

(a) gdya<1ib< 1, wtedy f(a+b) =minl,a+b<a+b= f(a)+ f(b). Gdy za$ na przyklad a > 1, wtedy
fla+b)=minl,a+b=1<1+minl,b= f(a)+ f(b)

(b) fla+b) =14t = 1o + 11 < 16 + 195 = f(@) + f(b)

_ a+b _ a b a b _
() fla+b)= V1H(atb)? /14 (atb)? + V/1+(a+b)? S Ve T — fla) + f(b)

(d) W tym przykladzie f nie jest niemalejaca! Sprawdzenie latwo przeprowadza sie osobno dla kazdego
z nastepujacych obszaréw A, ..., As € Ri zadanych nastepujaco:

Ay ={(a,b) eRZ| b< 1 —a}

Ay ={(a,b) eR2|b>1—-ana<1Ab< 1}
A3 ={(a,b) eR%|a>1Ab>1}
Ay={(a,b) eR3|a>1Ab< 1}

As ={(a,b) eRI | a<1Ab>1}

(e) f(a) =|sinal i oznaczmy v = |sinal, v = | sinb|. Wtedy:

fla+b)=luv/1—v2+ o1 —u? <uyl—v2+vV1—u2<u+v=f(a)+ f(b)

Z drugiej strony tatwo sprawdzié, ze 1 — v/1 — u2v/1 — v2 > uv, mnozac obustronnie przez 2uv i dodajac
obustronnie u? 4+ v? — 2uv — 2u?v? dostajemy |uv/1—v2 — vy/q —u2|> = |u — v|> mamy f(a +b) >

uv/T =02 — V1~ 2 > Ju— o] = | f(a) - S(B)].

&
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Zadanie 4.7. (Pawel Przybyla) Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczng. Pokazaé, ze jedli f : Ry — R
spetnia warunki: (1) jest niemalejaca; (2) f(a) =0 <= a =0; (3) f(a+0b) < f(a)+ f(b), to d:= fod (tzn.
d(z,y) = f(d(z,y)), dla x,y € X) tez jest metryka.

Rozwigzanie. Pokazemy tylko nieréwno$¢ tréjkata:
d(xa y) = fd(z,y)) < f(d(z,2) +d(z,y)) < J((E,Z) + d(z7y)a
gdzie najpierw uzyliSmy (1) potem (3). &

Zadanie 4.8. (Pawel Przybyla) Sprawdzié, ze funkcja:

i) |z —yl, gdy 2y > 0
T,y) =

Va2 +azy+y?, gdy 2y <0
okresla metryke na X = R. Znalezé opis kul wzgledem tej metryki.

Rozwiazanie. Dla dowodu nieréwnosci trojkata wystarczy pokazaé, ze Va,y, 2 :

P=(7) — @2 (y) < |z —yl < () +0=(y)

, gdzie ¢. () := V&% 4+ xz + 22. Ustalmy z i piszmy ¢ zamiast ¢.; mamy wicc (z) = \/(z + 2)? + 222 > |z+ |,
<
X

zatem o () +@(y) > v+ 5|+ |y+3| > lo+y+ 2], skad p(x) —ply) = EHEDLW) ¢ Ltvielgp ) <oy,

atakze [t —y[=|(z+5 - (w+3)| <l|lz+ 5[+ |y + 5] <o) +p(y)
Kule w (R, d), dla x > 0:

]x—r,:z:+7"[, gdy 20

x x
K(z,7) = }—§—p,§+p[u}x—r,x+r[gdy zy <0
}—g—p,x—kr{, gdy zy < 0

gdzie p := y/r? — 322, &

Zadanie 4.9. (Pawel Przybyla) Niech X := K(0;1) := {x € C||z| < 1} C C; d(=,y) := min(|z—y|, 2—[z[—[y|).
Sprawdzié, ze (X, d) jest przestrzenia metryczna niezupelna, natomiast biorac X := {1} U X i dookreslajac d:

d(e.y) d(z,y), z,yeX
T,Y) =
Pl =1

otrzymujemy uzupelnienie przestrzeni X.

Uwaga: Méwimy, ze Srednica X wynosi 1, gdyz zawsze d(z,y) < 1

Uwaga: Interpretacja: X traktujemy jako jezioro w ksztalcie kola, zal6zmy tez, ze predko$é z jaka pltywamy
jest znacznie mniejsza od predkosci z jaka mozemy chodzi¢ wzdluz brzegu jeziora. Przeby¢ dowolna droge od
z do y mozemy albo w linii prostej po jeziorze albo doplynaé¢ do brzegu wzdluz promienia jeziora, pokonaé¢ w
pomijalnie krotkim czasie odlegto$é po obwodzie kota i przeby¢ odlegtosé do celu znowu w linii proste;j.

Rozwiazanie. Oznaczmy symbolami I oraz II nastepujace relacje w X:
(@y) el <= |z—yl<2—|z| -y, (zy)ell < (z,y) ¢l
Witedy:
(x,2) €1,(zy) €l =d(z,y) < v —y| < |z — 2|+ |z —y| = d(z,2) + d(z,y)

(x,2) €1,(2y) €I = d(z,y) <2— [z — [y <2 ([2] — |z — 2]) — [y[ = d(z, 2) + d(z,y)

(,2) €11, (2,y) € Il = d(z,y) <2 — || = [y| <2 — 2| — |y + —2|2[ = d(z, 2) + d(z, y)
Rozbiezny ciag Cauchy’ego w X: x,, := 1—% (albo na przyklad x,, = —1+%) (w obu przypadkach lim,, e 2, =1
w przestrzeni X D &
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Uwaga: Warto narysowac kilka przykladow két dla tej metryki!

Zadanie 4.10. (Pawet Przybyta) (Metryka ,rzymska” w X := R?). Niech:

d(z,y) :== [+ [yl, z1y2 — 221 #0
7 |:L‘_y|7 T1Y2 — T2Y1 =0

gdzie |z| := \/a? + x3. Sprawdzi¢, ze jest to metryka. Narysowaé przyklady kul i odcinkéw. Interpretacja:
»wszystkie drogi prowadzg do Rzymu”.

Zadanie 4.11. (Pawel Przybyla) Dowies$é, ze suma oraz maksimum dwéch metryk ( dy, do na zbiorze X) jest
metryka. Poda¢ przyklad pokazujacy, ze minimum dwoch metryk moze nie byé metryka.

Rozwigzanie. Dla X := R, d'(z,y) := |x — y| oraz d"(z,y) := |2% — y?|, dla d(x,y) := min(d'(z,y),d" (z,y))

otrzymujemy: d(0,3) =1, d(3,3) =1, d(0,2) = 2 > 1 + 1. Zatem nieréwnos¢ tréjkata nie jest spelniona.

&
Zadanie 4.12. (Pawet Przybyta) Sprawdzié, ze d jest metryka na R?:

i, y) = lzr = y1l + w2 — yo| — |21 — allze — w2, gdy 22 —y2| 21
9 L gdy[z1 =yl 21V |ze —y2| > 1

Rozwiazanie. Zauwazmy, ze d(z,y) = %\Q$+Qy| =1-|Q:NQy|, gdzie Qy := Py, X Py,, Py, == [xl—%,xl—ké].
Stad latwo wynika nieréwnosé¢ trojkata. &

Zadanie 4.13. (Aleksandra Oszmian) Niech H = {z € C: Im(z) > 0}. Wykazaé, ze wzér
d(z1,22) = min{||z1 — 22|, Im(z1 + 22)}

okresla metryke w H. 4

Sprawdzi¢, ze ciag z, = n + ;- spelnia warunek Cauchy’ego, ale nie jest zbiezny w H.

Rozwigzanie. Sprawdzamy kolejno warunki okreélajace metryke:

1) d(z1,22) =0 < min{||z1 — 22|, Im(z1 + 22)} =0

Poniewaz dla wszystkich z € H, I'm(z) > 0, to d(z1,22) = 0 oznacza, ze d(z1,22) = ||z1 = 22| = 0, wiec
oczywiscie z1 = 25.

2) Oba wyrazy ||z1 — 22| 1 Im(z1 + 22) sa symetryczne, zatem d jest symetryczna.

3) Nier6wnosé trojkata
d(z1,22) = min{||z1 — 2a||, Im(21 + 22)} oznacza to, ze d(z1,22) < |21 — 22| 1 d(21, 22) < Im(z1 + 22).
Wiadomo, ze dla dowolnego w € H zachodzi:
|21 — 22| < [lz1 — w|| + [Jw + 22|
Podobnie:
Im(z1 + 29) = Im(z1) + Im(z2) < Im(z1 + w) + Im(w + z3)

Jesli wiec w jest takie, ze d(z1,w) = ||z1 — w|| 1 d(z2,w) = ||w — 22]|

to d(z1,22) < [lz1 — 22 < |21 — wl| + [Jw — 22| = d(z1, ) + d(w, 22).
Podobnie jesli d(z1,w) = Im(z1 + w) i d(z2, w) = Im(z2 + w),

to d(z1,22) < Im(z1 + 22) < Im(z2 + w) + Im(z1 + w) = d(z1,w) + d(22, 2).
Do rozpatrzenia pozostaje jedynie przypadek, gdy

d(z1,w) = Im(z1 + w), d(z2,w) = ||z2 — w]|.
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d(z1,22) < Im(z1 4+ 22) = Im(z1 + w —w+ 23) = Im(z1 + w) + Im(z9 — w) = Im(21 + w) + |22 — w|| =
d(Zl, UJ) + d(ZQ, w)
Jesli d(z1,w) = ||(z1 — w)]| 1 d(22, w) = Im(z2 + w), to dowodzimy jak wyzej.

Sprawdzamy, czy z, = n + % spelnia warunek Cauchy’ego:

d(Zn,Zm) < Im(zn + Zm) =14 n%

n

Ustalamy ¢ > 0 i wybieramy N takie, ze % < §,czyli N > % Wéwcezas dla k,m > N mamy d(zn, zm) <

1 1 € € __
ntm<gti=e *

Zadanie 4.14. Niech (z,)nen, (Un)nen beda zbieznymi ciagami w przestrzeni metrycznej (X, d). Zaldézmy
ponadto, ze ich zbiory wyrazéw sa réwne, tzn.

A={x, :neN}={y, :neN}L
Wykazaé, ze granice obu ciagéw sa réwne lub A jest zbiorem skoficzonym.

Rozwigzanie. Jedli ciag (x,) jest zbiezny w (X, d) i jego zbiér wyrazéw jest skoficzony, to oznacza to, ze
jest od pewnego miejsca staly. Dwa ciagi zbiezne o tym samym skohczonym zbiorze wyrazéw rzeczywiscie nie
musza by¢ zbiezne do tej samej granicy, gdyz stata warto$¢ moze by¢ ktérymkolwiek elementem zbioru wyrazow.

Rozpatrzmy wiec dokladniej przypadek, gdy zbior wrazow A jest nieskonczony, tzn. w tym przypakdu przeli-
czalny. Zalozmy, ze xo, yo jsa granicami (x,) i (y,) odpowiednio oraz xo # yo. Niech § = d(zo,yo). Poniewaz
lim z,, = x, to prawie wszystkie wyrazy ciagu (z,) naleza do K (zo,d). Zbiér A\ K (zo,d) jest wiec skonczony.
Poniewaz K (z9,0) N K (yo,0) = 0, zbiér AN K (yo, d) jest skoniczony - zawiera on prawie wszystkie wyrazy ciagu
(yn), tzn. zbiér wyrazéw ciagu (y,) jest skoniczony. Jest to sprzeczne z zalozeniem, ze oba ciagi maja ten sam
nieskoniczony zbioér wyrazéw. L)

Zadanie 4.15. (Aleksandra Oszmian) Niech A, B beda podzbiorami przestrzeni metrycznej (X, d). Wykazad,
ze jedli A1 B sa otwarte lub A i B sa domknigte, to A \B i B \A sa rozgraniczone.
Definicja: Zbiory S; i So sa rozgraniczone, jesli S1 NS = 51 NSy = 0.

Rozwigzanie. Zal6zmy najpierw, ze A, B sa otwarte i rozwazmy przypadek A\B i B\ A nierozgraniczone.
Oznacza to, ze

A\BN (B\A) # 0
lub
B\AN (A\B) # 0

Powyzsze stwierdzenie jest symetryczne ze wzgledu na zamiane A na B, wiec mozna rozwazy¢ tylko jedng z
dwdéch sytuacji. Niech wiec istnieje x € X takie, ze

x € A\B iz e B\A.

Pierwszy przypadek oznacza, Ze istnieje ciag elementéw A\ B zbiezny do z, w szczegdlnosci dla dowolnego € > 0
w K(z,¢€) znajduja sie prawie wszystkie elementy tego ciagu. Podkreslamy, ze elementy tego ciagu nie naleza
do B. Jednoczesnie B jest otwarty, wiec w pewnej kuli K (x, ) sa tylko elementy B - otrzymalismy sprzecznosé.

Teraz zalozmy, ze A i B sa domkniete i jednocze$nie A\B i B\ A nie sa rozgraniczone, tzn.

A\BN(B\A) # 0
lub
B\AN (A\B) # 0

Znowu wystarczy rozwazy¢ jeden przypadek. -
Niech € A\B i x € B\A. Wiadomo, ze A\B C A = A. Zatem x € A. Nie moze zachodzi¢ wiec jednoczesnie
x € B\A. &
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5 Ciagi liczbowe

Zadanie 5.1. (Pawel Przybyta) Obliczyé granice g = lim,,— &, wyznaczyé m € N takie, ze |z, — g| < ﬁ
dla n > m.

(a) zn = 5573

_ 3n3+4n+5
(b) =n = 53555507

(¢) xpn=vV2n2+3n+1—-+2n2-3n+1

Rozwigzanie. (a) Obliczmy granice:

3n—2  lim, 0(3—2) lim, 0o3—2lim, 0oz 3-2-0 3

lim 2, = li = no_ _°
oo T e 1 Iy (24 L) limpooo2+limyoo X 240 2
b g_3n-2 3 -1
"I 1 2 20+ )
7 1 71000 3499 1
n— Y| = 2 1 = - =1 N > =1
|zn—g| 2@ 1) < Togp = > — 3500 = n > = T0—5 <= n>m = 1750

(b) Obliczamy granice:

lim z, = lim =
n—00 n—oo bnd + 6n2 + 7 hmn_,oo(5 + 6n + 7n3) 5

~ —18n% 4+ 20n +4
~ 5(5n3 +6n2+7)’

ITn —

wiec zachodzi:
18n% + 20n + 4 18n? +20n% +4 42

en =9l S e ez ST B Zon
o ratem: 1 42+ 1000
|xn—g|<wdla T:42-40
(¢) Z tozsamosci \/a — Vb =
6n 6

Ty =

Von? +3n 1+ \/2712 “3n=1 V2+3n l+1n2+v2n_3n '1in 2?2

a zatem g = lim,, .o, x, = 2\f Mamy

0l _ 2 1 _ -2
_ 3n-1 —
M, — /9| < |[V2+3n"1+n=2 - V2| = i + [3n n_|

\/2+3n—1+n V2+3n—1+n2

< 4n~1 n 4n—1 _ 6n ! E
SV Ve T

Z kolei nieréwno$¢ |z, — g| = |- — %| < ¢ jest (przy € < %) réwnowazna z

:s\f M, — VB < af

Vs T € v i

wiec bedzie spelniona, gdy

8
M, — V3| < f\/g %
ﬁ‘f’f 6+E\/§
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codlae= wynosi

1
1000
8 8 1

> = —.
6000 + /8 ~ 6008 751

Jezeli wiee 2 < =L, czylin > 5- 751 = 3755 to |z, — g| < 1555 - Mozna, wiec wzigé m := 3745.

Zadanie 5.2. (Pawel Przybyla) Wykazaé, ze: a) lim, o {/a =1 dla a > 0, b) lim,_,o, ¥/n=1.

Rozwigzanie. a) Gdy a > 1 oznaczmy z,, := {/a — 1, wtedy z,, > 0 oraz a = (1 +z,)", wiec a = (1 +xy,)
1 4+ nx,, z nieré6wnosci Bernulliego. stad 0 < x,, < %, a wiec z twierdzenia o trzech ciagach lim,, . z, =

Czyli lim,, .o, /a, = 1.

b) Niech z,, = /n—1, wtedy z, > 0orazn = (1+z,)" > 1+ (g)x% skad n > nn=l) 52 czyli z,, <

2 n’

dla n > 2. Stad teza.

Zadanie 5.3. (Pawel Przybyla) Obliczy¢ lim,, .., n? (,“/ 1+1- 1).

Rozwigzanie I. Dla z,, := n? (1"/1 + % — 1) z nieréwno$ci Bernulliego otrzymujemy:

1 n
1+ =(1+5) 21+ 5 =14 2,
n n n n

a wiec x, < 1, z drugiej strony za$ mamy:

n 1 " In " NTn
- ) = (11— ) -
n+1 1+ 75 n? + x, n? +x,

2 . . . .
skad n;’f_’; > n%_l, tzn. x, > LtIn > . Z twierdzenia o trzech ciagach lim,, o z, = 1.

Rozwigzanie II. Nier6wno$é Cauchy’ego (miedzy $rednia geometryczna i arytmetyczna) daje:

1 1 1 1
\ 1+—G<1+,1,...,1><A(...)—(1++n1>— 3
n n n n

n n 1 n n?+4+n—1
¢ =G|——,1,..,1 | <A(..)=— 1) =—75—7—
n+1 <n+1’ T > () n<n+1+n > n2+n

Wynika stad identycznie jak poprzednio oszacowanie:

n2

—— < Ty,
n?+n

N

1.

Stad lim, o x, = 1.
Zadanie 5.4. (Pawel Przybyla) Zbadaé zbiezno$¢, ewentualnie obliczy¢ granice:
271’7‘

(2) @n = /A -

(b) Ty = Vn3+2n2+3 —vn2+2n+3

3 2
(c) my 1= N3t =0
(@) @ = gy

(e) xp:= /(1 +z)" + (1 — )", gdzie z € R jest dane.
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(f) zp = %;n, gdzie a > 0.

(g) zp:= %zn, gdzie a > 0.

1 3
(h) @ o= Va-1  ¥3-1
(i) zn = cos 175
(1) zn = #W — E(v/n)
. . n —n n n n ’I’L27
Rozwigzanie. (a) a, := ey — 27" wtedy a, < e S gp = % oraz an 2 iy — ﬁ = Wz-il-l) >
m 71L3’ a zatem W < Tp < n%/ﬁ, Sk@d hmn—>oo Tp = 1.
Alternatywnie: z,, = Z—\/’%, gdzie y, = Vbyp, by, = n;‘il — o oo 1, korzystajac z faktu: lim, ., b, =
b>0=lim, . Vb, =1 mamy lim,, .oz, =1
(b) Ze wzordéw /a — /b — erf oraz /a — Vb= W\/ﬁﬁ/ﬁ otrzymujemy:
= (\3/713 +2n2 43—V n3) - (\/n2 +2n+3— \/n2) =
_ m? 43 2n +3 _
(P +2n2+3)2+ /(0P +2n% +3)n3 + Vnb  Vn2+2n+3+n
B 2 4 3n 2 24 neso 20021
VA+2n T +3n 32+ V1 +2n 1 4+3n3+1 Vi+2n1+3n2+1 3 2 3
(c) Szacujemy 0 < @, < 3 En8740 — (,LQEZ)! =t a, przy czym ‘2t = 3 <3 dlan > 4, skad a, < (%)"_4 as,

. n—oo
czyli a,, —— 0.

(d) Niech z,, = ajas...a,, gdzie ay, : = Fn iRy mamy przy tym ay < 1 (gdyz k(n+1—k) = n+(k—1)(n—k) >
n), a ponadto n = 2m — 1 = a,, = 21:221 < ﬁ, n=2m = a,, = % < % czyli zawsze a, < %

Stad takze 0 < x,, < %, wiec zawsze Gy, < %. Stad takze 0 < z,, < %, wiec limy,_, = 0.

(e) Pokazemy, ze lim,,_,o z, = 1+ |z|. Mozna zalozyé¢, ze x > 0, wtedy x,, = (14+z) /1 + u”, gdzie u := i;—;,
lu| < 1.Stad (14 2) /1 —|u| <z, < (14+2)V1+1, wiec limy, ooz =1+ 2 =14 |2/

0, dlaa#1

f) 41
® ,dla a=1

(2)

(h) Przeksztalcamy:

L+ 92+ 04-3  (V2-D+ (VA1 14 (2+1) nooo |
V-1 (M2-n(VArR+ED) VAt Y2+l

Tn =

s =n- 2+n+2, zatem x, = cos|[(n — 2)7 + 7;4—_:2] =(-1" cosrf‘—_’i:2 , Przy czym ni-l-Q <3

dla n > 10. Stad dla n > 10: 2, > cos § = % dla 2|n, z, < —% dla 2 ¥ n. (a wiec |2, — xn| = %, czyli
warunek Cauchy’ego nie jest spelniony).

(i) Ciagrozbiezny:
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(j) Ciag rozbiezny, gdyz np. xp2_p =1 — % — 1, 32 = k;-i-kl — —1.
Uwaga: {z, | n € N} = QU | — 1, 1], tzn. wyrazy tego ciagu daja zbiér wszystkich liczb wymiernych z
przedziatu | — 1, 1[. Istotnie kazde n € N mozna przedstawié¢ (jednoznacznie) w postaci n = k? + [, gdzie

ke N, €0,2k. Mamy wtedy x,, = %, przy czym (I — k) € —k, k.

(k) \/n’;ﬁ <z, < ﬁ7 a wiee lim, o T, = 1.
&
Zadanie 5.5. (Aleksandra Oszmian) Dwa ciagi liczbowe (x,,), (yn) spelniaja warunek lim (x, —y,) = 0. Jeden

z tych ciagdéw jest rosnacy, a drugi malejacy. Wykazaé, ze oba ciagi sa zbiezne, a ich granice sg réwne.

Rozwiazanie. Wystraczy wykazaé, ze jeden z tych ciagbéw jest zbiezny.

Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze (x,) jest rosnacy a (y,) - malejacy. Pokazemy, ze (x,) jest ogra-
niczony.

Zal6ézmy, ze (x,) jest rosnacy i nieograniczony. Mozemy woéwczas skonstruowaé podciag (z,,) o tej wlasno-
Sci, ze:
Ty > E(xy,) +2.
Podciag ten jest rosnacy oraz x,,., = T, > 1. Skorzystamy teraz z warunku lim (2,, — yn,) = 0. Uzywajac
n—oo
tego samego k — ny, rozwazmy podciag (yn, ). Wiadomo, ze lim (x,, — yn,) = 0, a wiec istnieje K takie, ze
n—oo

dla k > K zachodzi |2,,, — yn,| < 1. Inaczej mozna zapisaé: y,, € (¥p, — 3, Zn, + 1)
SKOTO Ty ) — Ty > 1, 40 Ynyiy — Yy, > % Zatem w szczegOlnosci yn, ., > Yn,, co jest sprzeczne z zalozeniem,
ze (yn) jest malejacy.

WykazaliSmy, ze (x,,) jest ograniczony. Z zalozenia wiadomo, ze (x,,) jest rosnacy, co oznacza, ze x,, jest zbiezny.
Latwo wykazaé, ze (y,) tez jest ograniczony.

Wezmy M takie, ze |z,| < M oraz N takie, ze dla n > N zachodzi |y, — z,| < 1. Wtedy Vn € N y,, € [4, B],
gdzie

A= mln{_M - 17y15 Y2, "'7yN}7 B= ma‘X{M =+ 1) Y1,Y2, -y yN}

Zatem (y,,) jest ograniczony i malejacy, a wiec zbiezny. Rowno$¢é granic jest oczywista. &

Zadanie 5.6. (Alcksandra Oszmian) Zdefiniujmy rekurencyjnie dwa ciagi (a,) i (bn):

a1 =3, apt1 = 3ay, + 4b,
bl = 2, anrl = 2(ln + Sbn
Udowodnié, ze

inf{Z—n:RGN}:\@.

. . . . . . o ay
Rozwigzanie. Zdefiniujmy ciag (z,) w nastepujacy sposob: , = §=.
an
an+1 __ 3an+4b, __ BT,L+4 _ _ 3xzp,+4 __ 3 3

A — 9 _ 2
Wowcezas xpq1 = bnt1  2an+3b, 29243 T 22,43 2 2z,+3°
by — g — 3Tatd o Beatd—200 3. g 2-w) o (V2oaa)(V2han) _ (V2o2n)(V2+2a)
nt+l = In T 9,43 n = 2T, +3 ~ %2, +3 2T, +3 - znt3 :
. ’ _ 3z+4 . s . . . .
Dla dodatnich argumentéw f(x) = 5755 ma dodatnie wartosci, wigc (z,,) jest dodatni.

Ponadto f([v'2,00)) =]V2, 3[. Zatem Vn z, C]v/2,2[, a wiec (z,,) jest monotonicznie malejacy.
Powyzsze informacje gwarantuja, ze inf{x,, : n € N} € [v/2, 3.

Twierdzenie o ciagach monotonicznych i ograniczonych méwi, ze ciagi te sa zbiezne. Jesli (z,,) jest zbiezny, to
jego granica g spelnia

flg)=g=g=%+V2
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a skoro z,, > 0, to lim z,, = V2, tzn. inf{z, :n € N} = V2. &

n—oo

Zadanie 5.7. (Aleksandra Oszmian) Wykazadé, ze jesli ciag liczbowy (z,,) jest ograniczony oraz
lim (2,41 —zp) =0,
n—o0o
to zbiér punktéw skupienia jest odcinkiem domknigtym [a, ], gdzie a = liminf z,,, b = lim sup x,,.
Rozwigzanie. Niech (z,) bedzie ciagiem z zadania. Moga zdarzy¢ sie dwie sytuacje:
(1) limsup z,, = liminf z,, = g lub (2) liminf z,, < limsupx,,

W pierwszym przypakdu ciag (z,) jest zbiezny, w szczegélnoscei ma jeden punkt skupienia i odcinek, o ktérym
mowa, jest jednopunktowy [g, 9] = {g}.

W drugim przypakdu oznaczamy jak w tresci zadania a = liminf x,,, b = lim sup x,, i rozwazamy odcinek [a, b].
Z wykladu wiadomo, ze zaréwno a, jak i b sa punktami skupienia ciagu (x,). Wezmy dowolne a takie, ze
a < a < b. Skonstuujmy podciag ciagu (z,) zbiezny do a. W tym celu potrzebujemy podciagu zy,) — a i
xm(n) — b.

a

Ustalmy € > 0, € < b% i wybierzmy N takie, ze |z,411 — @,| < € dla n > Nj.

Wybieramy n takie, ze k(n) > N1 i |z, —a| < € oraz n' takie, ze m(n') > Ny, m(n’) > k(n) i [z, —b| <.
Oznaczamy K; = k(n) oraz My = m(n').

Wiadomo, ze M; > K; > Nj. Kolejne wyrazy ciagu od zx, do xp, sa od siebie w odlegtosci nie wigkszej
niz e. Jednoczesdnie a < a < b oraz x i, jest w poblizu a, za$ x, jest w poblizu b. W zbiorze {xk,, ..., xp } jest
wiec element spelniajacy warunek

|Tr, +p — @] < §, gdzie oznaczamy K; +p = ¢(1).
Wezmy § i powtérzmy konstrukeje wybierajac No takie, ze dla n > Ny zachodzi [2,41 — z,| < §. Wybieramy

n takie, ze k(n) > Na, k(n) > M i |2y — a| < §; oznaczamy K> = k(n). Podobnie wybieramy n' takie, ze

m(n') > Na, m(n') > Ky i |b — 2pynr)| < §; 0znaczamy My = m(n’).
Ponownie argumentujemy, ze w zbiorze {zk,, ..., Tar, } jest element spelniajacy
|Tr,4+p — af < §, gdzie oznaczamy Ko +p = ¢(2).
Podobnie konstruujemy ¢(3) dla § i ¢(n) dla 5z otrzymujac
|zp() —af < 5
Zatem nl;rr;o Tg(n) = a i a jest punktem skupienia ciggu (z,). Ponadto o bylo dowolnym elementem (a,b).

WykazaliSmy wiec, ze kazdy punkt skupienia odcinka [a, b] jest punktem skupienia ciagu (z,,). &

Zadanie 5.8. (Aleksandra Oszmian) Zbadaé zbiezno$¢ ciagéw i ewentualnie obliczy¢ ich granice.

a) z, = L ¢/(n+1)(ns)...2n)
) . - Lot
) zn =n?((1+ L)w —1)

a
Rozwigzanie. a) Przypomnijmy nastepujacy fakt: Jesli istnieje granica lim nH, to istnieje takze granica

n—oo a’Tl

lim /a, oraz granice te sa réwne (dla a, > 0).

Piszemy @, = £ 3/(n + 1)(n2)...(2n) = {/ “H25C0 i ozmaczamy a, = G0,
. anir _ (n42)(n+3)...2n)(2n+1)2nd2Dn” _ _(2nt1)2n* o 20t n \n _ o204l _ 1n 14
Wowezas “ott = S e N ) @) = D Dr = 2 it )" = 255 (1=3)" —2:2:0 = ¢

przy n — oo.
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4
Zatem lim =z, = —.
n—oo e

b) Oznaczamy a,, = Vk, b, =nyn. Ciag b, jest rosnacy i lim b, = co.
Q n—oo
k=1

Chcemy skorzystac z twierdzenia Stolza. W tym celu sprawdzamy, czy istnieje granica ciagu Z:«J:%Z:'
Ant1—an _ NG N NaEs) _ Vite L1 _ 2

+1 _ n+1 _
bnt1—bn — (n+l)vVntl-nyn ~ Vntldn(vntl—n) Mm—uﬁ N+ 1+ 11 1+ — 3
g n n e

przy n — oo.

¢) W tym podpunkcie skorzystamy z twierdzenia o trzech ciagach i z nieréwnosci dotyczacych funkcji exp
oraz log.

<log(1l+ z) < x; niech z = 1

T

Ttz
dr <lgl+i) <t /in
1%% < %log(l + %) < # /exp - funkcja rosnaca zachowuje nieréwnosci
exp() < (14 )% <exp(l) /-1
exp() —1<(1+ 1) —1<exp(Z 1 /m?
n?(exp( 1:_%1 ) —1) < 2, < nP(exp(Z — 1)

Podobnie dla prawej czesci nieréwnosci mamy:

n*(exp(7z — 1) < ﬁ

Zatem otrzymalismy:

1
1+1

1
1— 1

T2

< 2 <

Oba ciagi, po prawiej i lewej stronie nie réwnoéci, zbiegaja do 1 przy n — co. Zatem z twierdzenia
o trzech ciaggach lim z, = 1. &
n—oo

Zadanie 5.9. (Gabriela Szwed) Dane sa ¢, Q) € R. Udowodnié, ze ciag (z,)nen, 0 wyrazach z,, = sin (ng + Q)
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € 7Z i Q € 7Z (wtedy Vn x, = 0) lub ¢ € 27Z (wtedy Vn z, = sin Q).
Rozwigzanie. Dow6d = Mamy nastepujaca tozsamo$¢ trygonometryczna:

sin (a + () sin (o — 3) = sin? o — sin” 8

a zatem
Tpy1 - Tpo1 =sin (ng + Q + @) sin (ng + Q — @) = sin? (ng + Q) —sin® p

czyli
2 __ 2
Tp+l " Tp—1 — Ly = — S @
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Jesli (x,,) jest zbiezny to:

0= lim (41 -Tp_1 —22) = lim (— sin? ©) = —sin? o

n— o0 Nn—s 00
a wiec z istnienia lim z,, wynika sinp = 0, czyli ¢ € 7Z, tzn. ¢ = kw. Jezeli przy tym 21t k, to
X9 = sin (2klm 4+ Q) = sin Q

Toi+1 = sin (2klm + km + Q) = sin (k7 + Q) = —sinQ

wiec zbieznoéé (z,,) implikuje sin Q = 0, tzn. Q € 7Z.
Dowéd <=
Gdy ¢,Q € Z, czyli ¢ = pmpen 1 Q = kmpen

Zp = sin (npr + km) =sin[r(np + k)] =0

Ciag jest staly, a wiec zbiezny.
Gdy ¢ € 2nZ, czyli ¢ = 2pTpen
Zp, = sin (2pnm + Q) = sin Q

Ciag staly, a wiec zbiezny. &
Zadanie 5.10. (Gabriela Szwed) Wykazaé, ze ciag o wyrazach x,, = n%_l + %H +ot =20 n%_k jest
zbiezny.
Rozwigzanie.
1 1 1 1 1
T+l — Tn 0

= _— fr— J— >
2n+2+2n+1 n+1 2n+1 2n42
czyli (z,) jest rosnacy. Wezmy

S T |

wtedy
~ 1 1 1 1 1 1

== B _ _ _ <0
Tt I S T T 9 o Tt 3 ontl 2mt3 o

a wiec (Z,,) jest malejacy. Latwo zauwazyé, ze 1 < x, < T, < Z1, a zatem (x,,) ograniczony z géry (i rosnacy),
a I, jest ograniczony z dolu (i malejacy). Stad widaé, ze te ciagi sa zbiezne, przy czym

lim z, = lim z,
n—oo n—oo

gdyz

A =) = S

Zadanie 5.11. (Gabriela Szwed) Wykazaé zbieznosé ciagu o wyrazach z,, == 2y/n— Yy ;_; ﬁ

Rozwigzanie.
2 2
Tn+4+1 — Tp = -
vnt+yvn+l 2yn+1

a wiec (x,,) jest rosnacy. Z kolei dla

>0

"1
Tp =2vVn+1-— —

zachodzi

Ty 2 Tp
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oraz

2 2
= - <
Vn+l+yn+2 2yn+1

a wiec (Z,) jest malejacy 1 1 < z, < T, < Z1. Zatem (z,,) jest ograniczony z géry (i rosnacy), a T, jest
ograniczony z dotu (i malejacy). Stad widadé, ze te ciagi sa zbiezne, przy czym

0

Tn4+1 — Tp

lim z, = lim 7,
n—oo n—oo

gdyz
lim (%, — z,) = lim 2(vn+1—+/n) =0.

n—oo n—oo

&

Zadanie 5.12. (Gabriela Szwed) Niech z,, :== (1 —a)(1 +a?)(1 —a3)...(1+ (—a)") dla 0 < a < 1. Wykazaé
zbieznosé (z,) do granicy o wartosci dodatniej.

Rozwigzanie.

P (1-a (14 < (- (14 a ) = 1- ' <1

T2n—2

a zatem ciag (22, ) jest malejacy 1 ograniczony z dotu (przez 0), wiec jest zbiezny. Z kolei

Ton+1 — (1 +a2n)(1 _ a2n+1) -1 +a2n(1 —a— a2n+1) >1
L2n—1
dla prawie wszystkich n, czyli ciag (22,+1) jest od pewnego miejsca rosnacy. Ciagi (x2,) i (¥2,41) sa zbiezne
do tej samej granicy, gdyz
(z2nt1) = (z20)(1 = a®* )

zatem lim,,_, oo x,, > 0. &

Zadanie 5.13. (Gabriela Szwed) Zbadac zbiezno$¢ ciagu okre$lonego rekurencyjnie: xg > 1 dane, x,41 = H-%

Rozwiazanie. Dla

J@) = o f 10,000 [0,
mamy: . )
f) o= E22EED)

wiec jedynym punktem stalym f na [0, 00[ jest Z = 1, oraz wobec

1—x
T = — 1 =
f@) 7= )~ 1=
mamy f([0,1]) C [1,00[, f([1,00[) C [0, 1], wiec wartosci x,, oscyluja wokél T = 1. Rozbijamy (z,,) na podciagi
(2n), (X2,+1) opisane rekurencja dang poprzez g = f o f, tj g(x) = f(H%) = 2312;’. Mamy:

_(1=2)2+2) [ >0nal0,1]
g(z) —x = 3+ {<0na[1,oo[

Zatem (z2y,) (o wyrazach z [1,00[) jest malejacy i ograniczony z dotu (czyli zbiezny), zas (22,41) (0 wyrazach
z [0,1]) jest rosnacy i ograniczony z géry (czyli zbiezny). Stad lim,— o T2y, = 1, limy o0 Zant1 = 1 (bo 1 jest
jedynym punktem stalym g), co daje lim,,_, z, = 1. &

Zadanie 5.14. (Damian Kayzer) Wykazaé, ze jedli ciag liczbowy (z,,) jest zbiezny to zbiér X = {z,, : n € N}
zawiera swéj kres gérny lub dolny.
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Rozwiazanie. Zalozmy, ze 3k: z, > x := lim =z, i wezmy € := x — x. Z definicji granicy wiadomo, ze
n—oo
dN Vn > N: z, < z+ € = xg, czyli wyrazy o wyzszych indeksach niz N sa mniejsze od zj, co oznacza, ze
najwiekszy wyraz ciagu znajduje si¢ wéréd pierwszych N wyrazdw i jest on ograniczeniem gérnym zbioru X,
wiec jest rowny supremum zbioru X:
sup X = max {x1,...,xN}.

Analogicznie wnioskujemy, ze jedli istnieje wyraz xp < x, to infimum bedzie najmiejszym wyrazem ciagu.
Natomiast, gdy nie istnieje wyraz ani wigkszy, ani mniejszy od granicy to mamy do czynienia z ciggiem stalym,
a wtedy

x =supX =inf X.

&
Zadanie 5.15. (Damian Kayzer) Granice dolna i gérna mozna alternatywnie zdefiniowaé nastepujaco:
w zbiorze | — 00, t] jest:
a =liminf x,, < nieskoniczenie wiele wyrazéw ciagu (z,,), dlat > a
skoficzenie wiele wyrazéw ciagu (x,), dlat < a
w zbiorze [t, 0o jest:
b=limsupzx, < skoniczenie wiele wyrazéw ciagu (z,,), dlat > b
nieskonicznie wiele wyrazéw ciagu (x,,), dlat <b
Udowodni¢ podane réwnowaznosci.
Rozwigzanie. Dowdd przeprowadzimy tylko dla granicy dolnej, gdyz dla granicy gornej jest analogiczny.
1.1° ( = ) Zalézmy, ze t > a i w zbiorze | — 0o, t] jest skoficzenie wiele wyrazéw ciagu (x,). Oznacza to, ze
AN Vn > N : x, > t, czyli liczba ¢ jest ograniczeniem dolnym zbioru Xy = {zn41,2ZN42, ...} Mamy
wiec
t <inf Xy = inf z, < sup inf z, = liminfx, = a,
n>N NeNn>N
co jest sprzeczno$cig z zalozeniem t > a.
1.2° ( = ) Zalézmy, ze t < a i w zbiorze | — 00, t] jest nieskoficzenie wiele wyrazéw ciagu (x,) i ustalmy

N € N. Poniewaz zbiér X nie zawiera tylko skonczonej liczby wyrazéw ciagu (x,), to musi byé w
nim nieskonczenie wiele wyrazéw spelniajacych z, < t, a to oznacza, ze inf Xy < t. Z dowolnosci N
wnioskujemy, Ze supycy inf Xn < ¢, czyli otrzymaliSmy sprzecznosé:

a=supinf Xy <t <a.
NeN

2° ( <= ) Na mocy zalozenia: Yk € N w zbiorze | — 0o, a + %] jest nieskonczenie wiele wyrazéw ciagu (z,,),
wiec takze elementow zbioru X, wobec tego inf Xy < a + % Poniewaz nieréwnosé jest prawdziwa dla
kazdego k, to inf X < a, czyli a jest ograniczeniem gérnym zbioru {inf X : N € N}. Pokazmy, ze jest
to najmniejsze ograniczenie gérne. Z zalozenia w zbiorze | — 00, a — %] jest tylko skoniczenie wiele wyrazow
ciagu (x,), a to oznacza, ze AN, Vn > Ny : x, > a — %, wiec inf X, > a — % Jesli wezmiemy dowolne

b < a to istnieje takie k, ze

1
b<a-— Z < inf Xy, .
wiec b nie jest ograniczeniem gérnym zbioru {inf Xy : N € N}. Zatem udowodnili$my, ze

sup inf Xy = a.
NeN
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Zadanie 5.16. (Damian Kayzer) Niech E bedzie zbiorem punktéw skupienia ograniczonego ciagu (x,,), czyli
E = {x € R : istnieje podciag (z,, ) zbiezny do =} .
Udowodnié, ze liminf x,, = inf F i limsup z,, = sup E.

Rozwigzanie. Dowdd przeprowadzimy tylko dla granicy dolnej, gdyz dla granicy gornej jest analogiczny.

Niech a := liminf z,,. Z definicji granicy dolnej podanej w zadaniu 5.15 wynika, ze Yk € N zbidr | — oo, a — %]
zawiera tylko skonczenie wiele wyrazéw ciagu (z,), natomiast | — oo, a + %] zawiera ich nieskonczenie wiele.
Stad Ay =]a — %, a+ %] réwniez zawiera nieskoficzenie wiele wyrazéw. Mozemy wiec, wybraé wyrazy x,, € Ay
tworzace podciag, ktory jest zbiezny do a. Zatem a jest punktem skupienia, pokazmy ze najmniejszym. Jesli
b < a to w zbiorze | — oo, “T*b] jest skoficzenie wiele wyrazéw ciagu (b < %“’ < a), wiec nie mozna utworzyé
podciagu zbieznego do b, czylib ¢ F i a =inf E.

Zal6zmy teraz, ze ¢ = inf E i dla dowolnego t < ¢ w zbiorze | — 0o, t] jest nieskoniczenie wiele wyrazéw
ciagu (z,). Stad wynika, ze mozemy wybraé podciag (z,,) wyrazéw lezacych na | — co,t]. W tresci zadania
zalozylismy, ze (x,,) jest ograniczony, wiec IM Vn : M < x,. Wiec wyrazy ciagu (z,,) leza w odcinku [M, ¢],
z twierdzenia Bolzana-Weierstrassa wiemy, ze tenze ciag ma podciag zbiezny do punktu x € [M,t], co oznacza,
ze z € E, co jest sprzeczne z definicja c.

Z kolei gdy t > c i zakladamy, ze w zbiorze | — 0o, t] jest skonczenie wiele wyrazéw ciagu, to w odcinku
le —e,c+¢[, gdzie e < t — ¢, ré6wniez jest ich skoniczenie wiele, co oznacza, ze nie ma w nim zadnego punktu
skupienia, co stoi w sprzecznosci z definicja c. &

Zadanie 5.17. (Damian Kayzer) Wykaz, ze jesli ciag liczbowy (z,,) jest ograniczony oraz spelnia warunek

lim (2,1 — z,) =0,
n—oo

to zbiér E punktéw skupienia ciagu (x,,) jest odcinkiem domknietym [a, b], gdzie @ = liminf x,, i b = limsup x,.
E = {z € R : istnieje podciag (x,, ) zbiezny do z}

Rozwigzanie. Ciag jest ograniczony od dolu wiec istnieje ingv Ty, & poniewaz jest ograniczony od géry to
n>

istnieje a = sup inf x, = liminf z,,, analogicznie wnioskujemy istnienie
NeNn>N
b = limsup z,.
Pokazemy teraz, ze kazdy punkt x € [a,b] jest punktem skupienia ciagu (z,), w tym celu skonstruujmy
podciag (x,, ) W nastepujacy sposéb:

n1 — najmiejszy indeks taki, ze: x,, > —1

ng > ni — najmiejszy indeks taki, ze: z,, <z + 3

k
>4+ %, gdy k jest nieparzyste

k
<x+ %, gdy k jest parzyste

nyg > ni—1 — najmiejszy indeks taki, ze: x,, {
Aby sie przekonaé o istnieniu wyrazéw z,, o podanej wlasnosci mozna skorzystac z definicji 5.15 granicy gornej
i dolnej: x + % > a, wiec w zbiorze | — 0o, x + %] jest nieskonczenie wiele wyrazow ciagu, czyli zawsze mozna
wybraé¢ wyraz z,, <+ % Podobnie: z — % < b, wiec w zbiorze [x — %, oo[ jest nieskoficznie wiele wyrazéw
ciggu, czyli istnieje z,, > = — %
Rozwazmy parzyste indeksy k. Bedziemy stara¢ si¢ oszacowaé wyrazenie |x,, — x|, aby wykazaé zbieznosé
(). Jesli @y, > 2 to z konstrukeji wiadomo, ze:

1
Ty, — T < T (1)

Natomiast do zbadania przypadku z,, < x zauwazmy, ze T,,—1 > & — ﬁ Jest tak poniewaz, gdyby x,, -1 <
T — ﬁ to nip — 1 # ng_1 (wynika to z definicji nieparzystych wyrazéw podciagu (z,,)), wiec ng — 1 jest
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mniejszym od ny i wickszym od ng_; indeksem dla ktérego spetione jest x,, 1 < x + %, co jest sprzeczne z
definicjg ny jako najmniejszego indeksu o tej wlasnosci. Korzystajac z tej nieréwnosci mamy oszacowanie:

(2)

T—Tpy, <Tp,—1— Ty, + m
YLaczac 11 2 otrzymujemy
1

1
|2y — 2] < |y — Tny—1] + PR
1

Wyrazenia % i .= sa zbiezne do zera, réwniez wyrazenie |z,, — rn, 1| jest zbiezne do zera na mocy zatozenia
o ciagu (z,), zatem x jest granica ciaggu parzystych wyrazéw ciagu (z,, ). Co oznacza, ze wskazalidmy podciag
ciagu (z,) zbiezny do z, czyli wykazaliSmy, ze x jest punktem skupienia. Podobne rozumowanie mozna by
przeprowadzi¢ dla nieparzystych k i przekonaé sie, ze caly ciag (z,,) jest zbiezny do .

Na koniec pokazemy, ze odcinek [a,b] zawiera wszystkie punkty skupienia. Niech x ¢ [a,b], dla ustalenia

uwagi zalézmy, ze * < a i wezZmy ¢ taka, ze © < § < a. Z definicji a wynika, Ze na pélprostej | — 0o, §] lezy
skoficzenie wiele wyrazéw ciagu (2, ), co oznacza, ze w otoczeniu punktu z jest tylko skoficzona ilo$é wyrazéw
ciagu, wiec nie mozna skonstruowaé¢ podciagu ktory byltby zbiezny do x. &

Zadanie 5.18. (Damian Kayzer) Dla danego ciagu liczbowego (x,) wyznaczyé: liminf z,,, limsup z,,, kresy
zbioru X = {z, : n € N} oraz zbiér punktéw skupienia ciagu (z,,).

a) @0 = gty — B b) 2 = (1) (555 +1) ¢) zn =2+ 2 — B (&)

Rozwiazanie. a) Aby pozby¢ sie pierwiastka i czesci calkowitej rozlézmy liczbe n na sume liczby kwadratowej
ireszte: n = k% 41, gdzie 0 < I < 2k + 1, wtedy

E<V2+1< V2 +2k+1=Fk+1,
czyli E(y/n) = k. Po podstawieniu wyraz ogélny ciagu upraszcza sie do:
-k

Tp = ——.

1+ k&
Korzystajac z nieréwno$ci definiujacych [ otrzymujemy:

—k k

ap < —— < 1.
1k S ST S

Podciag (z42) = (11—’2) jest zbiezny do —1 ktére jest ograniczeniem dolnym zbioru X. Jest to najwieksze
ograniczenie dolne, poniewaz zbieznos$é podciagu (zy2) gwarantuje, ze dla kazdego £ > 0 istnieje takie N, ze
xn €] —1,—1 + ¢[. Poniewaz podciag (ng21ox) = (ﬁ) jest zbiezny do 1, to podobnie wnioskujemy, ze 1 jest

najmniejszym ograniczeniem gérnym, czyli mamy sup X = 11iinf X = —1.
Zbiezno$¢ podciagéw oznacza, ze —1 1 1 sa punktami skupienia, a poniewaz sa ograniczeniami, to sg najmniej-
szym 1 najwiekszym punktem skupienia, zatem zgodnie z trescig zadania 5.16: liminf x,, = —1 i limsup x,, = 1.

Aby znalez¢ zbior punktéw skupienia zwré6émy uwage, ze dla ustalonego k wyrazy ciagu nalezace do zbioru
{Z241:0 <1< 2k+ 1} dziela odcinek [—1,1] na czesci o dlugosci 1-%1@ Wobec tego, jesli wezmiemy dowolny
z € [—1,1], to dla kazdego k € N istnieje takie I, € 0,2k, ze |xp24;, — x| < 1-%19 Czyli istnieje podciag (zx244, )
zbiezny do x, wiec [—1, 1] jest zbiorem punktéw skupienia.

b) Rozwazmy podciagi wyrazéw parzystych i nieparzystych:

V Qk k—oo

= 1 1
T2k = eras T
Vv2k+1 k—o0
$2k+1:—4k+27—1 —1
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Rysunek 4: Otoczenia punktéow —1,11 x

Pokazemy, ze —1 i 1 sa jedynymi punktami skupienia ciagu (z,). WeZmy dowolny = € R i dodatnie e,e_1, &1
dobrane tak jak na rysunku 4, czyli tak by odcinki [-1 —e_1,—14+e_1], [l — 1,1+ &1], [t — &, + €] sie nie
przecinaly. Wiemy, ze w pierwszym z tych odcinkow leza prawie wszystkie wyrazy nieparzyste ciagu, a w drugim
prawie wszystkie parzyste, wiec w odcinku [z + &, 2 — €] moze lezeé conajwyzej skoniczona ilo$é wyrazdéw ciagu,
czyli z nie jest punktem skupienia. Zgodnie z trescig zadania 5.16 liminf z,, = —1 i limsup z,, = 1.

Aby znalezé kresy zbioru X zbadamy monotonicznosé ciagu (|x,|).

1

n 5
|%|=L+1=¢+1
2n + 25 [2n + /25
25 2n
Monotoniczno$¢ zalezy tylko od mianownika powyzszego wyrazenia, ktéry jest postaci p(x) := = + % @ jest
. . . . " _ (1—x)? . . -1, .
malejaca na ]0, 1], poniewaz mianownik wyrazenia ¢(x) — 2 = ~~—=- jest rosnacy, a licznik jest malejacy na

10, 1]. Natomiast ¢ jest rosnaca na [1,00[, poniewaz ¢(z) — 2 = x(1 — 1)? jest iloczynem funkcji rosnacych na
[1, 00l ,/3—’5’ <1 < n € 1,12, wiec |x,| jest rosnaca dla n € 1,12 i malejaca dla n > 13. Parzyste wyrazy ()
sa dodatnie, a nieparzyste ujemne, wigec szukamy supremum wérdd parzystych, a infimum wérdéd nieparzystych.
7 rozwazan nad monotonicznoscia wynika, ze x12 jest najwiekszym spoérod pierwszych 6 parzystych wyrazéw,
a w14 jest najwiekszym z pozostalych parzystych, zatem nalezy je poréwnaé. Z tej samej przyczyny trzeba
poréwnaé x11 1 x13. Ostatecznie: sup X = x5 = 4£92 +1,inf X = x5 = —\2—1173 —1.

c¢) Podstawmy n = 10k + [, gdzie [ € 0,9:

=10 T 10k 1 10

Powyzsze wyrazenie okredla rodzine podciagéw ciagu (x,), parametryzowana przez . Obliczajac granice tych
podciagéw wyznaczamy zbiér punktéw skupienia {0, 1, ..., 3 }. Przeprowadzajac podobne rozumowanie co w
poprzednim podpunkcie mozna si¢ przekonaé, ze sg to jedyne punkty skupienia i liminf z,, = 0 oraz lim sup z,, =
9
E.

Wyrazy ciaggu sa dodatnie i istnieje podciag zbiezny do 0 wiec inf X = 0. Natomiast

supX =x1 = %, poniewaz dla n > 2 mamy:
n E(n>+3<9+3 24<
Tp = — — — - <—=+-=—=<zx
"0 10/ "n 102 10
&
Zadanie 5.19. (Damian Kayzer) Wyznaczy¢ kresy zbioru Z := {"%/ﬁ + Q/lﬁ in,m € N}.
Rozwigzanie. Oznaczmy 2 := 7,\}/5 + 7\1/1% Jasne jest, ze z™ < 2, a poniewaz zi = 2, to supZ = 2. Z
nieréwnosci miedzy $rednimi mamy:
—1
1. 1< PET
—— m
m—1
m m n o n+m <1
" n+m—-1 n4+m-1 n+m-—1
inf Z = 1, poniewaz z! = % +1 2220, &
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Zadanie 5.20. (Krystian Gladych) Niech (z,)n,en to ciag w przestrzeni metrycznej (X, d). Zaldézmy, ze dwa
podciagi (yr) i (2x) (Yr = Tpr), 2k = Tq(k), gdzie p,q : N — N sg rosnace) zawieraja tacznie prawie wszystkie
wyrazy ciagu (z,). Pokazad, ze

ciag (z,,) jest zbiezny <= ciagi (yr) i (2x) sa zbiezne i limy_, o0 Y = limg—o0 2%

Rozwigzanie. Dow6d <= : Z zalozenia zbiér S := {p(k) | k € N} U {q(k) | k¥ € N} ma skonczone dopelnienie
S’ =N\ S w zbiorze N. Niech limyy = lim 2z, = & € X. Pokazemy, ze limz;, = 3.

Dla danego £ > 0 mamy
{Hk’ eN:VEk> K :dzyp, i) <e @)

K" € N:VE > K" 2 d(zgm), ) <e

Niech ng € N to element maksymalny zbioru skonczonego S'U{p(1), ..., p(k’), q(1), ..., ¢(k”) }. Wtedy dla kazdego
n € N takiego, ze n > ng mamy

(n € ($"U{p(1),....p(k"),q(1), ....q(K")})" = S\ {p(1), ..., q(k")}),

co jest rOwnowazne

((3k > k' :n=p(k)) lub (3k > k" : n = q(k))).

Z (3) wynika wiec, ze Vn > ng : d(zp,2) < g, czyli limz,, = .

Dowéd = : Zauwazmy, ze p(k),q(k) > k dla k € N. Niech lim,, . x, = &; pokazemy, ze wtedy takze
limyy, = &. Dla dowolnego danego e > 0 istnieje takie ng € N, ze Vn > ng : d(x,, &) < €; stad, jezeli k > ng, to
n:=p(k) >k > no, wiec d(yx,2) < € (gdyz yr = Tpr) = Tn). Zatem Ve > 0:3Ing € N: Vk > ng : d(yx, 2) < ¢,
czyli limy, = 2.

Uwaga. 7 czeéci “ <" powyzszego twierdzenia korzystaliémy juz przy badaniu ciggéw okreslonych reku-
rencyjnie (przypadek “oscylujacy”), rozkladajac (x,) na podciagi (x2,) 1 (z2n—1)-

&

Zadanie 5.21. (Krystian Gladych) Niech (z),) i (/) to dwa zbiezne ciagi w przestrzeni metrycznej (X, d).
Wykazaé, ze jezeli {z], | n € N} = {2/ | n € N} := Z, to lima], = lima] lub Z jest skoficzone.

Rozwigzanie. Zalozmy, ze ' := lima], jest rézne od 2’ := limx],. Wezmy ¢ = 3d(a/,z") > 0; wtedy kule
K(2',¢e), K(a”, €) sa rozlaczne, wiec suma ich dopelnien daje cate X. Z definicji granicy wynika, ze kazde z tych
dopelnien zawiera skoficzona liczbe wyrazéw ciagu (x,,), tzn. skonczona liczbe elementéw zbioru Z. Zatem Z,
jako suma dwdéch zbioréw skoniczonych, jest skonczone. &

Zadanie 5.22. (Krystian Gladych) Niech (x,) to ciag w przestrzeni metrycznej (X, d). Wykazaé, ze

(a) Jezeli lim, o0 d(zy,2) = 400 dla pewnego (a wiec tez dla kazdego) & € X, to zbiér {z, | n € N} jest
domkniety.

(b) Jezeli ciag (x,,) jest zbiezny, i & = lim,, o0, to zbidr {z, | n € N} U {&} jest domkniety.

Rozwigzanie. (a) Niech z € U := X \{z,, | n € N}. Z zalozenia 3ng : Vn > ng : d(xp, &) > 1+d(z, 2), a zatem
d(zy,x) > d(zn, &) — d(x,&) > 1 dla n > ng. Stad wynika, ze jezeli r := min{1,d(z1, ), ..., d(Tn,, )}, to 7 >0
(boxeU),r<1,orazVn € N: x,, K(z,r) (gdyz dla n < ng jest d(zp,x) =2 r,adlan > ng d(x,,z) >12>7).
Zatem K(x,r) C U, czyli U to zbiér otwarty.

(b) Niech z € U := X \ ({z, | n € N} U {2}). Wezmy ¢ = id(z,2) > 0. Z definicji granicy wynika,
ze Ing € N : Vn > ng : [z, € K(Z,¢), a wiec z, ¢ K(z,¢)] (edyz K(z,e) N K(&,e) = 0). Niech r :=
min{e, d(z1, ), ..., d(Tn,, ) }; wtedy r > 0 oraz K(z,r) C U. &

6 Liczba e, funkcja wyktadnicza i logarytm

Dla n € N: 2 € R oznaczamy e, (x) := (14 =)". Wéwczas:
(1) Vz € R istnieje granica e(z) = limy, o0 €, ()

(2) V1,22 € R:e(ry + 22) = e(z1)e(x2)
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(3) Ve eR:e(x) >0oraz e(x) > 1+ 2

(4) funkcja R 5 x — e(x) €]0, 00| jest rosnaca

(5) funkcja R 3 z — e(x) €]0, oo[ jest ciagla
Dowody

1. Pokazemy, iz przy ustalonym x € R ciag (e, (x)) jest, poczawszy od pewnego miejsca, rosnacy. Otz

T
1+ ——>g>0
+n—|—1 g

dla prawie wszystkich n € N (mianowicie dla n > max {0, —z}), wiec z nieréwnosci Bernoulliego dla prawie
wszystkich n € N:

T n+1 x n+1
ens1(2) _ (1+2) L\ _ (1+2) (1-2mm)
en(x) n 1+2Z n 1+

n

2. Mamy

a wigc dla n > max {0, z}:

przy czym ciag <#) jest malejacy ...tu fragment, ktérego nie moge rozczytaé... Stad (e,(x)) jest

e.,,,(—m)

ograniczony z gory, co wraz z 1. daje fakt (1)

3. Przy ustalonych x1,22 € R niech n € N bedzie tak duze, ze dodatnie sg 1 + 2, 1 4 22 1 4 BE22 (wiec
dodatnie sa e, (1), en(r2) 1 en(z1 + 22)). Wtedy z nieréwnosci Bernoulliego:

n

1 Zi) (1 Z2 T1Z2 n T1T2
en(an)en(za) _ | (1+ 7 )T(+: 2) | {1+ e } S R
en(T1 + 22) 14 ftee 14 e 1+ ftee
n
en(T1 +22) a T2

>1- -
1+ 1)

en(r1)en(z2)

(+%) (%)

a zatem dla prawie wszystkich n € N mamy

DI ey (a1)en(x2) [_ o

1 o <
TTreEE S @) ) (1)

wiec
en(z1)en(z2)

=1
n—oo en(qjl —+ Jj2)

(tw. o zachowaniu nieréwnos$ci w granicy), a stad i z faktu (1) wynika fakt (2)

4. 7 nieréwnosci Bernoulliego:
en(x) = <1+£> >1+x
n

dla prawie wszystkich n € N, wiec e(z) > 1 4 x. Ponadto z faktu 2. e(z)e(—z) = e(0) =1 i jedna z liczb
e(z), e(—x) jest > 1+ |z| > 0, skad fakt (3)
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5. 21 < x2 = e(x2) = e(x1)e(x2 — x1) > e(x1), co dowodzi (4)

6. dokonczy¢ dowdd ciaglosci

+1<e(z) < L

x Ser) < 7
x

xée(x)—lél_x

T
1< | ——
le(z) =1 < max{|z], [T—I}

Twierdzenia

e(r) = e*, gdzie e == ¢e(1), tzn. e = lim,, .o (1 + = ~ 2, . Jest to tzw. podstawa
1 *. gdzi 1 li 1 Tll " 2,718281828459045. J d
logarytmu naturalnego. Tak wiec Vx € R:

|
o

lim (1 n f)" @
n

n—oo

() Ve eR:e* > 1+x

(II) Vo < 1:e* < 7+

11—z

Dowody

I Z punktu (2) przez indukcje dostajemy e(zq + 2o + ... + zp) = e(x1)...e(x2), stad w szczegdlnosei e(nz) =
e(r) dlan € N, z € R. Zarazem e(0) = 1 i e(z)e(—x) = 1 z czego wynika e(—z) = e(x)™!, wiec

ré6wnosé e(nx) = e(x)™ zachodzi dla x € Z. Stad dla dowolnego q = % € Q, ! €Z, m e N mamy

1
e(q)™ = e(mq) = e(l) = e(1)! = €, czyli e(q) = ()™ = ew = el. Zatem funkcje x — e(z) i x — €”
pokrywaja si¢ na zbiorze QQ i obie sa rosnace, skad sa rowne.
IT Wynika wprost z (I) i (3)
I Z twierdzenia (I) dlaz <1: L =e™*>1-2>0

Logarytm naturalny
Funkcja wykladnicza exp : R —]0, oo[, exp(z) := e® jest bijekcja, ma wiec odwrotnosé nazywana logarytmem
naturalnym: log : 0, co[— R. Zatem dla = €]0, 00[, y € R:

1. logz =log, z

2. logr =y x=¢eY
3. elosr =g

4. loge¥ =y

Fakt: ’”T_l <logz<z—1dlaz >0tz ;75 <log(l+z)<zdaz+1>0
Dowdd Prawa strone nieréwnosci otrzymujemy logarytmujac nieréwnosé z faktu (3). Lewa strone udowadniamy
wykorzystujac udowodniona nier6wnosc:

log [ —— ) —log (14 =% ) < =2 O
i) 14+ = 8 x+1) S 1+2 z+1

z czego wynika
x

log(1 >
og(1 +2) r+1

Zadanie 6.1. (Gabriela Szwed) Wykaz, ze 0 < e —1 —z < % dlal—2>0oraz 0 <z —log(l+=z) < 1{%
dlal+4+x > 0.
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Rozwigzanie. W pierwszej nieréwnoéci 0 < e* — 1 — z wynika bezposrednio z faktu 3, e* — 2z — 1 <

bezposrednio z z faktu (III). Druga nieréwnos¢ wynika z 75 < log(l +z) < z:

ZE2

x
- - < log(1
x 42" 1+2 og(1l+ x)

Zadanie 6.2. (Gabriela Szwed) Wykaz, ze |log(1 + z)| < 1|_‘T|‘m| dla |z| < 1.

Rozwigzanie. Dla —1 < z < 0 zachodzi

1 —x ||
0<log(o7) = —log(l+2) < g0 = 7

. Dla 0 < x < 1 zachodzi
z |z

0 < log(1 <2< =
og(l+a) o<y =77

Zadanie 6.3. (Gabriela Szwed) Wykaz, ze funkcja log : |0, 0o[ — R jest ciagla.

Rozwiazanie. Dla zg,z € |0, o0[:

|log x — log x| =

x
log—| =
Zo o

co bedzie mniejsze niz €, gdy [v — zo| < 145 =: 0 = d(z, €).

Zadanie 6.4. (Gabriela Szwed) Wykaz, ze [e* — 1| < 3
funkcja exp : R — R jest ciagta.

Rozwiazanie. Dla —1 <z < 0:

0<1l—-e"<—2a=|2|< ]
1— x|
Dla0<z<1:
, 1 |z]
0<e® -1« —1=
S S l-z 1— |zl
Stad
|6x76x0|:6I0|617I071| <ezg |I7‘TO|
1— |z — zo

gdy |z — xg| < 1, co bedzie mniejsze niz €, gdy |z — | < fi:‘i =:§ = §(xo, €).

|z—xo|
log<1—|—m x0>' <—T

1—z

&

|x‘|$| dla |z| < 1 i korzystajac z tego dowodu wykaz, ze

&

Zadanie 6.5. (Gabriela Szwed) Dane sa dwa ciagi liczbowe (ay,), (b,). Wykazaé, ze jesli lim,,— o a, = 0 oraz

C . . . b ;
istnieje granica g = lim,, o0 @nby, to lim, .o (1 + a,)"" = eI = limanbn,
Rozwiagzanie. Korzystajac z nieréwnosci udowodnionej w zadaniu pierwszym:

Qn

10g (1 + @)™ — anbn| = [log (1 4 an) — an| - |bn] < |—2—
08 (14 60)™ = | = log (1 +0,) ~ -] < | 52

a wiec

lim log (1 + a,)™™ = lim anb, =g
n—oo n—oo

co wraz z ciggloscig exp daje teze.
Przyktlady:

|anbn| ’
n—oo



. n?+an+0b\" a—c
lim [ —— | =e
n—oo \ n? +cn+d

Zadanie 6.6. (Gabriela Szwed) Wykaz, ze lim,, oo n (/a — 1) = loga dla a > 0.

loga w pieréwnodei x < e — 1 < £ wtedy dla dostatecznie duzych n zachodzi:

Rozwiazanie. WeZmy x = T

skad

co udowadnia teze. &

7 Szeregi liczbowe

Zadanie 7.1. (Aleksandra Oszmian) Zbadaé zbiezno$é ciagu o wyrazach:

\/§+\/§+ n n+1

an =1/~ 4.ty -n

" 1 2 n

Rozwigzanie. an+1fan:\/?+\/§+...+ ”:1+,/Z—ﬁfnflf\/?f\/§f...f = /B2 =

vVn+2—+/n+1 — n+2—n—1 — 1
n+1 VAL(Vnt24vntD) T g1/ (nt1)(nt2)

n+1
Opt1 = Oppl — Op +Qp — Ap_1 + ...+ a3 —az + a2 —ay +a; = g b,
k=1

1

dzie b, = ap — Gp—1 = —F—.
g n n n—1 "JF\/M
n+1

Szereg Z b, jest rozbiezny na mocy drugiego kryterium poréwnawczego z szeregiem harmonicznym.
k=1
Ciag (an) jest ciageim sum czesciowych o wyrazach (b,,), a zatem jest rozbiezny. &

Zadanie 7.2. (Aleksandra Oszmian) Zbadaé zbieznosé i zbieznosé bezwzgledna szeregdw:
o0

(1 —n2)n
2D (2n)i2n

n=1

- nr N1
) > (-1 [m —1]

1— 2\n —1)" 2_1 n "
= e = Tagge = (=)l
lZnt1] _ ((nD>—D"FEn)2" _ (n’f2ng1-nntt (n2+2n)n nt2n (1 4 2otlyn n2+2n

[zn] — QmEIN2FImZ—1)" — A(n+tD)CntD)(n2—1)7 — \n2—1/) I(n+1)(2n+1) n2—1/ 4(n+1)(2n+1)

pierwszy czynnik zbiega do €2, a drugi do i przy n — oo.

Rozwigzanie. a) x,

, gdzie

2
. X 1 (& . . . . .
lim | |n+| | =7 > 1. Zatem badany szereg jest rozbiezny - nie speinia warunku koniecznego.
n—oo ,fL’n
b) yp = A — 1 = n+1v/n2+100 _ n®4+2n+1-n>-100 _ 2n—99
Yn vn2+100 vn2+100 Vn2+100(n+1+vn2+100) vn2+100(n+1—+/n2+100)
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Dla n > 50 (y,) jest dodatnie, lim gy, = 0. Licznik jest rzedu 1 a mianownik rzedu 2, zatem od pewnego

momentu y, jest malejacy, a wiec szereg jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza.

14 VE41- VB \n _ 1- Y5
" (f 145 )n_<1+1+%>n
_ 1=
Oznaczamy ¢, = TV

c) zn = (1+2%)

. . n(l—5) log(5) . log(5) 1
Woéwezas lim nc, = lim =— , lim z, = exp(— =—#0.
Szereg jest rozbiezny, gdyz nie spelnia warunku koniecznego. &

Zadanie 7.3. (Aleksandra Oszmian) Udowodnié¢ kryterium Jermakowa o zbieznosci szeregdéw o wyrazach do-
datnich.

Niech (u,) bedzie ciagiem malejacym takim, ze:

. 2”’(},271,
lim

n—00 Unp,

=1L

Jedli L < 1, to szereg Z uy, jest zbiezny, a jesli L > 1, to szereg ten jest rozbiezny.
n=1
Rozwiazanie. Zalézmy naJplerW ze L < 1. Wyblerzmy dowolne K spelniajace warunek L < K < 1. Wowczas
prawie wszystkie wyrazy ciggu 2 “2" spelniaja 2 "2" < K.
Ponadto u,, > 0, wiec 2" ugn < Kun = Ugn < Qﬁn
Ciag u, jest malejacy i ma dodatnie wyrazy, zatem jest ograniczony.

on—1 2" —1 2N 1 2" —1 2N 1
Z ZQng KZuk<KZul Z k):K(Zul* Zuk)<KZul
k=2N k=2N k=2N k=2N =N k=n+1 =N
Otrzymalismy:
2" —1 2N 1
Z up < K Z U
k=2N
Zuk<KZul /(1—K)
k=2N N
2" —1 K 2N 1
ng up < - K :Z (9

Son_1 — Son_1 < %(521\771 - SN71)
Son_1 < %(SQNA — SN-1) + San_y,

gdzie pierwszy skladnik po prawej stronie nieréwnoéci jest stala.

S} jest rosnacym ciggiem majacym ograniczony podciag. Poniewaz dla kazdego k istnieje n takie, ze k < 2™ —1,
wnioskujemy, ze S, jest ograniczony, a wiec zbiezny.

Rozwazmy teraz przypadek L > 1. Wowczas dla prawie wszystkich n (tzn. n > N):

2" 7J.277,

>1 <= 2™ugn > u,

2" n n 2N
Z > Z 2y > Z u; /+ Z ug

k=2N 41 I=N+1 I=N+1 i=n+1
on
E ug > E u; - stala
k=n-+1 I=N+1
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Definiujemy ciag liczb naturalnych:

m1:N
m2:2”
mg = 22

my = 2"k-1

Z’c Uy = ZQ u; + 23: u; + ... + z’c: ul>M+M+...+M:(k:—1)M

I=N+1 l=m1+1 l=mo+1 l=mp_1+1
Sm, —Sn > (k—1)M
Smp > Sv+ (k= 1)M — oo, gdy k — o0
Otrzymalismy zmierzajacy do oo podciag ciagu (S, ). Zatem S, nie jest zbiezny. &

Zadanie 7.4. (Aleksandra Oszmian) Zbadaé zbieznos$é nastepujacych szeregéw liczbowych:

Z{Vln
b)zl-5~9-...-(4n—3)

— (4n —2)!!
O S WAFT — 2+ Vi)
n=1

Rozwigzanie. a) Wiadomo, ze logx < z, wiec mozemy zapisa¢:

logn <n / 3/~
Ylogn < /n /.7t
1 1

V/logn ~ 3 n

Prawa strona nieréwnosci jest zbiezna do 1 przy n — oo. Zatem Dany szereg nie spetania warunku koniecznego
zbieznosci szergdw - jest rozbiezny.

b) Skorzystamy z kryterium d’Alemberta.

a,,+1 _ 1:5:9-...-(4n=3)(An+1)(4n—2)!! _  4n+1
- (4n+2)”1 -5:9-...-(4n—3) T 4n(4n+2)

Zatem badany szereg na mocy kryterium d’Alemberta jest zbiezny.

— 0 przy n — oo.

c) Wyrazenie vn + 1 — 2y/n + /n — 1) przeksztalcamy w nastepujacy sposéb:
n+l—n n—1-—n 1 1 _
Vnt1=2Vn+vn—1)=Vn+l-yntvn—1-vn)= Ze7 + 7= +\f T Vntiltvn | Va-l+vn

Vn—1+y/n—vn+tl—yn — n—1-n—1 —
Vit l+vn) (Va—1+vn)  (Vatl+v/m) (Vr—T+vn)(Vr—1+v/ntl) (\/7n+71+\/ﬁ)(\/7n—1+\/ﬁ)(\/n—l-ﬁ-x/r-&-l)

Jest to szereg o wyrazach ujemnych, zbiezny na mocy drugiego kryterium poréwnawczego z szeregiem o wyrazach

postaci —-. &
2

n

e} e}

Zadanie 7.5. (Aleksandra Oszmian) Wykazaé, ze jesli szeregi Z a, Z b2 sa zbiezne oraz a, > 0, b, > 0,
n=1 n=1

to zbiezny jest tez szereg

oo
E anby
n=1

Rozwiazanie. Skorzystamy z nieréwnosci Schwarza:
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n n n
O arbe)® < (an)* > (bx)?
k=1 k=1 k=1
n
Oznaczamy S, = Zakbk. Jest to suma czeSciowa interesujacego nas szeregu. Niech takze A,,, B, oznaczaja
k=1
sumy czesciowe szeregéw o wyrazach (ay,,)?, (b,)? odpowiednio. Na mocy nieréwnoéci Schwarza mamy:
S2 < AnB,

Sy jest ciggiem rosngcym o wyrazach dodatnich. Podobnie A,, i B,,. Zatem powyzsza nier6wnos¢ mozna spier-
wiastkowac:

Sn < Aan < v AB,
gdzie A= lim A,, B= lim B,.

n—oo n—oo
S, jest rosnacy i ograniczony, a wiec zbiezny. &

8 Topologia przestrzeni metrycznej

m+n

Zadanie 8.1. (Krystian Gladych) Pokazaé, ze zbiér X := { | m,n € N} C R jest domkniety.

Rozwigzanie. Niech z; € X i niech ciag (x) jest zbiezny; mozna zalozyé, ze x = Tﬁ’f;k, gdzie my < ng.

Wtedy xp > %mk (gdyz 2myng > mi(mg + ng)), a zatem ciag (my) jest, tak jak ciag (xy), ograniczony z
géry. Mozna wiec z ciagu (z,,) wybraé podciag (zbiezny do tej samej granicy) dla ktérego my = m jest stale.

Zastapmy (zj) tym podciagiem (dla uproszczenia notacji). Zatem ciag xp = =k = jest zbiezny, co

m
m+ng 1+ il

2m-2
— 0 (i wtedy limzy = m = Smiam € X),

oznacza, ze ciag () tez jest zbiezny. Stad wynika, Ze albo ;=

albo ™ PR o gdzien € N (i wtedy limz, = % = - € X). Zatem w obu przypadkach limz, € X,
— 00

nk 1+% n+m

czyli zbiér X jest domkniety. &

Zadanie 8.2. (Krystian Gladych) Niech (X,d) to przestrzen metryczna. Pokazaé, ze jezeli zbiér O C X jest
otwarty, to dla kazdego A C X mamy

(1) ONACONA; (2)0ONA=

G
D
b

Rozwigzanie. Dow6d IL): I metoda. Zawsze mamy A

( \B c A\ B, gdyz AUB = (A\ B) U B daje
AUB=AUB=A\BUB,skad ACA\BUB, czyli A\BC A

\ B. Stosujac ten fakt, dostajemy:

B, s
ONA=A\(X\0) =4\ (X\O)C A\ (X\O)=An0O

Druga réwnos$é wynika z tego, ze zbiér X \ O jest domkniety.
IT metoda. Mamy:

xr¢ ONA=3V, Bx(otwarty) VN (O0ONnA)=0=
AcC X\ (V, ﬁO) ACX\(V nNo) =
V,NONA=0=2¢0ONA

Implikacja (%) jest prawdziwa, poniewaz zbiér X\ (V, N O) jest domkniety (gdyz zbidr V,, N O jest otwarty).
IIT metoda. Mamy:

r€ONA= gz =limz,, gdze x, € Aizx, € O dla prawie wszystkich n
=z, € ON A dla prawie wszystkich n = z =limz, € ON A
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Dowdd (2): I metoda.

ONADONA=0NAD>0ONA

0nAC0Ad=0nd=0n4 (gdys B = B)
II metoda.
x¢ ONA« 3V, 3 (otwarty) cx e Ve, Van(ONA)=0, tzn. AC X\ (V,NO)
s AC X\ (V,NnO) (bozbiér X \ (V, NO) jest domkniety) &z ¢ ONA
&

Zadanie 8.3. (Krystian Gladych) Wykazaé, ze jezeli O N A C ON A dla kazdego A C X, to zbiér O jest
otwarty.

Rozwigzanie. Wezmy A := X \ O; wtedy ONA=0\Int O, ONA =), wiec O C Int O. &

Zadanie 8.4. (Krystian Gladych) Wykazaé, ze jezeli zbiér F C X jest domkniety, to Int (FUA) C FUInt A
dla A C X.

Rozwigzanie. I metoda. Zastosowaé zadanie 8.2, punkt (1), biorac O := X \ F.
IT metoda. Mamy:

z e (Int (FUA))\F =3V, V) >z (otwarte) : V, CFUA, V) C X\ F.

Wtedy z € V)NV C A, a wigc z € Int A.

8.1 Zwartosé

Zadanie 8.5. (Hubert Andrzejewski) Wykazaé, ze zbiorem wartosci funkeji f(z,y) = % jest zwarty
odcinek, wyznaczy¢ ten odcinek.

Dowéd. Obliczmy f;, f,:
1—2zy —y?
(% +1)(y* +1)?

1—2zy — 22 ]
(% +1)%(y* + 1)

Liczniki w punkcie krytycznym musza si¢ zerowaé, a zatem:

fr= fy=
2?=1-2zy=1y*—z=y

Wstawiajac x lub y do dowolnego z powyzszych réownan i rozwiazujac otrzymane réwnanie kwadratowe ze
wzgledu na x lub y, dostajemy z =y = :i:%7 a wartos¢ funkcji wyjsciowej w tym punkcie wynosi:

1 1 3v3
+t—F—)=F—
Fl—p ) = 57
Zauwazmy, ze dla |z| > 2:
‘ x | < ‘ T ‘ < 1 A 1 < 1
2241 22" T2 2241 75
Wiec:
0,5 0,2y 1 1
g X = 7_076
|f(x7y)| y2+1 y2+1 2 + 0

i
Analogicznie dla |y| < 2, a zatem poza zwartym zbiorem K := {(z,y) : |z| < 2,|y| < 2} mamy odcinek
|f(z,y)] <0,6 &
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8.2 Spdjnosé
Zadanie 8.6. (Krzysztof Wolicki) Niech a1, as,as > 0. Wykaz, ze

N 3. (551)2 (552)2 _ (963)2
5 "{ Rz T (a) ”<a3>2}

jest spdjny.
Dowdéd:. Odwzorowanie ¢ : R? — S:
d(u,v) = (a1 vV 1+ u2cosv,az\/1+ u?sinv, azu)

to parametryzacja powierzchni S. ¢ jest ciagle (ciagle sa wspélrzedne ¢, ¢o, ¢3) 1 injektywne. Dla x € S : u :=

x
—3, wtedy
as
2 2
(331) N (xz> _1
a1V 1+ u? asV'1 + u?

AP . . T T2 . . ‘- . .
a wiec istnieje takie v € R 26 ————= = cosv, ——=—= = sinw. Zatem S jest spdjny jako obraz zbioru

¢ a1V 1+ u? asV 1+ u?
spojnego wzgledem odwzorowania ciagtego. &

Zadanie 8.7. (Krzysztof Wolicki) Niech ay, as, a3 > 0. Wykaz, ze

gy gy @), (@) (zs)
S = { eR’: 1+ (a1)2'+_(a2)2 __(03)2}

jest niespdjny.

(z3)?
(as)?
R2x]—00,0], Ay := R?x [0, 0o|. Przy tym S, S sa niepuste (np. (0,0,a3) € A2i (0,0, —a3z) € A;y) i rozgraniczone
(gdyz S C Ay, Sy C Ao, zas$ Ay i Ay sa rozgraniczone: A; N Ay = ) = A; N Ay gdyz np. A; = R? x |—o0, 0] jest
rozlaczne z As).

II metoda Funkcja f : S — R, f(z) := w3, jest ciggla (gdyz ciagle jest rzutowanie R® na poszczegélne osie).
Liczby a3 i —a3 sa wartosciami f, a liczba 0 - nie jest. Zatem f(S) C R jest zbiorem niespdjnym (zauwazamy,
ze f(S) =]—o00,—as] U[as, 00| ), a wiec S jest niespdjny (bo ciagly obraz zbioru spéjnego jest spdjny). &

Dowdd:. I metoda Jesli x € S, to > 1, wiec x3 # 0. Zatem S = S U Sy, gdzie S := SN Ak, Ay :=

Zadanie 8.8. (Krzysztof Wolicki) Dla jakich wartosci parametru p € R zbidr S := {x € R3: 2923 = p} jest
spojny?

Rozwigzanie:. Dla p = 0 S jest sumg mnogosciowa trzech plaszczyzn (plaszczyzny x1 = 0, pl. 2o = 0, pl.
x3 = 0) majacych wspolny punkt (0,0, 0), zatem jest zbiorem tukowo spéjnym (a tym bardziej spdjnym). Dla
p # 0 mamy rozklad S = 51 U So, S := SN Ak, A := ... itd (jak w zadaniu 8.7), a wiec S jest niespéjny. &

Zadanie 8.9 (*). (Krzysztof Wolicki) Zbiér S := {z € R® : zy2z023 = 1} ma cztery spojne skladowe.

Dowdéd:. Jasne, ze S = Sy USy__US_y_US__4, gdzie Syyy :={x €S 21 >0,22 >0,23 >0}, itd.
Przy tym kazde dwa skladniki tej sumy sa rozgraniczone (patrz zadaniu 8.7), wiec wystarczy wykazaé, ze sa

1

one spéjne. Oté6z mamy np. Sy = ¢ ([0, 00[x[0, 00[), gdzie ¢ (u,v) := | u,v, — |, a wiec ¢ jest ciagle i zatem
uw

Sy jest spojny. &

Zadanie 8.10. (Krzysztof Wolicki) Sfera S"~! := {z € R": 2%+ ...+ 22 =1} jest dla n > 2 zb. lukowo
spojnym, a wiec spdjnym.
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Dowdd:. Niech N(z) := d(z,0) = \/m, zatem N : R® — R jest ciagla. Dla x,y € S™~ !, takich, ze
x 4y # 0 (nieantypodycznych) wezmy v : [0,1] — R,
1

(t) = ((1_t)x+ty)'N((1_t)x+ty)

Jest to ciagla krzywa laczaca = i y. Z kolei punkty = i —z (antypodyczne) mozna potaczyé tukiem, laczac
najpierw x z ustalonym punktem y t.ze y # x,y # —x, a nast. taczac y z —=x. &

Zadanie 8.11 (Lemat). (Krzysztof Wolicki) Niech S - podzbi6r spéjny przestrzeni metr. X. Jesli S C A; U Ay,
gdzie Ay, Ay C X sa rozgraniczone (tzn. A U As =0 = A; U Ay),t0 S C A; lub S C As.

Dowéd:. S = 51US,, gdzie S; := SN A;, przy czym S; i Sy jako podzbiory zbioréw rozgraniczonych A; i As,
takze sa rozgraniczone (monotoniczno$é operacji domkniecia). Zatem S; = @) lub Sy = 0 (ze spéjnosci S) i w
pierwszym przypadku S = Ss = 5N Ay, czyli S C Ay i w drugim przypadku analogicznie S C A;. &

Zadanie 8.12. (Krzysztof Wolicki) Jesli S1, 52 C X sa sp6jne i nierozgraniczone, to S; U Sy tez jest spdjny.

Dowdd:. Niech S1USs = A1 UA,, gdzie Ay i Ay - rozgraniczone. Z 8.11 wynika wiec, ze (S1 C A; lub S; C As)
oraz (Se C Aj lub Sy C As). Przy tym nie moze byé (51 C Ay, Sa C As) ani (Sa C A, S1 C As), gdyz byloby
to sprzeczne z nierozgraniczono$cig S1 i S2. Mamy wiec np. S1, 52 C A1 1 wtedy A3 U Ay = S1USy C Ay, czyli
A2CAhstd@:AlﬂAQDAQﬂAg:AQ *

Zadanie 8.13. (Krzysztof Wolicki) Jedli 4,5 € X t.ze S € A C S, przy czym S spéjny, to A spojny. W
szezegblnosci dokmniecie zbioru spdjnego jest zb. spojnym. (Oczywiscie IntS nie musi by¢ spdjnel!)

Dowéd:. Jesli A = A1 UA,, gdzie Ay, A,Q - rozgraniczone, to z lematu 8.11 mamy S C Aqlub S C As. Niech np.
S C A, wtedy SC Ay C AC S, skad Ay = S. Stad As = SN Ay = A1 N Ay = () z warunku rozgraniczenia. &

Zadanie 8.14. (Krzysztof Wolicki) Jesli S C R?, przy czym dopelnienie R? \ S jest zbiorem skoficzonym lub
przeliczalnym, to S jest zbiorem (lukowo) spéjnym.

Dowdd:. Niech z,y € S,z # y. Istnieje co najwyzej przeliczalna liczba punktéw p symetralnej odcinka [, y],
takich ze tamana [x, p|U[p, y] zawiera element z R?\ S. Mozna wiec wybraé takie p € R?, dla ktérego [z, p|U[p, y]
zawiera si¢ w .S. &

Zadanie 8.15. (Krzysztof Wolicki) Jesli S C R3 jest zbiorem takim, ze R3 \ S jest co najwyzej przeliczalna
sumy, prostych, to S jest zbiorem tukowo spéjnym.

Dowéd:. Niech 7 - plaszezyzna w R3, przechodzaca przez zadane punkty z,y € S(x # y) na ktérej nie lezy
zadna z prostych L C R3\ S. (Taka ptaszcz. 7 istnieje, gdyz kazdej prostej L C R?\ S odpowiada co najwyzej
jedna plaszczyzna zawierajaca L U {x,y}; jest wiec < przeliczalna mnogosé ”niedopuszczalnych” plaszczyzn).
Na 7, dzieki 8.2, mozemy znalezé lamana [z, p] U [p, y|, zawarta w .S N . &

Zadanie 8.16. (Krzysztof Wolicki) Niech f: R+— R

f(z) = sin% ,edy z #0
0 ,gdy =0

Wtedy wykres f: ['(f) := {(z, f(x)) : © € R} jest spéjnym podzbiorem R2. (Zatem sp6jnosé wykresu nie impli-
kuje ciagtosci funkejil)

Dowéd:. T'(f) = S-U{(0,0)}USy, gdzie S_ := {(z,sinl): 2 <0},5; = {(z,sin 1) : 2 > 0}. Zbiory S_, 5,
sq spojne (gdyz S_ jest obrazem | —oo, 0[ przy odwzorowaniu ciggtym ]—oo, 0[> x  (z,sin 1) € R?; analogicznie

z Sy1). Spojny jest takze 1-elementowy zbiér {(0,0)}. Jezeli wiec pokazemy, ze punkt (0,0) nalezy do domkniecia
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kazdego ze zbioréw S_ i Si, to z 8.12 wyniknie spéjnosé S_ U {(0,0)}, a w konsekwencji takze spéjnosé

(S_ U {(0,0)) U S, = I(f). Otoz

(0,0) = lim (1,sin (mr)> €S,

n—oo \ N

zatem (S_ U {(0,0)}) U S spdjny. &

9 Ciagtlosé

Zadanie 9.1. (Krzysztof Wolicki) Funkcja f : R? — R,

L1T2
d 0,0

0 ,egdy x =0

jest ”czastkowo” ciagla, lecz jest nieciagla w & := (0, 0).

Dowéd:. f(t,a) =

Nieciaglos¢ f w z:

t
a20[7+t2 sa ciagle dla ustalonego o # 0. Z kolei f(¢,0) = f(0,t) = 0 tez jest ciagla.

n—oo \Nn n

mimo, ze lim (1, 1) = (0,0). &

Zadanie 9.2. (Krzysztof Wolicki) Jedli f : R? — R jest czastkowo ciagla i monotoniczna na kazdej prostej
"pionowej” {a} x R, a € R, to jest ciagla.
Dowdd:. Dla zadanych zg € R? i € > 0: Istnieje pionowy odcinek [z_, 2] o §rodku zg taki, ze |f(z) — f(z0)| <
% dla z € [x_, 2], w szczegblnosci dla © = x4 (ciaglo$é na prostych pionowych). Z kolei (ciaglo$é na prostych
poziomych) istnieja poziome odcinki a4, by] o $rodkach x4 i jednakowej dlugodci, na ktérych |f(z) — f(z1)] <
%, w konsekwencji | f(z) — f(zo)| < %—l—% = e. Jesli wigc = nalezy do prostokata a bib_a_, to f(x) zawiera sie
pomiedzy warto$ciami f w rzutach x na odcinki [a4, by ] (monotonicznodé f), czyli f(x) € [f(xo) — &, f(x0) + €]
(rysunek) &
Zadanie 9.3. (Krzysztof Wolicki) Wykazaé, ze funkcja f : R® — R, n > 2, dana wzorem

XTy-Tg-... Ty

f(z) =< (@1 +x2) (T2 +23) -+ (Tp—1 + Tn)
0 ,edy e (1,...,n):2; <0

,edy Vi:x; >0

jest ciagta.

Dowéd:. Podzbiory X; := {x e R”: Vi:z; >0}, Xg := {z € R" : i : z; < 0} sa otwarte w R (skonczone
przeciecia i dowolne sumy zb. otwartych sa otwarte) i f jest ciagla na kazdym z nich (na X; f jest ilorazem
ciaglych funkeji dodatnich i na X5 f = 0). Wystarczy wiec wykazaé ciaglto$é f w punkach zbioru F := R™ \
(X1 UXg)={zeR":Vi:ax; >0oraz Ik : 2, = 0}. Otéz dla y € X5 oraz j € (1,...,n) mamy

Y1 Yj—1 Yj+1 Yn
0< fly)=y; - . < yj
Tyt Yi-1+Y YTy Yn1+yn 7
azatem |f(y)| < min{|y1], ..., |yn|} dlaVy € R™ (dla y spoza X7 mamy bowiem f(y) = 0). Stad juz natychmiast
wynika ciaglo§¢ f w punkcie € F (wtedy f(x) = 0 oraz 3k : z; = 0). &
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Zadanie 9.4. (Krzysztof Wolicki) Funkcja f : R? — R

INIERNSTE)

arctan (tgxy — z2) , gdy |x1| <
fla) = o
T , gdy 1] >

jest ciagta.

Dowéd:. Gdy z € R? ma wspéhrzedna z; rézna od +7, wtedy cigglos¢ f w x jest oczywista. Gdy z kolei np.
71 = 35, wtedy cigglod¢ f w punkcie x wynika z otwartosci zbioru

f*1 Gg—a,g+6D:{xeR2:arctan<x2+tan(g—a>> <$1<g—|—6} dla0<e<m.

&

Zadanie 9.5. (Krzysztof Wolicki) Niech X := [a,b] (moze by¢ b = +00) oraz f : X — X - ciagla surjekcja.
Wtedy f ma punkt staly.

Dowdéd:. Niech zp € X taki, ze f(xo) = a. Dla ¢ : X — R, ¢(z) := f(z) — = (clagla!l) jest wtedy ¢(a) =
fla)—a >0, p(xg) = a—xo <0, skad (wlasnoéé Darboux) teza. &
Zadanie 9.6. (Krzysztof Wolicki) Jesli f : [0,1] — [0,1] jest ciagta, f(0) =0, f(1) =1oraz fo...of =: f" =
idjp,1) dla pewnego n € N, to f = idg y].

Dowdd (ad abs.):. Niech f(xg) # xo. Wezmy 1 := sup {z € [0, zo] : f(z) =z}, x2 := inf {& € [x0,1] : f(x) = x}.
Wtedy f(z1) = 21, f(z2) = z2 (ciaglo$é f) oraz (z whasnosci Darboux) f(x) — x ma staly znak na ]zq,zs]

i niech np. f(xzg) > xg. Ponadto skoro f jest rosnaca (gdyz f™ = id daje bijecktywnosé¢ f, a ciagta funk-

cja injektywna na [0,1] musi byé monotoniczna), to f ([z1,22]) C [v1,72]. Zatem fF(x¢) € [z1,2] oraz
zo < f(x0) < f2(0) < ... < f™(x0) = 70, skad sprzecznosé! &

10 Rachunek rézniczkowy

Zadanie 10.1. (Krystian Gladych) Rozwiazaé¢ réwnania:
_ xz—2y+5

(a) y/ - 2:5754,47

(b) (y2 —61‘) y +2y=0

Rozwigzanie. a) Wprowadzamy zmienne
=xt+an=y+b
i szukamy takich wartosci a oraz b, dla ktérych podane réwnanie jest jednorodne. Mamy:

,_ (E—a)=2(n-b)+5
K v
, §=2n+(20+5—a)

2 —-n+(b—2a+4)

Réwnanie ma by¢ jednorodne, czyli

2b+5—a=0,

b—2a+4=0.
Stad wynika, ze

a=1,b=-2

oraz
E=x+1,n=y—2.
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Zmienne &, 7 spelniaja réwnanie

gdzie u = g Mamy 1 = u&, czyli ' = v'€ + u, poniewaz £’ = % =22

, §—=2n  1—-2u

Ui

:25—77_ 2—u’

datl) — q, Stad wynika, ze
1—2u
le
u£_2_u7
. 1=2u 1 — 4u + u?
U,f: - = )
2—u 2—u
du d€
T ) = =
1—4u+u2( v) 13

Catkujac obie strony ostatniego réwnania, otrzymujemy

(2 —u)du 1/
1 = = v - -
o8 |¢] /u2—4u+1 2 ) W@ —du+1

2u—4

1

1
du:—ilog u2—4u+1|—|—C,

€l =

poniewaz [ '@ gy —n |f(z)| + C. Stad wynika, ze

f(@)

czyli

VD u? = 4du+ 1|

Ax +1)2

(z+1)*=

x+1

‘(ﬁ)2_4(w)+1‘ T2 -4y -2+ D+ @+ 1)

A=y* —dy+4—4doy+ 8z —dy + 8+ 2% + 2z + 1|,
A=y + 2% — day — 8y + 10z + 13] .

Réwnanie

A:|y2+x2—4xy—8y+10x—|—13|

to rozwiazanie réwnania (a) w postaci uwiklanej.

/
/ ,/

L —
—

s
"

/
s

/

I

Ly

Rysunek 5: Rozwiazania réwnania (4) dla pewnych wartosci A.
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b) Przeksztalcamy réwnanie:

dy _ 2
dx y2 — 6z

dv  —y?+ 6z _Lr 1

dy ~ 2y Ty 27

Réwnanie p .
T T

= _32_= 5
a0y Y (5)

to réwnanie liniowe niejednorodne. Do znalezienia jego rozwiazania uzywamy metody uzmienniania statej. Naj-
pierw szukamy rozwiazania réwnania jednorodnego:

dz _ g
dy 'y
dz _ 4dy
Ty

log [« = log [y|* + C
|z = Cly’|
x=Cy3

Rozwigzanie ogblne to = Cy?>, gdzie C to dowolna stata. Teraz szukamy szczegdlnego rozwigzania réwnania
niejednorodnego. Zakladamy, ze x = C(y)y?, i podstawiamy x do réwnania (5):

dx 1
o =C' W)y’ +3y°Cly) = 3CW)y* — 5y
Y 2
1
C/ 3 - _ =
Y 29
1 1
C'=——Cly)=—+A4
o () 5
Rozwiazanie ogdlne réwnania niejednorodnego (5) to wiec
1 . . 1
— - A 3 — A 3 .2
€T <2y + > Y Yo+ Qy )
gdzie A to dowolna stala. &

Zadanie 10.2. (Krystian Gladych) Znajdz réwnanie krzywej na plaszczyZnie, przechodzacej przez punkt (1,2),
ktéra spelnia warunek: odcinek stycznej miedzy punktem stycznosci a osig OX jest dzielony na potowe punktem
przeciecia z osia OY.

Rozwiagzanie. Szukamy prostej o réwnaniu y = f(z). Réwnanie prostej stycznej do krzywej f(x) w punkcie
xo to y = f'(zo)(x — zo) + f(x0). Punkt przeciecia tej prostej z osiag OY to

=0,
natomiast punkt przeciecia z osiag OX to

z=0,y=—z0f (z0) + f(0)-
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Z warunku podanego w tresci zadania wynika, ze $rodek odcinka stycznej miedzy punktem stycznoéci a osig OX
ma wspotrzedne

f(IO) ))7%

o + (20 F(20)) = (0, —xo (o) + F(z0)),

2 ED)
czyli
2x0 f' (x0) = f(x0).

Otrzymane réwnanie musi byé prawdziwe dla kazdego xg, czyli dla dowolnego z i y = f(x) mamy

dy
202 =y.
:Cda: y

To oznacza, ze dla x,y # 0 mamy

Po scatkowaniu obu stron réwnania otrzymujemy
1
Injy| = §In|x\ +c,

czyli
y=CVlz,
gdzie C oraz ¢ to jakie$ stale. Krzywa przechodzi przez punkt (1,2), czyli C' = 2, a szukane réwnanie to

y=2y/]al. s

Zadanie 10.3. (Hubert Andrzejewski) Znalezé punkty krytyczne funkcji danej niejawnie réwnaniem: 323 —

Tzcos(x +y) + fz[fl = 0, zbadaé typ wybranego punktu krytycznego.

Obliczmy obie pochodne funkcji:
F( y="17 '(—k)—&—201 s F,( ) =Tzsin(z +y)
w(x,y,2) = Tzsin(x +y a 22 y(®,y,2) = Tzsin(x +y

Po przyréwnaniu pochodnych do zera i rozwiazaniu réwnan widzimy, ze jednoczes$nie zeruja sie one gdy:
r+y=kmae==x1;(keZ)

A zatem otrzymujemy nastepujace mozliwosci: (z,y) = (1,—1 + 2kn), (z,y) = (1,—-1 + 7 + 2kn), (z,y) =

(—=1,1+ 2km), (z,y) = (—1,1 4+ 7 + 2kn). Wstawiajac powyzsze punkty do wyjéciowego réwnania i rozwiazujac

i biorac tylko rzeczywiste rozwiazania otrzymujemy: Dla pierwszego przypadku:

F(l,-142km,2) =323 - 72410 = (24+2)(32> =62+ 5) =0
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z=-2,gdyz A <0
Dla drugiego przypadku:

F(l, 147 +2km,2) =324+ 724+10= (2 +1)(32* = 32 +10) = 0

z=—1,gdyz A <0
Dla trzeciego przypadku:

F(=1,142km,2) =32 — 72— 10 = (2 —2)(32° + 62+ 5) = 0

z=2gdyz A <0
Dla czwartego przypadku:

F(—~1,14+7+2km,2) =324+ 72 -10= (2 — 1)(32* + 32 + 10) = 0

z=1gdyz A <0
A zatem otrzymujemy nastepujace punkty krytyczne:

(1, =1+ 2km,—2), (1, =1 + 7 + 2km, —1), (=1,1 + 2k, 2), (=1,1 + 7 + 2k, 1)

Gdy wezmiemy pod uwage periodyczno$é kosinusa, okaze sie, ze wszystkie punkty maja identyczny charakter,
poltézmy k = 0 i sprawdzmy jak w otrzymanych punktach zachowuje sie pochodna funkcji wyjéciowej po z, ktéra
przyjmuje warto$é¢ F,(x,y,2) = 922 — Tcos(x + y). Wstawiajac powyzsze punkty do pochodnej otrzymujemy
wartosci: 29, 16, 29, 16. Obliczamy drugie pochodne wyjsciowej funkcji po x i y wraz z pochodng mieszana:

2

x4 -3
Fzm(xvyaz) = 7Z COS(l‘ + y) +40$m7Fyy(xayaz) = Fry(xayaz) = 72008(1' + y)

stad mozna wyznaczy¢ macierze form kwadratowych:

—-24 -14 -3 7
Q17,1’72 = —% <14 14) ; Q1771+ﬂ',71 = _% < 7 7) )

24 14 3 -7
Q-112=—5 14 14) 3 @-114m1 = —1= 7 _7>

Teraz nalezy zbadaé okreslonos¢ formy kwadratowej, mozna skorzystaé¢ z kryterium Sylvestera: Widzimy, ze
pierwsza jest dodatnio okre$lona w punkcie (1, -1) wiec w tym punkcie funkcja funkcja z = z(x, y) ma minimum
lokalne. W drugim przypadku mamy mieszang sygnature, wiec funkcja z = z(x,y) w (1,—1 + 7) ma punkt
siodlowy. w trzecim przypadku macierz jest ujemnie okre$lona, wiec funkcja ma maksimum, a w czwartym
przypadku macierz jest nieokreslona, czyli z=z(x, y) ma w (—1,1 + 7) punkt siodlowy.

Zadanie 10.4. (Hubert Andrzejewski) Znalez¢ i zbada¢ punkty krytyczne funkeji g : RS — R, g(z,y,2) =
x4+ 4y + % + %

Obliczmy f7,, f1, f1: 1 1 11
Z+ / z+

=1 =4 ===

Teraz standardowo, przyréwnujemy pochodne do 0 nastepnie wyznaczamy z + 1 z f. oraz f; i poréwnujac obie
pochodne otrzymujemy, ze y = ix.Teraz rugujemy y z f. = f. = 0 w koncu otrzymujemy:

1
3 =4(z+1),2% = Zm2 —x =2z
Po wstawieniu x do powyzszego réwnania otrzymamy nastepujace réwnanie trzeciego stopnia na z:
0=223—2—-1=(2-1)(222+22+1)

Otrzymujemy tylko jedno rozwigzanie z = 1, gdyz w réwnaniu kwadratowym A < 0, a zatem po wstawieniu war-

tosci z do réwnan na pozostale zmienne dostajemy jedyny punkt krytyczny: (z,y, z) = (2, %, 1) — f(2, %, 1)="7
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W celu zbadania rodzaju punktu krytycznego obliczmy wartosci drugich pochodnych w tym punkcie(zapisano
same wartosci):

1
f.i/,z, = 17f‘i/y = 25f3/;,z = _57 g//,y = 167f(,/[;/z = _2af!z =2

Zbudujmy teraz macierz pochodnych i obliczmy wyznaczniki macierzy 121, 222, 323(oznaczmy je jako A; gdzie
i=1,2,3):

" " " 1
vo Joy Je ;L T2
ve Jyy Jyz | = 2 16 -2
" " " 1 —9 )
zZx 2y zz 2

A =1,A0 =12, A3 =20
Widzimy, ze kazdy wyznacznik jest wigkszy od 0 zatem funkcja ma w tym punkcie minimum.

Zadanie 10.5. (Hubert Andrzejewski) Znalez¢ i zbadaé punkty krytyczne funkeji
f:R"\{0} = R, f(z) = ﬁ + a1y + ...+ anzy

llzll = />; (@i)? , a; dane, przynajmniej jedno a; niezerowe.

Dla utatwienia przy liczeniu pochodnej funkcji f, policzmy najpierw pochodng normy wprowadzajac ozna-
czenie: g(x) = ||z
dg(x) _ 2 _ T
Oxj 20/ 7 ()2 9(@)
Teraz wstawmy te pochodna do wzoru na funkcje f, przy czym pochodna drugiej czesci f, to stata, przez co
mozemy wnioskowaé, ze punkt krytyczny zalezy tylko od ”zachowania” normy.
Y

af; 9] o -
% =g(x) + %(awl +a;z;) = —g gj +a; =a; —r %z
j J

Przyrownujac powyzsza pochodng do 0 dostajemy:
fllz)=0eVYj:2; =g <z;=g°

Wstawiajac otrzymana warto$é¢ do funkeji g, mozemy wyznaczy¢ ”zachowanie” normy a zatem i punkt krytyczny:
9= llzll = llg°| = g°[le|l, wiec g2 = [[#[l; g = |||~ *, po podniesieniu g do trzeciej potegi mamy: g° = [ o|~%,
ktory jest jedynym punktem krytycznym, funkcja f przyjmuje w nim wartosé f(z) = 2||x\|%

W celu zbadania rodzaju punktu krytycznego, policzmy drugie pochodne funkcji f po z; oraz x;:

0 _
fili=5-(aj—g7°

-5 -3
97 Bz 2j) =39 wixj — g "0

Zatem zapisujac drugie pochodne w postaci formy o wspétczynnikach h;,h;:

F (@) (hishy) = flhahy = g2 (B aiha)® — ||| %)
2 i=1

Stad widzimy, ze forma jest nieokreSlona dla n > 1 w zwiazku z tym punkt krytyczny || e H—% funkeji f jest

punktem siodlowym.

Zadanie 10.6. (Hubert Andrzejewski) Niech S = {(z,y,2) : z = zy}. Wykazaé, ze S jest powierzchnig
prostokredlng, tzn jest suma mnogoéciows rodziny prostych w R>
Wskazéwka: Rozwazyé czesé wspdlng plaszczyzny stycznej {p +T,S} z S dlap € S

Dowdd. Najpierw wykazemy, ze S jest powierzchnia. Niech S bedzie zadana réwnaniem g(z,y,z) = zy — 2
policzmy pochodne funkeji g po x, y, 2 w puncie py = (o, Yo, 20). Warto§é pochodnych to: f'(z,y,2)p, =
[yo, o, —1] # 0, wiec S jest gladka powierzchnia, do tego mamy przestrzen styczna w punkcie py postaci
Ty, = ker[zo, Yo, —1]. Zatem plaszczyzna styczna K = K, wyrazona jest przez réwnanie:

yo(x —xo) + oy —yo) — (2 — 20) =0
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A czesé wspélna plaszczyzny stycznej K z powierzchnia S ma postacé:
SNK ={T:z=uay,h(z,y) =0}

gdzie:
h(z,y) = yo(z — z0) + 2o(y — yo) — 2y + Toyo = (= — o) (¥ — Yo)
Zatem SNK ={T: (v = zg,z = xoy) V (y = Yo, 2 = xyo)} = L1 U Lo, gdzie L1, Ly sa prostymi o réwnaniach:

T — X0 Y—7Y0 zZ— 20 T — Zo Y—"Y0 zZ— 20
L = = = L = = =
=15 1 o hle={— 0 Yo }

Co dowodzi, ze powierzchnia S jest prostokreélna. &
Zadanie 10.7. (Hubert Andrzejewski) Wyrazi¢ grad, div, A, rot we wspélrzednych parabolicznych:

{(u,v,¢) € [0,00) x [0,00) x [0,27) : (x = uvcos(¢),y = uvsin(p), z = U —2&-0 )

Zacznijmy od wyznaczenia wektoréw bazy wspolrzednych parabolicznych:(%, %, %).

0 Odxrd O0yo 0z0 . 0

v~ vdw T oudy T Bwas Py tusinldlg, + (g,
Reszta analogicznie tylko rézniczkujemy sktadowe wspétrzednych po kolejnej zmiennej. Poniezej zebrano wyni-
ki:
6% = ucos(gb)% + usin((b)a% + (—v)%
a% = vcos((ﬁ)% + vsin(gzﬁ)a% + u%
a%> = —uvsin(¢) L + uvcos(¢)6% +02

W kolejnym kroku wyznaczmy tensor metryczny, jak wiadomo sktadowe tensora metrycznego g;;, to iloczyny
skalarne (e|e) wektoréw bazy:

Joo = (%la%) = u?cos?(¢) + u?sin*(¢) + v? = u® +o*
9,0 2 2 2 . 9 2 2 2
Guu (%|%):v cos(¢) +v?sin*(¢) + u® = u® + v

Goo = g%%) — (uv)sin®() + (uv)2cos*(9) = (uv)?

Policzmy teraz iloczyny mieszane, co postuzy do udowodnienia, ze sa to wspélrzedne ortogonalne(kazde ” waz-
niejsze” uklady wspélrzednych sa ortogonalne):

a,0
Gvu = Guv = (87 ai) = UUC082(¢) + UUSin2(¢) —vu=0
v Ou
g,0 9 . 9 .
a6 = i = (G| 55) = —uwrPsin(d)cos(9) + wwsin(s)cos(s) = 0
g,0 9 . 2 .
06 = o0 = (5o 155) = —uFvsin(@)cos(d) +uPvsin(g)cos(s) = 0
u? + v? 0
Widzimy wiec ze wspoélrzedne s ortogonalne, zatem macierz tensora metrycznego ma postaé: g;; = 0 u? + v?
0 0
a macierz odwrotna(ktéra tez sie przyda w dalszych obliczeniach) ma postaé:
- ez 0 0
g"=1 0 @ 0
0 0 e
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Do obliczenia gradientu wykorzystamy wzér (gradf)’ = g' 52 gdzie f to dowolna funkcja, a g% oznacza skladowe
i,j tensora dualnego do tensora metrycznego.

0 0 0 1 9 1 0 1 0
uu7f+gvv7f+g¢¢7f7 f f f

gradf = (gradf)" + (gradf)" + (gradf)® = g™ 5= E® 96 @+020u @R+ (w) 06

of 1 of 1
u2+v2 ou’ u?+v2 9v’ (uv)? 3(1)

MoZna to zapisaé takze jako [ } Dywergencje wyznaczymy ze wzoru: div(X)? =

det amg Vdet(gi;) X7

gdz1e. X J skladowa pola wektorowego dla j-tej wspétrzednej.

div(X)" = Wi(u(ﬁ +0%)X")
(X" = s %(v(uz F02)X7)
div(X)? L (uv(u +0%)X?)

- wo(u? + v2) ¢

Pelne wyrazenie na dywergencje jest suma powyzszych wyrazen.
W celu wyznaczenie rotacji wykorzystamy wzoér:

1 0
X l — lkj g, -
= ety o)

Wyznaczmy rotacje dla wspolrzednej v pola wektorowego, dla u oraz ¢ analogicznie.

v 1 v ) 8 % a 7
rot(X)" = m k](@(fﬂ 9ij) + @(93 9ij)) =

1 0, u 0 P _
m(%(ﬂ? guu)— %(fﬂ 9¢¢)) =

O (2 +0%)(X?)))

! 0 u +v)(X“))—%

wv(u? + v?) (8¢(
Dla wspélrzednej u:

POHX)" = s (e () X)) = 55 (0 +07) (X))
Dla wspoélrzednej ¢:
“ 1 0 2 2 v 0 2 2 u
rot(X)" = m(%((u +0) (X)) = 5, (@ +07)(XY))

gdzie:
€'k to antysymetryczny tensor Levi-Civity.
Do wyznaczenia Laplasjanu wykorzystamy nastepujacy wzor:

i L9 i O
(A= ety oV 4195097 55 1)

Szczegdlowo zapiszemy obliczenia dla sktadowej u Laplasjanu, kolejne dwie sktadowe analogicznie:

1 0

3a TV o

(Af)" = W ou

f)=
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Skladowa v:

Sktadowa ¢:
1 02
Af)P = — —
AP = o 5
Laplasjan jest suma powyzszych sktadowych.

Zadanie 10.8. (Hubert Andrzejewski) Wykazaé, ze réwnania 32 +t2 —2xz = 01 23 +y3 +13 — 23 = 0 okreélaja

(z, z) jako funkcje (y,t) w otoczeniu punktu (xo, Yo, 20, t0) = (1, —1,1,1) Obliczyé g—z, %, g—;, % w tym punkcie.

Dowdd. Wprowadzmy oznaczenia:

g(xayaz7t) = y2 +t2 _szah(xyy,zat) = Z3+y3+t3 _23

Sprawdzmy czy f(g,h) = 0 € R? czyli musi zachodzi¢, g(1,—1,1,1) = 0 oraz h(1,—1,1,1) = 0. Wykonujac
dzialania widzimy ze podane tozsamosci sa prawdziwe. Jesli w otoczeniu tego punktu f zadaje funkcje x = z(y, t)
oraz z = z(y,t), to musi zachodzié:

g(z(yrt)’y7z(y’t)7t) =0, h(z(y7t)’yvz(yvt)7t) =0

Wstawiajac punkty widzimy, ze powyzsze tozsamosci sa spelnione, czyli réwnania z tresci okreslaja zadane
funkcje w otoczeniu danego punktu. Teraz policzmy pochodne po y(w ponizszych wyrazeniach indeks dolny
oznacza zmienng po ktérej rézniczkujemy). &

0
Fyg(x(y7t)7yvz(yat)7t) = 2y - Zny - 27)21/ =0

0
aih(w(:%t)vya Z(y7t)7t> = 31‘235‘7; + 3y2 — 3222y =0
Y

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie x,, z, z powyzszych réwnan. Najszybciej zrobi¢ to metoda macierzowa:
z x Ty\ Y
(a2 ) (3r) = (5e)
Mnozac prawa strone powyzszego wyrazenia, przez odwrotnoéé¢ lewej skrajnej macierzy otrzymujemy rozwiaza-
nia:
. y2? — xy? B ya? + zy?
Yo a3 30T a3 423

Teraz wyznaczmy pochodne po t:
0
&g(x(yat)vya Z(y?t)at) =2t —2zxy — 222, =0

0
ah(x(y,t),y, 2(y,t),t) = 3x2x, + 3t — 32%2, = 0

Mozna teraz postapié jak poprzednio zapisujac rownania w formie macierzowej i rozwiazujac je:

(o2 52) () = ()

ale, juz na etapie wypisania macierzy widac¢, ze g oraz h sa symetryczne ze wzgledu na zamiane y « t, czyli
rozwigzania maja postac:
tz? — xt? tr? + 2t?
T = —— 8t = ———
ET T3 30t T T3 3

Wstawiajac do wyrazei na x,, z, 2, 2, zadany punkt (1,—1,1,1) otrzymujemy wartoéci pochodnych o ktére
poproszono nas w tresci zadania, przy czym x, = —1 natomiast pozostale wynoszg 0.
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Zadanie 10.9. (Hubert Andrzejewski) Funkcje u,v,w : R} +— R dane sa wzorami u(x,y,z) = = +y +
z, v(z,y,2) = xyz, w(x,y,2) = 2> Traktujac w jako nowa zmienna zalezng (u,v) — w(u,v) wyrazié we
wspOlrzednych (u, v, w) réwnanie:

0z 0z xy 0z 0z

(32 = )25 Ve, T e T T Y

a nastepnie rozwiaza¢ rownanie.
Wskazéwka: Rézniczkowaé 23(x,y) = w(u(x,y, z(x,y)),v(z,y, 2(z,y))

Postepujac zgodnie ze wskazoéwka, rézniczkujemy wzgledem x, y tozsamosé:
w(z +y + 2(z,y), 2yz(z,y)) = [2(z, )]’

Dostajemy:
w, (1+ 2,) +w), (yz + xyz)) = 32°2,
wy, (14 z)) +w) (xz + xyz,) = 3%z

u

/

Z(E

!

Zy
dzie M = 322 4 !
gdzie M = 3z° — w,, — xyw,,

Wstawiajac powyzsze wyrazenia do réwnania z tredci zadania, otrzymujemy:

Stad:

(wy, + yzw;,)
(w!], + zzwl)

Sels

(32" = Dw(w), + yzw,) — y(w, + zzw)] + zy(y — z)w;, = (x — y)(32° — w;, — zyw,)
Po uproszczeniu:
(32" = 1)(z — y)wl, + ay(y — z)w,, = (x — y)(32* — w), — zyw))

Ostatecznie:
322w, = 32° —» wl, =1 — w(u,v) = u+ ¢(v)

Czyli rozwiazanie rownania jest postaci:
P =wty+ztod(ny,2)
Zadanie 10.10. (Hubert Andrzejewski) Znalez¢ i zbadaé punkty krytyczne funkeji

F:R"> (x1,.,zn) — 1+x1)(1+22)...(1+z,) €R
N zabiorze M = (21..xy) i @1 -T2+ .. -z =1, ©; >0
M = G_I(O) G(x1, Xy =21 - Ta oo Ty — 1)

Mzo...xpdry + x123...2pdxe + ... + 1. Tp—1dTp_1) =0
Poniewaz wszystkie z; maja by¢ dodatnie, to mozna bez straty ogdlnosci pomnozy¢ pierwsze réwnanie przez
(1 +I1),
drugie przez (1 + x3) itd.
n-te przez (1 + x,)

(14 z2)...(1 + ) — Azg...xy, =0

1+ z1)(1+z3)...(1 + ) — Ar123...2,, = 0

14+z)..l+2zn—1) = Az1..2p-1 =0
1 — terownantie :
I+z)...(1+x,) = Az1..p1 =
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Dla kazdej pary ¢ # j: Az1...(1 4+ x;)...xp = Az1...(1 + x5)..2p
Dla A # 0 otrzymujemy:

(I +zi)a; = 2i(1 + x;)
Tj+ Tk =X + T
x; = x; — wszystkie r; musza bycrowne.
Warunek, G(z;) = 1dajex; =1
A2nl=)1.2 5 A=2""7
Dla A = 0 mamy dF = 0, a to ma miejsce jedynie gdy przynajmniej dwa spoéroéd wszystkich x; sa réwne —1, a

taki punkt nie nalezy do G
Mamy zatem punkt krytyczny (1,...,1), badamy jego rodzaj:

82F - n—1
h’ij = Orizd T 7&.]’ hl](x) = (1 +~T1)(1 +xn) = |(1,.‘.71)2
0%G .
9 = 5o * #J, 9ij(®) = zixj = |1, 1)1
1=7 gi; =0

hi; — Agi;(1,...,1) = 0, zatem druga pochodna nie rozstrzyga. O tym, Ze jest to minimum mozna sie przekonaé
rozwazajac co dzieje sie gdy przynajmniej jedna zmienna dazy do 0. Ze wzgledu na warunek G(x) = 1 oznacza
to, ze przynajmniej jedna zmienna dazy do oo, a to pociaga F(x) — oo.Zatem punkt (1,...,1) jest punktem
globalnego minimum.

Zadanie 10.11. (Hubert Andrzejewski) Obliczy¢ norme odwzorowania liniowego,
L:R®>— R? L(z,y) = (z + 3y,3z +y),
jesli w dziedzinie i obrazie rozwazamy norme euklidesows:

(@, y)ll2 = V/2? + y?

IL]| = supl|L(z, y)llz2, [[(z,y)[l2 =1

f(@,y) = (x+3y)° + Bz +y)?

LIl = sup\/f(z,y) = /supf (z,y)
f(z,y) = 2% + 9y* + 62y + 922 + y? + 6zy = 10(2® + y°) + 122y

Badaé¢ mozna w zasadzie jedynie funkcje: g(w,y) = 2y, na zbiorze: F(x,y) = 22 +y* — 1
d(z,y,\) = g(z,y) — AF(z,y), indeks dolny oznacza rézniczkowanie po danej zmiennej.
Or=y—A-20=0=y=2\z
py=T—A-2y=0=y=2\y

1
)\Zfél‘:yzi\/z:y:_i
2 2 V2
2 V2 V2

Sa zatem 4 punkty krytyczne:
dla A = 1 mamy:

(L L) (,L ,L)

V22 V2N V2T V2

a dla A —% mamy:

1 1: 1 1
(7 -7 %

[\~]
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Liczymy drugie pochodne, a nastepnie budujemy ich macierze.
d)rz = ¢yy = —2A
¢3cy =1

-2\ 1
1 =2X

Po wstawieniu wartosci wspéteczynnikéw A + %

otrzymujemy odpowiednio dla —% id:

()
4

W celu wyznaczenia punktow krytycznych rozwiazujemy zagadnienia wlasne. (1 1) X <1 1) X (1) =

5"

(1 1) x 3 = 4> 0 = minimum

(-1 1) x (_11 11) x (—11> = (-1 1) x (22) = -4< 0 = maksimum

Najwigksza warto$¢ g(x,y) na zbiorze 22 + y? =1 to 3, najmniejsza —3

fz,y) = 10(z? + %) + 122y = lp24y2=110 4+ 122y

Najwigksza wartosé f na zbiorze 2 + y? = 1 to 16, najmniejsza 4 ||L| = V16 =4

11 Funkcje pierwotne

Zadanie 11.1. (Hubert Andrzejewski) Znalez¢ rozwiazanie zagadnienia poczatkowego:

d
d%f =3z —y, z(0) =1, y(0) =1, 2(0) = 3
dy
29 3y —
it~
d
d—j =-2r+5y—=z2
Zapisujemy macierz A zwiazana z ukladem réwnan, a nastepnie rozwiazujemy zagadnienie wlasne tej macierzy.
3 -1 0
A= 0 3 -1
-2 5 -1
3-x2 -1 0
wa(A) = 0 3—-A -1 =
-2 ) —-1-A

=—(14+NB-XN?*=2+50B-)) =

—(1+ A9 =6 A+A) —2+15 -5\ =

(9= 6N+ A HIN—6XA2 + A3 + 13 -5\ =
—9— 3N+ 5N - N+ 13 -5\ =

AP BN 8 A+ 4= (N3 —5A\T 48N —4) =
(1=N(A~-2)
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2 -1 2 -1 0 1 1 -1 0
ker(A—1)=ker | 0 2 =ker [0 2 —1) —Span | 2 | ker(A—2-1)=ker [ 0 1 -1
-2 5 ) 6 4 —2 —4 -2 5 -3
1 -1 0 1 1 -1 0 1 -2 1
=ker [0 1 —1) —=Span [1] ker(A—=2-1)2 =ker([ 0 1 —1])2=ker |2 —4 2| = ker
g 3 3 1) -2 5 =3 4 -8 4
(1 =2 1) = Span( , )
1 - 1
ker(A—2-1)ws = 0 1 —1 X O =|1] =v
5 =3 -1 1
Warunki poczegtkowe rozkladu w bazie (v1,v2,v3)
1 1 1 1
1 =a 2|48 (1] +v [0
3 4 1 -1

W celu znalezienia «, 3,y rozwiazujemy powyzszy uklad réwnan, np. metoda eliminacji Gaussa. Wartosci wspot-
czynnikéw wynosza o = 2,5 = —3,v = 2.

Poprawno$¢ otrzymanych wspétczynnikéw mozna sprawdzi¢ wstawiajac je do powyzszego uktadu réwnan.

W koncu mozemy zapisaé rozwigzanie zagadnienia poczatkowego:

x(t) 1
yt) | =ett (1| =
2(t) 3

2e Atv — 3€At1)2 + QeAtwg =

2etvy — 3e®tvy + 2(6 wo + te? bug) = *
eAtyy = e(A—21)1+21L,, 1+ (A=2-1)t+ .. )wy = e*'wy + te* vy
x = 2elvy + (=3 + 2t)e* vy + 2wy =

1 1 1 2et + e2t(—1 + 2t)
=2t [ 2] +(=3+2t)e® | 1] +2e% | 0 | = | 4e! + e (=3 +2¢)
4 1 -1 8et + e2t(—5 + 2t)

Zadanie 11.2. (Hubert Andrzejewski)
1 1 1
Niech A= (2 1 1
0 1 1
Dla jakich warunkéw poczatkowych rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania:
= Ax(t) x: R — R3 spetnia warunek:

tlimx(t)zO
1-A 1 1
det(A-X1)=| 2 1-x 1 |=
0 1 1—-A
(1=A2+2-20-N)—-(1-)\) =
=(1-XN*=31-)\)+2=
=X +3)2 =233 -)) Sp(4A) ={0,3}
Gdy \ = 0
1 1 1 10 0 0
ker(A)=ker |2 1 1] =ker (0 1 1):S’pan{ 1] }=wv
01 1 -1
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1 1 1 11 3 3 3 0 1
ker(A?) =ker [2 1 1| x |2 1 1) =ker (4 4 4| =ker (1 1 1)=Span{ | 1 ],|-1]}
0 1 1 0 1 1 2 2 2 -1 0
0
Awo = 1 = Vo
-1
Dlax=3 0 1 ) 3
ker(A—3-1)=ker | 2 -2 1 | =ker <_2 b1 ) = ker <_2 0 3 ) =Span{ [4]| } =wvs
0 1 -2 0o 1 -2
0 1 -2 2
tlimoo ey = v

1
eMwg = (1+ At + A% . 3 + .. )wg = wp + tvg, w — oo brak granicy
. lim e?v3 =0

Zatem warunki poczatkowe musza by¢ proporcjonalne do vs.

Zadanie 11.3. (Hubert Andrzejewski) Znalezé rozwiazanie ogélne réwnania:
z(t)" — 3x(t) — 2x(t) = cosh(t) — 1

MoBA—2=0=A+1DN-A-2)=A+1)*N-2)

Pierwiastki tego rownania to:
A =1 d=-1,A\3=2

ROJR:z(t) = (A + Bt)e ' + Ce?
Niejednorodnosé: by (t) + ba(t) + bs(t) = 2et — Le7t — 1
W zasadzie, to sa 3 rézne niejednorodnosci oznaczone b; i = 1,2, 3 by, bs nie sa rezonansowe, by jest.

Dla by:
z(t) = Ae':Ae! —3Ae' —2Ae' = L' —4A=1 = A= —{ = a1(t) = —4€

8
Dla bg:
z(t)=A:—2A=-1=> A= % = 13(t) = %
Dla by:
z(t) = At?e™!
dx
— = (24t — At*)e ™"
dt ( )6
d2x o b
ol (24 — 2At — 2At + At*)e™" = (2A — 4At + At )e
3
% = (—4A +2At — 2A + 4At — At?)e ! = (—6A + 6At — At?)e™"
(—6A + 6At — At?) — 3(2At — At?) — 2At* = _%
1
(= A+ 34 = 24) +4(64 - 64) + (=64) = -
1
A=1
RORN:

z(t) = (At + B)e t + Ce?' + %t%—t _ %et + %

Zadanie 11.4. (Hubert Andrzejewski) W R* wprowadzamy uogélnione wspétrzedne sferyczne (r, 01, 02, ¢) da-
ne wzorami:
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b = reost;
2% = rsinfycosb;
2% = rsintssinfy sing
= rsinfs sinfcose
gdzie :
r €]0,00[, 61 €]0,7[, 02 €]0,7[, ¢ €]0, 2]
Wyrazi¢ w nowych wspétrzednych dx' A dz? A dz? A dz?
Wskazowka: Zamiast diugich rachunkow zamieniaé zmienne w kilku krokach:

(.TI’I27.CC371‘4) - (Ilaxzvplad)?) — (9317P2a917¢7) I (Ta 0270139257)

det A dx® A de® A dat =
dzt A dx® Adpy Adg =
prdxt Ada? Adpy Ado =
pQSinﬂldxl A padps N dby N do =
p%sin@ldxl ANdpa ANdby N dop =
r2sin?0ysinbyrdr A dfs A Oy A dd =
r3sin®0ysinfidr A dfs A dOy A do
W kolejnych krokach podstawiano:

1 — 2: 2% = pysing, z* = picose
2 53:2%2= pacosty, p1 = pasinby

342t = rcosts, ps = rsinbs

12 Calka Riemanna

Zadanie 12.1. (Krystian Gladych) Rozwiaz calke fo% 1?:;2“"Idz

Rozwiazanie. Przeksztalcamy catke:

2m : 2 2m c 2 2m z
1+s -1 1 2 1
[ gy [T g [T
o 1l4sin“x 0 1+sin“x 0 1+sin“x o l+sin“z

Szukamy fof —Ldx. Dzielimy licznik i mianownik przez cos? x:

1+sin? z
s fus 1 z 1
/2 1 5 d.’E:/z - cos? x - d.’L‘:/Z coszm2 dr
o 1l+sin“zx 0 g TiETT o 1+2tg“x

Podstawiamy t = tg x, dt = ﬁdaz:

/3 e /;’ L /2 11 Vg @) /2
—cosTr dr — ——dt = ———dt = —arct 2tg x
o 1+2tg?x o 1+ 2t2 o 1+ (V2t)2 V2 g (Vg 0

To oznacza, ze
27 2
sin® x 4 7
L dr=2r— — -~ =7(2—V?2),
/0 1+sin’z V2 2 ( )

Lo o
poniewaz lim,_, . arctg x = 3.
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Zadanie 12.2. (Krystian Gladych) Rozwiaz calke [ x(l‘j_;%)z dr.

Rozwiazanie. Rozkladamy funkcje podcatkows na utamki proste:

/ 3z +1 d:v—/l—i— 3—z @ da
r(1+22)2" o (1+22)2 1422

1
/ —dz =1In|z|

/H%2 / L. +a?) (gdzie t = 1+ 22)

Rozkladamy f ez de na dwie calki:

/%dm:/ﬁdl«_/ﬁdm

Druga catke mozna obliczy¢ stosujac to samo podstawienie, co wczesniej:

z 1 /1 1
Y de=c cdt=——
/(1+z2)2 v 2/t2 2+ 222

Aby obliczy¢ pierwszg calke, korzystamy z podstawienia z = tg 6 i z wlasnosci cos? § = 3 (1 — cos 26), sin(26) =
2sinf cos 6:

3 1
e e L

Mamy sinfcos = tg 6cos?d = tg 0—s
problemu jest wiec

Mamy:

= /0082 0dh = 3(9 + sin 6 cos 6)

_ = . 3 _ 3 : :
1+tg20 = 1957, czyli Ik E=E dr = 3(arctg x + 1+752) Rozwigzaniem

37 +1 1 .3 3z +1
/7x(1+x2)2dx:ln|x\—§ln(1+x )+§arctgx+2+2x2

Zadanie 12.3. (Krystian Gladych) Rozwiaz calke [ - w)m

Rozwiazanie. Podstawiamy x = sin 6, a nastepnie ¢t = cos 0:

dx cos 6 1 1+sind 1 sin 0
——df= | ———d0 = | ——dO+ | ——db
/ (1—56)\/1—362 (1 —sin#)vcos? 6 1 —sin6 / 1 —sin® 60 /COSQ(9 /00529

=tg 0 — / dt—tg9+i
0s 0

Mamy cosf = v1 — z22,tg 0 = ﬁ, czyli rozwigzaniem jest

dz r+1
= C.
/(1:5)\/12:2 \/17x2+

&

Zadanie 12.4. (Hubert Andrzejewski) Korzystajac z twierdzen o catkach z parametrem wyprowadzi¢ tozsamosé

J(a)’z\/a—&-/o md

J(a) = /OQ ;% dz; a> 0,6 € CY([0,a]), a €)0,q]
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Skoro gdy x dazy do «, to cale wyrazenie podcatkowe dazy do nieskoniczonosci, to nalezy wykonaé podsta-
wienie z = at. Wtedy nasza catka przyjmuje postac:

_ ' p(at)
J(a) = va /O i

Korzystajac z twierdzenia o rézniczkowalnosci funkceji podcatkowej rézniczkujemy catke stosujac regute Leibniza

P S ) ! tg(at)’
J(a) _m/o mdwm/&/o mdt

Wracajac do starej zmiennej:

L e 1" el
J(a)_2a/0 Ja—z +a/0 Ja—z "

Wykonujac pierwsza calke przez czesci otrzymujemy wymagana tozsamosé:
0 [e% !
oy = 8L 4 [ 2,
Va 0o Va—zx

Zadanie 12.5. (Hubert Andrzejewski) Znalezé jawny wzoér na funkcje:

™

J(a,b) = /02 log(a?sin®(z) + b? cos®(x)) dx

a,b # 0,(Jako parametr mozna uzy¢ t = §)
b
log(a? sin?(z) + b cos? ) = log[a®(sin?(z) + (E)2 cos’z)] =

2log(a) + log(sin®(z) + (2)2 cos? ) =
2log(a) + log(sin®(x) + t2 cos?(z))

F(t) = /Og log(sin?(z) + t* cos®(z)) dzt > 0F(1) =0

2

f(t,z) = log(sin? z + t* cos® z)

f(t,x) jest ciagla wzgledem obu zmiennych na ]0, co[x [0, 7]
Calka jest w sensie wlasciwym.
of 2tcos® x

ot sin®(x) + 12 cos?(x)

z 2t cos?
F'(#) :/2 _ cos? x dp —
o sin“(x) + t2 cos?(x)

Qt/gdfv
o t2+tan?(x)
2t/oo dy -
o (T+y2)(2+y?)
2% [ 1 1 B
t2—1/0 1+y2—t2+y2dﬁl/—

2t 1 [ 1
——— (arct Py p—
o 1(arc an(y)[g 2 /0 1+ (9)2 Y)

2t (pi 1 )=
t2—1"2  t*arctan(¥) - t[|§°
2t 0w 1w s
L

2-1'2 t27 t+1
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W powyzszym zastosowano podstawienie:
t = tan(x)
Oraz rozklad funkcji podcatkowej na utamki proste postaci:

_A_ 4 B _
1+y2 t2 +y2

™
F'(t) = 1
F(t) =nlog(t+1)+C
F(1)=mlog(2)+C =0
C = —7log(2)
F(t) = mlog(t + 1) — wlog(2) = ﬂlog(%) ~ rlog(“ ;L L
a+b

J(a,b) = wlog(a) + mlog(b + a) — wlog(2a) = mlog( )

2
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