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Zadanie 1. Udowodnié, ze je$li F' € End(V) jest odwracalny i uw € V, ¢ € V* sa takie, ze
liczha 0 = 1 + (p, F(u)) jest rézna od zera, to operator F' + u ® ¢ jest odwracalny. Uwaga:

(u® @) (v) = (g, v)u.
Zadanie 2. Operator ' € End(V) i forma dwuliniowa b : V' x V' — K spelniaja warunek
Vo, w e V b(F(v),w) = b(v, F(w))
Ponadto wiadomo, ze operator F' jest cykliczny, tzn istnieje v € V takie, ze
V = {v,F(v), F*(v),..., F" ' (v)),
gdzie n = dim V. Udowodni¢, ze forma b jest symetryczna.
Zadanie 3. Niech V' = R",,. Dla ustalonej macierzy A € V definiujemy kowektor ¢4 € V* wzorem
(pa, X) = tr(AX).

Udowodni¢, ze odwzorowanie V' > A —— p4 € V* jest liniowym izomorfizmem. Wykaza¢ takze,
ze jesli ¢ € V* spelnia warunek

VABEV (i, AB) = (i, BA),
to 1 jest proporcjonalne do §ladu, tzn. istnieje liczba o € R taka, ze (¢, A) = atr(A).

Zadanie 4. Niech V = Ry[-|. W V* rozwazamy baze f = (v_1, %0, 1), gdzie (p.,v) = v(a).
Znalez¢ macierz F* w bazie f jesli (a) F(v)(t) =v(t+ 1), (b) F(v)(t) = v'(t).

Zadanie 5. Dowolnie wybrang metoda znalezé¢ sygnature formy kwadratowej
(a) V =TR3 Q(z) = 2? + 23 + 22129 + 62973 + 41 73;

(b) V =R?, Q(x) = 22% + 3z3 + 323 + 4w120 + 23125 + dwows;

(¢) V=R Q) = z129 + 223 + 2324 + T4T1.

Zadanie 6. Niech ¢, 19 € V* oraz niech ¢ # 0. Wykazaé, ze jesli ker ¢ C ker), to istnieje ¢ € K
takie, ze ¢ = c1.

Zadanie 7. Wykaza¢, ze R? jest sumg prostg ker S i imS. Znaezé¢ macierz rzutu na imS wzdiuz
ker S

23 4 5
34 7 7
5= 4 7 6 11
5 7 11 12

Zadanie 8. Zbada¢ czy istnieje trojka kowektorow f1, f2, f3 € (R3)*, spetniajaca warunek

vx € R® f1(x)f3(x) — (f(x))?* = 2'2® + 2%2® + o' 2.



Jesli takie formy istnieja, sprawdzi¢, czy ich wybor jest jednoznaczny.
Zadanie 9. Niech V = R3[]. Okre$lmy ¢!, ¢?, ¢°, ¢* € V* wzorami
(@' 0) =0v(1), (¢%v) =v(2), (¢°,0) =0(0), (% v)=0'(0)

Zmalezé baze f = (f1, f2, f3, f4) dualng do bazy ¢ = (¢!, ¢2, @3, ¢?). Znalezé rozktad w € V w
bazie f, jesli w(t) = t3. Znalez¢ rozktad v w bazie ¢, jedli (1, v) = v(—1). Przedstawi¢ D*(¢*) jako
kombinacje liniowa elementéw bazy ¢ jesli D jest rézniczkowaniem, tzn (Dv)(t) = v'(t).

Zadanie 10. Co mozna powiedzie¢ o sygnaturze formy kwadratowej na R? jedli D; = Dy = 0
i D3 # 0 w oznaczeniach z twierdzenia Sylvestera-Jacobiego (o wyznaczaniu sygnatury metoda
wyznacznikowa)? OdpowiedZ uzasadnic.



