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Zadanie 1. Zatézmy, ze wektory ey, es, €3, e4 tworza baze ortonormalng przestrzeni euklidesowe;j
lub unitarnej V. Sprawdzi¢, ze v; L vy oraz dopetni¢ pare vy, v do bazy ortogonalnej przestrzeni
Vv, jesli:

(a) vy :=e€1+ey+e3+ 3ieq, vg:= ey + 26y + ez — 2iey;

(b) vy :=e —ex—e3+eq, Vo :=e1 + 265+ ez + dey;

Zadanie 2. Niech (-|-) bedzie takim iloczynem skalarnym w przestrzeni C", ze kolumny danej
macierzy nieosobliwej A € C" tworza baze ortogonalng. Wykazaé, ze macierz G = (AAT)™! jest
macierzg Grama kanonicznej bazy przestrzeni C". Dla n = 3 obliczy¢ iloczyn skalarny (z|y), jesli

11 3 1 0
A=11 01|, z=|2|, y=]1
011 0 2

Zadanie 3. Sprawdzi¢, ze wzor
1 [
(vjw) == > v(k)w(k)
k=—1

okresla iloczyn skalarny w przestrzeni Csy[]. Znalezé rzut prostopadly wektora v na podprze-
strzen W, jesli

o) =2 oraz W= {we Co]: /Olw(t)dtzo}.

Zadanie 4. Niech Vi, V, C V beda podprzestrzeniami przestrzeni euklidesowej (lub unitarnej),
takimi ze dim V; = dim V5. Wykazac, ze

dim (Vi N V3) = dim (Vi N V3H)

Zadanie 5. Znalez¢ odlegloéé dwoch prostych Ly, Ly C R3, jezeli

y—2_z—1}
2 3

Ly := {(:U,y,z) cx—3=
oraz Lo = 11y N 1Ily, gdzie

I, = {(Z’,y72>2 x_4y:5}7 I = {(I,y,Z)I Z+2y: _5}

Zadanie 6. Niech



Obliczy¢ objetosé bryly Ty UT, C R3, jedli Ty, Ty sa czworoscianami Ty := A(abed), Ty := A(abee).

Zadanie 7. Niech V' bedzie przestrzenig unitarna oraz A, B € End(V). Dowiesé, ze jesli A1 B
sa operatorami hermitowskimi oraz A > 0, to operator AB jest diagonalizowalny i ma spektrum
rzeczywiste; jesli ponadto réwniez B > 0, to operator AB ma spektrum dodatnie.

Zadanie 8. Znalez¢ wartosci i wektory wtasne macierzy A; sprawdzi¢, ze jest to macierz normalna
oraz znalez¢ ortonormalng baze przestrzeni C? ztolong z jej wektoréw wiasnych

5 3 —4 3 40

(a) A==1]55 0 (b)A:=| 0 0 5

0 4 8 -4 3 0

Zadanie 9. Dowies¢, ze operator F' € EndV jest normalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
wektora v € V spelniony jest warunek || Fv|| = || FTv]|.

Zadanie 10. Sprawdzi¢, ze operator mnozenia przez macierz R; jest obrotem w przestrzeni R? (ze
standardowym iloczynem skalarnym); wyznaczy¢ o oraz kat obrotu:

[2 -2 -1 L[5 -1 —10
Ri=-|1 2 —2| Ry=—1| 2 11 —10|,
319 1 2 By o 5
[3 6 -2 (2 9 6
Ry==|2 3 6| Ri=—|6 =6 T

6 2 3 9 2 —6

Zadanie 11. Dowies¢, ze dla F' € End(V) w przestrzeni unitarnej V' zachodzi réwnowaznosé

(F'F=FF") <« (3H,U€cEnd(V): H'=H U'U=1, HU=UH=F)

Zadanie 12. Niech V' bedzie przestrzenig unitarng, a F'i P — operatorami w V', takimi ze P jest
rzutem ortogonalnym, a F — operatorem unitarnym, tzn. P> = PT = P oraz F'' = F~'. Dowie$¢,
ze jesli PFP = FP, to FP = PF.



