
ALGEBRA R 1



Algebra jest Wowem pochookenie perskiego ( Iran ) a
" wzigta siq 2 tytwiu ksiqzki perskiego matematykie

Muhammad a ibn Musa al Khwarizmi
. Tytui po persku bmmiat mniej wigcej

1

.

algebra
Angielskie ttumacsenie tegotytueu to

i. The  compendious book on calculation by completion and

balancing
"

.
Stowo  at . ojabr oswacse jedug a tycnosynnosci - completion , balancing ( hiestety

nie wiem Ktorq . Ksiqzkd dotycsy metal roawigsywanie rdwnan
'

limiowych ikwaowatowych .

Sam Al Khwarizmi sapisae big w historii matesnatyki jocko baolacs wielu

aougaoluiai ,
ale takze soshawitwigcg

. niz jeden shad w terminologsii
ladino a jego okiei non

.

taaiiskitytu " Algorithm
.

de human imdorum "

Choobi o i.
Al Kwarizmiego ( okieio  o ) licsbach imolyjskich

!
taciniska wergie

norwiske Al Kwaoiami w ponaci Algorithm
.

jest 2. rooltem rdzhycn wwgi
Howe algorytm w wielu jgsykach . Ponadto

, sgodnie a trescig ...
 de human

indorum :

Algebra jako  dziat matematyki
sajmuje fig baowwiem wtasnosa

Lbionow wrraz  2  operayiami
no ,

mich saowuymi . Jes .li

S jest abiovem
,

to  operacjq
na tym abiome wazwiemy

odwzonowauie 5×5 → s
.

Na pmykioud dodawanie jest  operacjq na sbiome list naturoluych + : IN × IN → IN ( K , e) Hktl
.

Dodawanie ha N'oznych sbiovach licsbowych moze mired ndzne  

wtasnosci , dlotego struktura

algebraicsna to jest onbiir wvaz a operacfq algebraicsnq i noswazamy
jetpcsnie . Struktura

algebvaicsne moze obejmowai wigcg
.

miz jedno  dziatanie
, up ( IR ,+ ,

° ) - licsby mecsywiste a

dodawaniem  i mnozeniem
. Pmyktaoly ,

Kto 've  do tej Pony sig pojawiouy dolyosyty sbiorow licsbowyar
bo  do nicer jestes.my wsaysoy pmyawycsojeni. Pmyjmyjmy rig jednak jeszcse jednemu pmykiaowwi ,

ktony nest wepetnie  in
"J

:

ffeeix Klein

GRUPA CZWBRKOWA KLEIN A

J Rozwazmy ptasoisyzne a na hiej wynizhiony pnostokgtVierergruppe
0 kohiecsnie nizhych bokach

. Rozwazamy sbion  iaometrii

ptaszcsyany sachowwjgcych ten pnostokpt . Okazuje sigize  isthiejq tmytakie miehywialue isometric

Odbicie wzglgdem on
.

poziomej ( h ) odbicie wsglgdem  on
.

pionowq
.

( v )
,

obro.to 1800 wsglgdem srodkd ( o )
. Zauwazmy

{ In £e wykonanie  dwoch operagi jedna po  drug.q
.

jest tez

>
symewiq prostokpte .

Ponowlto wykouanie Kazdej a min

dwa vary prowaobi do stanu wyjsciowego .

he  v



2

n n

→ →

o h

G → In →

-
Jesliwigc  dotgosymy do { hioio } jesacse aid

"

csyli "
hicnierobienie

"

( odwsorowanie  ideutycsnosciowe)
inoswazymyskeadauie odwsovowan

'

jako  operaqiq w { id
, To ,h}=V dostauiemy peung

strukturq ahgebraicsnq , kt.org opisac
'

mozna
tabelkg :

.

id 0 T h Stnuktura algebraicsna moze  wigc miec ' abior inny niz

io id o v h licsbowy I operacje inne  miz  arytmetycsne . Zeby mecz

jesoncse troche zowjmotwa 'c nozwazmy abion par list

0 0 id h v
Oi 1

,
ten S - { 00

, 01 , 10 , 11 } Mozha  onion myslec
.

jako  0 wszystkicn mozliwych stomach dwich upompdko
r v h id o wanych bitow imfonmacji . Roswazmyteraz na tycn bitacu

opera gig XOR
, ayli alternativemoony .

Na jedhobitowym
h h v o id Stonie XOR obiata tak

0 XOR 0 = 0
,

1 XOR 0=1
,

0 XOR 1=1
,

1×0121=0

Na  dwubitowym Stonie

pmeprowaikamyyskiadanie

 odwsorowan
xor no , kazdq

.

poaygi oddzielnie :

h= To 0

10 XOR Or = 11
,

11XOR10 = 01
,

itol . 2robmy tabelkg

Poiownojmy Obie tabelki
. sauwazmyize jes.li

00 01 10 11

pmyponpdkujemy Id - 00
,

0 ' → 01 00 00 01 10 11

o←> 10 ,
he 11 to  Obie labella

.

okazg
sig identycsne ! ! ! 2biony Vis a operaciami 01 Ol 001.110

odpowiednio skiowlauie odwaorowan
'

i XOR

nepnezeutujq wpewnym sense ( w alyebraicsnym 10 10 11 00 01

sense ) to sang swuktuq .
02ha .ua to

,
ze wsaystkie

wtasnosaobutyohabiorow ,
Kline doing wypowie

- 11 11 10 01 00
obiei wyigcsnie w jgayku odpowiednich operagi





4
p=3AB q= A 3+133

p3¥µµB , =\ > Ndwnaniekwaowatowe no A3 : p3=27A3q - 2z(As )2

Bozwigsujemy to  riwhauie  i many wynik . . . Mozeniewnystkie Noawig
sound

,
ale jakies

'

.
No  dobre

,
ale sq niwuowie tmeciego stopmie , nptakie

× 3=3×+1 Kline spnawiajq kiopoty . Mogg nozwipsauie mecsywiste , wtym
jedho  dodathie

, pasujq do obraake
,

ale sprawiajq trudnosci
.

Spribujmy uzyc
'

melody perskiq
.

× 3=3×+1×3=3AB×
+ A3tB3

7 Y T
AB=1 A3+133=1

:133=1 133=4^-3

A3t at =L

Co vobic ? ? ? (A)
'

+1 = As (A) 2- A3 +1=0

Bmywjesttakiizeby vozszenujc abiorlicso mecsywinych w

0=1 - 4=-3 < 0 £
take sposib , zeby niwnauie X 't 1=0 miato Noswigsauie i mozme byropoduojwai nig mini

jaknhormalnymi
" lisbami . Ocsyoisue treble olopreaysowai - co to snacsy "Nozhemyd

"
i

w to zuacsy , , Powugiwai rig jak licsbami "
.

Wypiszmy shone wtasmsci operacji olodawanie  i mhozenie w IR

DODAWANIE

→ jest tonne thy ,2eR ( xty )tz= × + ( ytz ) Ds

→ jest pmemienne thiyek ×ty=y+x Dz

→  istnieje element neutrally

X+O=×=O+×
D3

→ istmieje element odwnotny HXER FYEIR :  

x+y=O=y+×
D 4

MNOZENIE

→ jest tgcsne txiyr ( ×y)z=x( yz) Mt

→ jest pmemienne txiyelr Xy=yx mz

→ isthieje element  meutralny th 1.×=×=x. 1 M3

→ istnieje element  odwrotny txt 0 Fy :

×y=1=yx
M4

WSPO
'

LNE
CL CZ

→ niehywialuosi 0=11 → Nosdzieluosi th ,y,zeR ×(yt⇒= xytxz



DEFINKJA Lbiov K 2 dwieme operacjami t : Kxk → K i  o :lK×K→K

speiniajqcymi wowunki De - �1� 4
,

Mt -

M4
,

9
,

CZ naaywamy
ciouem

. 5

Licsby meaywiste 2 dodawauiem i mnozeniem sq ciaeem
, podobnielicsby

wyeuierne . fes.li onmniejsaymy jenuesbior , np wesimiemy ( 21 ,t ,
. ) to stwierobimy

ze mie jest to ciaeo
, gdyz mie saclwobi wowunek

MG
. Mowipc ,

Ze chceuuy
aby tymi nowymi licsbaun . olato fig powugiwac

'

takjak licsbauu .

meosywinymi
bgobiemy miec '

na mys.li ,
£e zbior ten Ma bye

'

wyposazony
wobiaeourietio

take
, tebyspeeniaey waounki byud aatem

.

Opndcs ( Rho ) i ( Q
,

+ e) istniejg tez  inne  cioua
. Nojmniejnym( w Senne licsby element .hr

abionu ) cioueeu jest ZS . Jako sbior jestto { 0,1 } a  obiouauie to :

+ 0 1 ° 0 1 tatwo ro2po2nac
'

ize sg to psnwykie
"

0 0 1 0 0 0
dziatauie me Nesataae 2 dzieleeud pmes

2
. Wigcej 0  nioznych aatach me

1 1 0 1 0 1
iwicsehiach

. ale  mie so oluzo ! yes .li
.

Ktos
'

chee wiedziec
'

man
.

dowieobiec '

hi Sam !

Posostaje odpowieobiec
'

me
pytanie o rozneneuie

.

Awoke
.

tu  o to
, zeoy nowe libbysawievaeylibby mecsywiste jako podzbior wraz 2 dziataniami o 2wyktychwtasnosa.am ,

takzeby te meosywiae Nozwiqsanie ndwnoin dalej mini byry .

Formalin .e men Gorge
muh

.

ittuiec wyrizhione  odwsorowauie

R 4-¢ viznowowtosciowe ( injekgd) I sadiowujgce obiaeauie (homomovfizm
^ ciou )

/ y ( xty )=yHty( y )

qK)=y( g) ⇒ ×=y y( x. g) = yHy( y )

yco ) = o

y G) =1

Latozmyteraz ze many ciao K takie
,

Ze G) Rc IK jako podciaeo ( tznjw . )

(2)

isthiejeielKtakieizei3-1.Ro2wazmypodzbiir1k2defimiowanyjakoC-txtiyixiyeR3PokazemyCprraoie.zeteuabioNjestcioIem.PopierwnesprawobimyizedzioEauianiewyprrowowboy.qposeteusbioriCxtiyxatibtxatiyatxibtiyib-Cxa-ybjtiCyatxboK@tiyjtCatib-CxtoDtiCytbJoktgcsuosciipmemiennosciniesprrawobamy.botooUugieatatwe.Obiememy21Rt2nOtiOiltez21RltO.iiSprrawobamyizeobiatoy.qjaktmebaElemeutodwrothyw2glgdemdodawauieoUextiytoC.x

) + C- g) i



Element  odwrotny wsgledem mnozeuie . . .
hmm ... policsmy :

g

1= ( xtiy ) Cati b) = ( xa - yb ) + ilxbtya ) ⇒ xa - yb - 1 i xbtye = 0

b= - 9¥ ( Ollie xto )

txa -yb=xa+y2¥ ⇒ x = @+5) a  ⇒ a=¥ya , b=×¥y,

Cxtiy5t=×# - ix?Fy ( *

Gay ×=O many licsbq iy .

Odwrotme do niej to - ty . Widadize to Samo dominie -

my one wzoru ( * ) Mimo
,

ze 06 wyprrowowkenie uzylismy Wto zeuie × # 0
.

yes .li x=y=o to odwrotme mie istuiqe ( i nie Musi ) .

Bosobieluosc '

sprawobamy vachuukiem
, miehywialuojc widad

. zbijr ¢ jest
wigc  ciaeeue

.

No  dobra
,

ale sacsglismy od satozeuie
,

Ze
Manny

K . Pytowie
csy je many

? Mozme wzigc
'

mp :

K= R
'

jocko sbior
,

obiaeanie ( x ,y)+( a , b) = ( xta
, ytb )

( x ,y)o( a. b) = ( xa - yb , xbtya )

Wtedy like ( 1,0 )
,

0
, ,E(0,0 )

iNachuukamispvawobamyzewszystKoobioua.Sprawobamytezizei-COtDOcsywisciekazdy2ouewazyodraznizesawieranieCcKjesttrywialne.to2nacsytaknaprawdgmamyndwnosdl.Dodsumowujgctewszystkieno2wazauiaformalniemamyiDEFlNlcjA2biorC-1R22obialaniamitiosdefiniowanymiwsoramiCx.ytCQib1-Cxtaiytb1K.yj.CaibfCxa-yb.xbtyoDna2ywamyabioremlicsb2espolonych.TwlERD2ENlE@it.o

) jest ciatem

DOW '0D Juz byr

TWIERDZENIE Odwsorowanie IR → ¢
,

× 1- ( xp ) jest  inlektywnymhomomonfizmemci at

DOWOD Nwdue Nachuuki

TWIERDZENIE ¢ jest majmniejsaym ( 2 dokiadnosciq do izomorfizmu ) vosszeme -

miem ciata IR sawieroyigaym element i : i  2=-1
.

02ham to
,

Ze jes.li jakies
'

ciato K spend te wowuuki.toisthiqe injektywny homomorfizm y :
�1� → K

.

DOWJD : Dow 'od w sasadzie juzpmeprowowbilismy . Posostaje uporsgdkowac
'

vozu -

mowanie : �1� Cialo bgdgce nozszemeniem IR i sawierajgce i take ze  n 2=-1


