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ROZKTAD NA PODPRZESTRZENIE PIERWIASTKOWE

Mozemy teraz poiqcsyc wieokq ha temat mutow i mutowego rozktadujednosci 2 pojgciem
wiehwianu chowakterystyosnego I ogilup wieobp dotycugag wielouuiauow i skonswuowac

'

mozliwie dvobny Nozktad pmestmeui V na suing prong podpmestmeni mieonmiennicsych .

W owdszyeu apgupnawwai bgobiemy na pmestmeui wektorowg
.

mad ¢
.

Ustalmy F C. End ( v ) ,
dim V= m

, Of jest wielomianem chowakterynycsnyen .

2 padstawowego
twierokenie algeory wynikd ,

Ze wf ronkeaobe siq na  ilocsyu pomace
.

wf (a) = ( X - XDH ( X . XDK ?
.

. ( X - XDK
, kstkzt . . + Kim

2bar 5p( F) = { is .dz , ... ,Xn} mazywamy spektnum  operator a F
, licsby is .dz ,

. . .ir to

wowtosa .

wtasne operative F a licsby ks , ...

, kr to krothosa
.

odpowiedmur wowtosa
.

wtasnych .

02ham my

Yi ( x ) =

0¥
( X - XDKI

Noywigkny wspolny dzielnik y ; jest wielomianem stouym ,
sateen iamiejeuktad

wielomiamiw wz , ...

, wn taki
,

ze

Wsyst Wzyzt .
. . +

Wryv
=L

Zdefiniujmy operatory Pi := Wic F) pica ) . many

h ) Ps + Pat .
. .+Pr=wnlF)qCF)+wdF)ya( F) +  ...  + Wr (F) if (F) = 11

(2) PiPj= wi( F) yi (F) wj (F) yjltyfJC F) W ,=( F) =0

alaitj
Zatem ( Ps , ... ,Pr ) jest mutowym nozkiadem jeduosci . Zgodnie one stosownym

twierobeuiem istwieje dhe miego odpowiedninozkead no , sunny prong

V=VztOVa+O ... +0k gdzie Vis impi

Skiadniki sunny pnoaej sq miezmiennicse dhe F
,

bo whystkie muty Pi Oblicsamy
jakowowtosu

.

pewnycn wielomianowod F
,

satem [ F ,Pi]= 0
.

Zanin sastauowimysig jaki jest wyeuiar Vii csy niemozme by jej jako's

tatwiej wyzuacsyi onrobmy pmykiad Nachuukowy :

T=(}go|| wt (d) = - ( At )tA2) 5pct )= { 1,2 } Xs=1 , XEZ

q ( × ) - YI.cn#- - ( a a) = G- a) yaw - YEH = - A. a) 2
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Vi -impieimwict )yiCT )

Wei my JE Vi . Isthieje wigc uevtakie
,

ze v=Pi( u )

( Fail )kiJ= frail )kiP(v)= ( F . Xin ) Kip ; A) wilt ) o - we (F) WICT )J=O←
- (F) =o

Nieh teraz Veker ( F - Xii )ki tzn ( F - diet)kiJ=0

V=PsJ+PaJ+ . . .  + Pitt ...  + IT Pamigtamy , ze dhe jti Pj- yjlt)wjct )

a yj sawiera csynnik ( F - him ) Ki
,

satem Pj 0=0 . hostage

0=170
,

tzn OE impi

Wykasalismy ,
ze Ker ( F - Xiltfki - imPi ( aawierauiew Obie many )

A

Pmestmen Vi - Ker ( F - did )
Ki

- im y ; G) wilt ) naaywa siq podpmestmeniq
pierwiastkowq owe wowtosci wtasng

.

Xi . Poidpmestmen pierwiastkowa sawiera

podpmestmen
'

wtobnq ,
tzn Ker ( a - did )

Mozesiq sdaryi , Zepodpmestmai wtasna ipierwiastkowe sq rowne
.

Ma to miejsce
sawne gay krotuosi wowtosu

.

wtasnq
.

jest 1
,

csasami takzew pozortouycu
pmypowlkach .

Mauer Operative wbazie dostosowauej do vozkiadu me podpmestmenie pierwiastkare
Ma postal blokowq . Kwestiq wyuiiaou podpmestmeui pierwiastkowej Nozwiqzemy

bowwydc obiaeauee Fobcigte do podpmestmeuipierwiastkowq :

Ustalmy satem wowtosc'

wtasnq Xi i abadajmy douatanie F ha podpmestmenipierwiastkowejVi - Ker ( F - xiidv )ki .

oe Vi Fo= [( F - xiidv ) +  diidv ]o = ( F - xiidr )J +  Iii

⇐. Di  ← operator diagonally
co to jest Wu wobiuuaniu we o

operator ?

Ni=( F -

iiidD1ymawTasnosiNikitO.Takeeoperatorymazywomyoperatonamimilpotentnymi.NapodpmestmeuipierwioalKowej2atemoperalonobiatojako8unne0peratonaaiagonolnegofmnozeeuepme2hisbejioperaton@m.lpoteutmego.W

dodnym apgu sojmiemy sigwyc operator omi mlpoleutnymi.
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Rozwazamy operator NE End ( v ) ha oespowmq
.

pw .

V takiize Ollie pewmegoke IN NKO
.

Najmniejszq linbg maturolnq K take it NK . -0 maaywamy stopniem milpotentnosa :

STWIERDZENIE Nt End ( ✓ ) milpolentny ,
m=dimV

.

Wietomian uhowakterynycsny operoto .

ra N Ma portal

t2n SPCN )={ O }
WN (d) = fnjn an

DOWOD : W pmestmeui wektorowg
.

 mad aatem ¢ Kozdq
. waotosa

.

wiasng
.

towabyny
pmyuojmniejwww.yeuiaooweprestmeirwtasne.wezmywigc/lESp(N) i owwolery

wektorwasny Jolla wowtosa
.

X
. Wteayoosywiscie NJHJ

. yes .li K gist stopm.eumilpotentnoiu.

to

o=µk , =  xky ⇒ xk=o ⇒ Xo
.

a

STWIERDZENIE : D be kazdego 0¥ JEV isthieje licsba he IN
,

he K take
,

ze N
"

0=0 i

Nn -

LJ # O
.

DOWOD ( Oosywiny) . Operator N jest  nilpotehthy stopnia K
,

sateen Iron list maturalnych
M takin

,
Ze NmJ=0 jest  niepuny . Kazdy niepwny sbior liub haturaluycu md

element najmnighy .

2 caip pewhosiiq K nalezy do tego sbioru
,

satem element

nojmuiqhy jest f K
.

a

Licsba h a popmeduiego Awievokeeuie wayward jest csasein wysokosciq wektora J

wzglqdeue operator a N
. Iauieje funky .ch : V → IN pmypomgdkowiygae Koizdemu

wektorowi jego wysoko's 'c wagtdeue N
.

STWIERDZENIE : Niece JEV i h bqobie wysokosciq J . Wiwcsas wektomy
( J

,
NJ

,
N 'T

, . .

,
Nh .  '

v ) see liniowo miezalezue a pooyomestnen
< J

,
NJ

,
...

,
Nh .

to > jest miezmiennicse the N .

DOWDD : Wesimy Kombinacjq liuiowq

Root  XSNT +  x. Not ...  +  In .rNHv =o / Nh
. 1

×oNhtr+xsN"o+nNh" v + ... + An
. ,

N
"

-20=0
= =o -

=o

do Nh .

to =o ⇒ Xo=0 but Nh "

0=0 ale to nieprawda ,
bo wektor Jjcst

wysokoscih . Mamywigc  do -0

Nana Kombiuaqa liuiowe Ma wiqcportoic

xsNo+  x. Not ...  +  In
. ,

Nhtv =o / Nh
' 2

xsnhto +  x. NIT.

: . .

=0

=  0

XZN
"

"o=o =) ds=o bib NhtJ=o ale to  nieprawde
°o°  itd

. W ten spoils wykazujemy , ze  do=Xz= . .
.  = Xin

. ,
=0

.



Podpmestmai ( J
,

NJ
,

...

,
Nh ' '

v > jest miezmiennicse
, gdyz 19

N ( o
,

No
,

...

,
Nhtv > a ( o

,
No , ...

,
Nh

'

to >
a

Podpmestmeii jakw powyzhym stwierdzeniu mazywasiq podpmestmeniq ykiicsnq
Ollie N

.

STWIERDZENIE : Pmestnein V jest sung party podpnestneni cyklicsnych the N
.

DOWDD : David indukiyjny wsglqdem wymiaru pmestmeui ✓

(1) oh .mV=1 W takin pmypoudku jedyny operator milpoteutny tooperator zerowy .

pmestnen V jest wtedy wee pnsestmeuiq cyklicsnq

(2) Latozeuie  iwdukyjne : tw
:

jest  spetuioue  the pmestneui wyeuiowu m -1

(3) V : dim V =
n

. fish Njest niipoteutny to in N § V
. Wezlmy podpmestmen

'

U

wymiaru n - L sawierajpq im N
. Lgodnie 2 wutozeuiem imdukugjmym

U= Use ...  our Ui jest cyklicsme the N/µ
Weoimyteraz JEUU wtedy Noe im NCU

.

Wektor Nv mozme wigc NT voztozyi
me sktowwwe w Ui

NJ= Ustuat ...  + Ur Uie Ui
Element Nie Ui moze byc

'

element em 0 hoyioigknq
.

wysokosu
.

w Ui
,

alto moze miei

wysokosc
'

mniq.mg . fes.li Mima moyioigknp wysokosi to kiowkiemy Oi = 0
. yes .li

uima wysokosc
'

mniejng to Mi - Nwi olhepewnego wie Ui

Weimytwaz V - TG Wi = o
' No'=NJ - Ifs Nwi  =

Uzi ...  + ur
- Nws . ...  - Nun

t 5
te wektory sq olbo

Lero albo Mi

Wektor v
'

mate wtasnosc
,

ze Nv '

vozktowla siq me skeowwwe w U; ktore he

wektoramiomojwigknq
.

wysokosa
.

w Ui
.

Eweukwluie Nv '=0 jcs.li whyrtkiewi
bydymiezerowe . Rozwazmy oddzielnie pmypaolki Nv '=o i Nv

'

# 0

NV
'

- 0 Pmestmen ( v
'

) jest cyklicsmewyuiiowu 1
.

( v
'

> nmi - { 0 }
,

satem

V= ( v
'

) +0Uzo ...  our jest szukanym rozktowlem
.

No
'

-1-0 W Nozktadzie Nv
'

me skiowwwe Unit Ust . . . + UI wybieramyskeowwwq 0

najwigknq
.

wysoko.si .

Bea stray oojolnosa
.

mozemy what
,

ze jest to Us ( ewentualnie

mozhd pmenumerowai ) . Pokazemyize

V=( v
'

,Nv
'

,
...

,
Nmv '

) +0 Uso ...  + our gdzie m - dim Us

Spvawdsimyize ( o
'

,Nd ,
...

,
Nmv'

> n Uzto . .  . our = { 0 }


