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c-
sgodhosi swuktury( Ss ) trev 10=0 - ate2e strukturp

Rn ) the ,TeV tdelk d ( utv ) - dutav V
.(

( 122 ) tfaipek far ( ×+p)o=×g+po
} rosdzieeuosi

fzerow V

2 powyzhych wowunkiw wynikojp rdzne pozytecsne prawdy , up . zegp.J=O→

albo tr ) 0=-0
zero w  aide

&v= (2+0) v = at + or ⇒ 0.0=5

F- Or = ( ni tn ) )o .

- rttn )J ⇒ - t.tn )J ( tusakiadomyizewiemyiz wgrupie

niestowkeadniejeden element pmeuivny )

Zaiozmyize JtU=O= vtw/+u J
rent

u= vtwtu ⇒ u = won
~ r0' 0

'

PRZYKKADY

(1) V={ 5 } 5+5=5 ' 2.5=5
'

trywialme pmestmen wektorowa arana 2erowp .

(2) Ciao 1k 2 owdawaniem w K jest pmestmenig wektorowp had K ( mnozeniejakwlk )

(3) Nieih IKNE ] 02ham pmestmein wielomianow stopmie mie wigknegoniz  m 2

owowwauiem wielomiauow jakawykle i mnozeuiem pmez licsbyjakzwykle
(4) Mozme tez wziqi wszystkie wielomiomy 1kt I bez ogranicsanie stopnie ,

dziaianie

jakawykee



(5) Pmestmen
' IK "

2 okiouaniami

ftp.fftnfff#tgFnfxfxxIf=ftIxfnfiestwazngpmeameniewektorowe
.

#

(6) Pmestmen skoricsonyan ciggow licsbowycn ,
tour cipgow takich

,
ktore od pewnego

mieisue sq zero z dodawaniem ( xn ) + ( yn ) = ( xntyn ) i mnozeniem  X(×n)= ( Xxn )

G) Pmestmen wszystkicn ciggow licsbowycn 2 obiouowiami jak w (6)

(8) Pmestmen E( to
, D) funkyi ciggrych owowtoscioch WR me odcinku To ,^] jest pw .

howl R a dziataniami

(f +  g) C × ) = fatty A) Af) ( x ) =  Xfk )

(9) IR jest pw .

had Q one zwykiymi dziatauiami
. Ogilvie ,

1k jest pw .
had podcioeem

cioue IK
.

Bardso wide pojec fizycsnycn nepneoneutujemy matematycsnymi obiektami mojgcymi chowaktar

wektonowy wtym serene
,

Ze mozme je doowwac
'

i mnozyc
'

pmez libby mecsywiste but zespo -

lone : prgdkos.ci , pqdy ,
n' Ty , pole dekhycsne ...

Podobnie w QM -

podnawowym pojgciem jest
t2w . pmesamen

' Hilbert
,

Kline ftp.w . 2 dodatkowq swukturg .

LINIOWA NIEZALEZNOSC '

UKEADU WEKTORJW
,

BAZA

Niech V bgdaie pmestmeniewektorowq mad K
. Kombinaqiq liniowq wektovow xs , xu... ,xn

hazywamy Wektor
dsxztdaxzt . . . t Xnxn

gdzie be . .  . Ln sq elemeutami 2 data K
. Hombinaqd liuiowa sawne jest  skonisona

w tyueseusie ,
ze uzywamy skoicsonq

.

licsbywektovdv .

an .ir wektoroir so V
nay .

wamy lihiowo niezaleznym jes.li Ollie owwolnego skonlcsoneyo pookbioru { xz , ...

, xn ]
sachoobi implikaqa

XzXzt Lzxst . . . + LnXu=O => Lz =L
,

= . . .  =Ln=O

2bior wektorow
, ktory me jest liniowomiezalezny mazywamy

liniowo saleznym .

His

STWIERDZEME : fesli S jest liniowo sodezhy ,
to isthieje res

, kt.org jest liniowq
kombinaqiq wektovow z s

DOWO 'D : skono S jest liniowo zodezhy to anauy ,
te iahiqie uktad m Wektorow 25

taki ze dnxst .  . + Lnxn - O i pmywajmniej judeu ae wspotosynnikoir jest ndzhy od zero
.

Bez stray ogoluosa
.

mozna satozyd ,
ze jest to ds ( w nasie ago pmenumerowyjemy

wektovy) . Piszemy q×z= - ( dzxzt . . . + dnxn )

is - Insistthat )+ . .  . + fates )×n

Wektor xz jest Kombimagiq limiowq wektonow Xz . . . Xn .



Pnawdziwe jest tez odwrothe STWIERDZENIE Test W zbiome s wektor V jest liniowq
Kombiuayiq Wektonov xs . . . xu , xies to S jest liuiowo salezny .
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RZYKTADY PODPRZESTRZENI

( ^ ) V .

- KI ] W={ we IKII : W G) = 0 ]
(2) V= C ( [ on ] ) W= { f EV : FCO ) = f G) }
(3) V=e2 W={ E;] : 22+3=0 }

(4) V=k[ ]
,

W= lknt ]

BAZA

Lauwazmyize miektore 2 pmestmeui wektorowycn podowyarw pmyktadach we

pocsgtku
wyktadu

majq interesujqq wtasnosi : Sg powtokami liuiowymi pewnego
sbionu liuiowo miesalezhyar wekbonov .

Na pmyktad :

k
"

=

span { esiea ,
... ,en } ei=f?y|←i

wce
' w={ Pgd : 2+22=0 } W '-

span { Ff }

IKE ]= span { wo
, wz , ...

, wk , . . } wkk )=xk

walk [ ] W={ WEKI I : WG )=O}= span { Java ,
. .

, vk , ... } TiH= ( x . Di

i. to
. Aykazde pmestmen

' wektonowe me tg wtasnoso ? Tan csytazohe jest





TWIERDZENIE W skonicsenie wymiarowej pmestmeni wszystkie bazymajq tyee
Samo element .oW

.

so
DOW '0D Nick V bgobie pmestmeuigskoncsomegu wywiowu .

2 defimigi oauacse

to ze ma bazg majgcg skovicsohq lisbq element .ow . Oauacsmy tee ba2g
B = { Xz , xa , ... xn } . Pokazemy najpierw ,

Ze liniowo hiesalezhyukiad m wekto -

now { yz , ... , yn } tez jest bases . dotwolny

Lapis 2mg yz= dsxzt . . + Lnxn da siq ,
bo B jest base .

Ponowlto hie wsiystkie di

sq zero
,

bo yzto jako element liwiowo Miesalezuefo ukeadu
.

Sato 'zmy ,

ze xzto ( jeseinie , pmeuumerowujemy B)

Yr
Y2=&s×1t . . . + Ln / :L

, q=×z+£z×z+ ... + £÷×z

Xz= Lzyz - ¥ ×
,

t ... + dug in

Uktad { ys ,is ,
×

,
... in } nozpina tgsamq pmestmen

'
co { xs , ... , Xu } ayei cater

,
inot

mie :

V= Xsxst . .  . + Xnxi ¥ yzt ( da -F) xat . .  . + ( Xu -£÷)×n
Krok indukoyjny : Iaiozmy ,

Ze span { xz ,
. . ,×n}= span { ys , ... ,ym ,

x.mn
,

...

, in }
due pewnego m < n

. wteay

Ymtst Qsyzt . .  . +  Qmym + bmtyxmtrt . . . + bnxn

T T
hie wnystkiete wspotosynniki sq zero

bojes.li take
,

to ( yz , ... iym , ymn ) byrby
liuiowo salezhy

2ato' Zmy ze bm+st0

×m+r= btmsymn -abmtsyr . .  - bammtnym - bbmm¥s×m+, + .
. .+bbm÷

,
in

csyli span { yri ...

 iym ,ym+, ,×m+z , ... ,Xn}= span { yz , ... , ymixmn ,
... ,×n } =

span { xzi . . .  ixu } .

Krok indukeyjny skonuony . Many wigc ze { ys . . . yny jest basg .

Toto 'zmy teraz
,

Ze { ×
, ... Xn } jest baag oraz { ys , ... , ym } jest base . fes.li m > n to

{ ys , ... , yn } jest liniowo hieweezny a wigc ha may powyzhego jest bag . Wteay
yn+ , sapisuje fig jako Kombinaqie liuiowa { ys , ... , ynj wigc Lyn ... , ym } jest

liuiowo salezny § . Latozmy wigc ,ze mcm
,

no ale wteoly { xzi ...

, xm } jest
bazg i { xr ... xn } musi byi liuiowo salezuy § . Jeolyeue uuozliwosc

'

to m=m .

am

Powyzne twierokenie daje mozliwosc
'

sdefimiowauie wymiaru pmestnseuiwektonowq.

: ifeili pmestmen
'

Vjest skonicseuie wyeuiowowe to wymiarem V hazywamy
lisbq elemeutow bazyv . wymiowoonnaesamy dim V

. Jes .li V mie jest skontsenie

wyeuiarowa to pinemy dim V= no
. 2auwazmyizews.ro 'd pmestmemi wymiaru
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auacsa to
,

Ze albo { xz . . . yk } jest liniowo

niezalezny i wtedy jest nukaup bazg ( mutibyi 4×1 , ... xmiyz . . .ykT=B )
lub jest liuiowo salezhy . pile

.

jest aolezny to iahiejq wspotayeuiki
&s . . . Lm

, ps . . .pk mie whystkie miwne zero itakie
,

Ze

Lexzt . .  . + Lmxmtpiyzt . . . + pkyk = 0

T T
Ktory's ztycu muh

.

byivozhyodzereibojaknie it
fxs . . . xm } liuiowosalezhy . Zatozmyize to pk .

Yk=  ftp.sxsti.tfzxmttfzyzt.tt#lyk. , )
satem { Xz . . . xm , yz . . . yk . , } Noapime V

.
Ukiad ten mozebyi liuiowohieaalezhy -

wteoly jest hukaug bazg ,
albo sodezhy , wtedy powtabamy procedure i

usuwamy Kolejny 2
" igrekor

"
. Procedure to sakoncsy nig najpoinig

.

me usunigciu
ya ,

bo aatozyeiimy m< dim V
, wigc pmyuojmuig

.

jeden wektor tmebedodad .

an

WSPJTRZEDNE

Majgc base B pmestmeui V mozemy jakwiadomo sapisai kazdy wektor

jeduoauaaiie jako kombiwujq liuiowp wektonow bazy 2 miezerowymiwspotcsynnikami. Tesh
.

drink a nieupieramy nig pny tycu miezerowycn  i Lapine -

jemy W basie E= ( es , ... , eu ) wektor

it it est . . to
"

en

€ w§tmgdne Vw bazie E


