Algebra C

Materiaty pomocnicze do uczenia sie liczenia funkcji od macierzy
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Zadanie: Obliczy¢ sin(5F'), gdzie '=| 1 0 5
011

Rozwigzanie: Powyzsze zadanie rozwigzemy dwoma sposobami. W pierwszym z nich
korzystamy bezposrednio z definicji funkcji catkowitej od macierzy i catego arsenatu ana-
lizy spektralnej. Zachecam panstwa do podjecia proby zrozumienia tej metody. Bedzie to
pomocne w dalszym panstwa naukowym zyciu. Drugi sposob jest nieco mniej pouczajacy,
ale za to wygodny jesli istotne jest szybkie uzyskanie wyniku. Niezaleznie od tego, ktory
ze sposobow wybierzemy, zaczac nalezy od analizy spektralnej, czyli od znalezienia war-
tosci wlasnych operatora F'. Pierwszy sposoéb wymaga takze znalezienia podprzestrzenie
wlasnych i, ewentualnie, pierwiastkowych.

WARTOSCI WEASNE: Wartoscig wlasng operatora F nazywamy liczbe X taka, ze istnieje
niezerowy wektor v spetniajacy rownanie F'v = Av. Innymi stowy dziatanie operatora na
wektor v sprowadza si¢ do mnozenia go przez liczbe A. Taki wektor nazywa sie wektorem
wiasnym F dla wartosci wtasnej . Skoro F'v = Av to Fv — A v =01 dalej (F — A )v = 0.
Oznacza to, ze jesli A jest wartoscia wtasna F', to F' — Al ma nietrywialne jadro a tym
samym jest nieodwracalny. W tej sytuacji det(F — AI) = 0. Daje to metode wyznaczania
wartosci whasnych. Wartoéci wlasne sg pierwiastkami wielomianu charakterystycznego

wp(A) = det(F — \I).

A 0 3
wp(A) =det(F —A)=det| 1 -\ 5 = —(A+1)*(A=23).
0 1 1-A
Mamy wigc dwie wartosci wlasne \; = —1 1 Ay = 3. Wartos¢ wlasna A, jest pierwiast-

kiem podw6jnym wielomianu charakterystycznego - mowimy, ze ma krotnosé dwa. W tej
sytuacji jest mozliwe, ze operator F' jest niediagonalizowalny, jesli przestrzen wtasna dla
wartodci wtasnej \; jest wymiaru mniejszego niz 2

PODPRZESTRZENIE WLASNE: Szukamy podprzestrzeni wlasnej dla wartosci wtasnej
)\1 =—1:
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V(-1) =ker(F —\I)=ker(F+I)=ker=|1 1 5 :ker:l ]
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. r+32=0
Jesli Z jest elementem V(—1) to { Y+ 22 =0 Mamy zatem
-3z -3
V(-1)={| 2z |,zeR}=(| =2 |).
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Poniewaz dim V' (—1) = 1 < 2 to istotnie operator F' jest niediagonalizowalny i potrzebne
bedzie znalezienie podprzestrzeni pierwiastkowej dla wartosci wtasnej —1.

Szukamy podprzestrzeni wtasnej dla wartosci wlasnej Ay = 3:
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V(3) =ker(F—XI)=ker(F—3[)=ker=| 1 -3 5 | =ker= [
0o 1 =2
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Jesli | y | jest elementem V'(3) to { ;J—j;;_:oo Mamy zatem
z :
z 1
V(3)={] 22 |,zeR}=(| 2 |).
z 1

Poniewaz F' jest niediagonalizowalny, tzn nie istnieje baza wektorow wtasnych dla F',
szukamy podprzestrzeni pierwiastkowej dla wartosci wtasnej A;:

1 3 9
W(-1) =ker(F — MI)* =ker(F + [)? =ker=| 2 6 18 | =ker=[1 3 9|,
1 3 9
x
Jesli | y | jest elementem W(—1) to x + 3y + 92 = 0 Mamy zatem
z
-3y — 9z -3 -9 -3 -3
Wi(-1)={ Yy . y,zeR}=(1 1 |, 0 [)=(] -2, 1 |).
z 0 1 1 0

Baze W (—1) wygodnie jest wybra¢ tak, aby jeden z wektoréw nalezat do V(—1).

WYNIKI ANALIZY SPEKTRALNEJ

wrp(A) = —(A+1)%(\ = 3)

)\2:3, TLQ:]_, =

Operator F jest niediagonalizowany. Rozktad R3 na podprzestrzenie niezmiennicze ma
postac

R® = W(—1) @ V(3),

baza zgodna z tym rozktadem to:
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Metoda ”naukowa”. Szukamy macierzy operatora sin(5F'), w bazie standardowej e.
Jednak najpierw znajdziemy macierz [sin(5F)] % co jest stosunkowo latwe, a nastepnie
dokonamy zamiany bazy. W tym celu b@dz1emy dziata¢ operatorem sin(3F') na wektory
bazy f. Nie bedziemy wyniku zapisywa¢ w bazie f, gdyz i tak chodzi nam ostatecznie o
macierz w bazie standardowej e. Bedziemy zatem musieli dokonaé¢ zamiany bazy tylko z
jednej strony. Liczymy wiec

0 2n+1 e’} m\2n+1 2n+1
Sm( F)f, = (Z(_l)n&> A= (1) W (5T ho_

= (2n +1)! o (2n +1)!
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korzystamy tutaj z faktu, ze f; jest wektorem wlasnym, wiec dziatanie operatora F' na f;
polega na mnozeniu f; przez Ai:
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Podobny rachunek zrobilibysmy dla f3, ktéry tez jest wektorem wlasnym, zatem
sin(z

y ) fs = Sin(g)\z)fs = Sin(%ﬁ)fs =—fs

Gorzej z wektorem fo, ktory jest wektorem z przestrzeni pierwiastkowej, a wiec wiadomo
o nim tylko, ze (F — M\ I)%fo = (F + I)*fy, = 0. Wykorzystajmy to:

sin(gF) - sin(gF - g)\ll + g)\ll) - sm(2 (F — M)+ g)\ll) -
Teraz skorzystamy z tego, ze SA;[ jest przemienny ze wszystkimi operatorami, w szcze-
golnosci takze z T(F — A1), wiec mozemy stosowaé¢ wzoér na sinus sumy taki jak dla
argumentu rzeczywistego:

—51n(2(F AI))COS(EA1])+COS(2(F All))sin(g)\ll):

5111(2(F + I))Cos(—g)l+cos(2(F+ I))sin(—7m2)I =

—cos(2(F+I))
Rozwija¢ bedziemy wzgledem F' + I:
T s T(F 4 1))
sin(3F) f2 = —cos(3(F+ 1) = %—1)”%)& -
%)2"((F+f))2"f2 N
a Z (2n)! B

Wypisujemy kilka pierwszych wyrazéw (dla n=0, n=1 i n=2)

— g, - WA G DY,

gdyz juz drugi wyraz rozwiniecia jest zero.

)+---:_f27

Podsumowujac, mamy

sm( F)fi=—f Sm( F)fo = —fo, Siﬂ(gF)fsz—fs

zatem
- 3 3 -1
sin(=F)]y=1] 2 -1 =2
2 10 -1

Zeby obliczy¢ [sin(5F)]° trzeba dokona¢ zamiany bazy:
77

sin(G )] = [sin(G ) fid ).

Macierz [id ]/, jest macierza odwrotna do [id ], ktérej kolumnami sa wektory z bazy f:

-3 -3 1
d)e, =] -2 1 2
1 0 1

Osoba spostrzegawcza zauwaza teraz, ze w tym konkretnym przypadku [sin(3F)]°y =
—[id |°f zatem

sin(5 F)]% = [sin(5F)]* il = ~fid]*fid ], = ~I.



-3 -3 1
Osoba mniej spostrzegawcza liczy macierz odwrotna do | —2 1 2 | i mnozac przez
1 0 1
3 3 -1
nia | 2 —1 —2 | z prawej strony otrzymuje wynik. Tak czy inaczej okazuje si¢, ze
-1 0 -1

[sin(gF)]ee =—1.

Metoda szybkich rachunkéw. Mam nadzieje, ze idea tej metody zostata wylozona na
wyktadzie. Przypomne ja tylko pokrétce. Tak jak mozna dzieli¢ wielomiany przez siebie
z reszta podobnie mozna dzieli¢ funkcje analityczne przez wielomiany. Majac wiec np.
funkcje sin(5A) mozemy zapisac:

.

s1n(§)\) = e(MNwp(X) +r(A),
gdzie ¢ jest funkcja analityczna, wr wielomianem charakterystycznym (mozna tu uzyé
dowolnego wielomianu zerujacego operator) a r jest reszta, czyli wielomianem stopnia
mniejszego niz wp. Poniewaz wp(F) = 0 to sin(3F) = r(F). Wielomian r bedziemy

2
nazywaé wielomianem interpolacyjnym. Pozostaje znalezé jego wspotczynniki.

r(A) = a\* +bA +c.
Roéwnanie: -
sin(§)\) =r(\)
musi by¢ spetnione dla wartosci wtasnych, zatem
sin(—5) =a—b+c
sin(2°) = 9a + 3b + c.

Brakuje jeszcze jednego rownania. Otrzymamy je poréwnujac pochodne dla wartosci wta-
snej —1, ktora jest wartoscia podwojna:

T T
— ——)=—2a+0.
5 cos( 2) a+
Ostatecznie mamy do rozwiazania:
—l=a-b+c a=10
—1=9a+3b+c co daje b=0
0= —2a+b, c=—1.
Wielomian interpolacyjny r okazuje sie wiec wielomianem statym r(A) = —1 i ostatecznie

sin(gF) = r(F)=—1I.



