EGZAMIN POPRAWKOWY Z ANALIZY IR

INSTRUKCJA OBSLUGI. Za kazde zadanie mozna dosta¢ 4 punkty. Rozwiazanie kazdego zadania
nalezy napisa¢ na osobnej kartce starannie i czytelnie. W naglowku rozwiazania nalezy umiescié¢
numer zadania, imie i nazwisko, nazwisko prowadzacego éwiczenia.

1. Zbadaé zbieznosé ciagu rekurencyjnego: a1 := 5, any1 = y/a2 —2a, +4dlan=1,2,.... Jesli
jest on zbiezny, znalez¢ jego granice.

2. Niech C([a,b]) oznacza zbior wszystkich funkcji ciagtych f : [a,0] — R. Dla f,g € C(a,b])
okreslamy

z2€[a,b] | z1€[a,b]

d(f,9) = max { min /(22 — 21)% + (f(22) — 9(531))2} :
Sprawdzi¢, czy d jest metryka na zbiorze C([a,b]).

3. Zbadaé przebieg funkcji f : R\ {—1,1} — R postaci f(z) = (2% — 1)~! + 1 i naszkicowaé jej
wykres.

4. W zaleznosci od parametru a € R zbadaé zbieznosé i zbieznosé bezwzgledna szeregu

> (oo () -=(3))

dx ; dz
/sin(x)(2cos2(x) +1)’ 1/(3:—1)(2—1‘)

5. Obliczyé
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ROzZwWIAZANIA

Rozwigzanie zadania 1. Niech f(z) = va? —2x 4+ 4. Latwo sprawdzamy, ze dla > 2 mamy
x > f(x) > 2. Stad ciag (an)nen jest malejacy i ograniczony, a wiec zbiezny do granicy g > 2.
Poniewaz f jest funkcja ciagla, mamy f(g) = g, a wiec g = 2. O

Rozwigzanie zadania 2. Jest jasne, ze d(f,g) > 0, dla wszystkich f,g € C([a,b]). Jesli f = g, to
dla dowolnego z2 € [a, b] wyrazenie

min /(22 — 1)+ (f(z2) — g(21))?

z1€[a,b)

jest rowne 0 (wystarczy wzia¢ x1 = x9). Tak wiec d(f, f) = 0.
Funkcja d nie jest jednak symetryczna. Przyktadowo niech f(z) = z, a g(z) = 0 dla wszystkich

x € [a,b]. Wowczas
d(f,g) = i — 2 2l
(f,9) e {xfgfil,b] \ (@2 — x1) +$2}

d(g, f) = max { min (332—351)2—1—,%%}.

z2€[a,b] | z1€[a,b]

Wielkosé m[inb] (zg — x1)? + 3 mozna interpretowaé jako odlegto$¢ na plaszczyznie punktu
xi1€|a,

(x2,22) od prostej y = 0, a wiec wynosi ono |za|. Z kolei m%nb] V(22 — x1)? + 22 to odleglosé
xr1€|a,

punktu (z2,0) od prostej y = x, a wiec wynosi ono §|x2| W szczegolnosci d(g, f) = gd(f, g)-
O
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Rozwigzanie zadania 8. Funkcja f jest gladka na calym zbiorze R\ {—1,+1}idlaz ¢ {-1,+1}

foN o 2 M) — 2(322 +1)
f(x)_(xg_l)zv f()_($2—1)3

Stad tatwo obliczamy

SR S@) =too I J(w) = oo,
. e
STl )=
oraz
zgrﬁoof(x) =1, mkrﬂrzloo f(x) =0=lim mgrjtnoO f'(x).

Tak wiec funkcja f ma w punktach —1 i +1 asymptoty pionowe oraz asymptote pozioma
obustronng y = 1.

Jedynym miejscem zerowym f jest x = 0, tak samo jest dla f’, natomiast ' nie ma miejsc
zerowych. Znaki i f, f' oraz f” przedstawia nastepujaca tabela:

| —o0,—1[ | ]=1,0[ | ]0,1[ | ]1,+o0]
7 + = — +
I + T - -
I + - - +
Znak f, f'i f"
Tak wiec funkcja f jest rosnaca na przedzialach | — oo, —1[ i ] — 1,0[, a malejaca na ]0,1] i

]1,+00[. Jest ona wypukla na przedziatach | — oo, —1[ i ]1,+o0[, a wklesta na | — 1,0[ i ]0, 1].
Jedynym lokalnym ekstremum jest x = 0, f(0) = 0 — maksimum. f nie ma punktéow przegiecia.

¥
+3.5
+3.0
+2.5
+2.0
+1.5
+1.0

+0.5

Wykres funkcji f
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Rozwigzanie zadania 4. Niech a, oznacza n-ty wyraz ogélny badanego szeregu. Mamy a, =
2
(exp(——) cos( L ))a, czyli a, = f(l)&7 gdzie f(z) = exp(—%) —cos z. Korzystajac czterokrot-

n
nie z reguly de 'Hospitala tatwo sprawdzamy, ze

limM:i.
z—0 x4 12
(many () = —sexp(=5) + sinz, J"(0) = o exp(=5) — exp(=F) + con, F(e) -

81

3xexp(—m2—2) —x exp( 22) —sinz, f(4) (z) = x4exp(—§) — 622 exp( ) +3exp(——2) —cosz,
a wige f(0) = f/(0) = f(0) = f"(0) = 0, fV(0) = 2).

Ponadto, rozwiniecie w szereg funkcji f wyglada tak:

n=0 n=0
_ = (=)™ 2n — 71)71 2n
=D e =) At
n=0 " n=0 (27’1)
= 1 1
_ —1)" o 2n.
nzz:o( ) (2"n! (2n)!) v

Od razu wida¢, ze jest to szereg naprzemienny i dla matych x wartosci bezwzgledne wyrazow

monotonicznie daza do 0. Istotnie, piszac u, = (ﬁ — ﬁ) mamy

1 1 1 1
tn T o1 = <2”n! - (2n)!> - <2n+1(n+ - (2n+2)!>
o 1 1 1
R IR E)]

m ((2n+ 2)(2n — DY — (2n +2) — (2n — D! + 2n1+ 1)
1

1
:W((2n+1)!!—(2n+2)+2n+1) > 0.

Ponadto pierwsze cztery wyrazy sa réwne 0 (por. rachunki powyzej), a wiec suma szeregu
szacuje sie z dotu przez piaty wyraz. Stad f(z) > (ﬁ — ﬁ)xm > 0. W szczegolnosci wszystkie
ay, sa wieksze niz 0.

Talk wiec 0 < a, ~ ”% i szereg > a,, jest zbiezny (bezwzglednie) wtedy i tylko wtedy, gdy
a> 7. (]
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Rozwigzanie zadania 5. Caltka nieoznaczona: mamy

/ dx _ / sinx dx _ / —sinz dx
sin(z)(2cos?(z) + 1) ) sin®(z)(2cos?(z) +1) J (cos?(z) —1)(2cos?(z) +1)°

Podstawiamy ¢ = cos zi otrzymujemy catke

/ de
(c2—-1)(2c2+1)

Rozklad na utamki proste funkcji wymiernej (c2—1)%7202+1) wyglada tak:

1 1/ 1o, 1
(2—1)(2c2+1) 6\c—1 c+1 22+1)’

/(c2—1)6262c2+1): (/ccicl_/cicl_él/%?dil)

1
6
:(1)‘(/@6561_/;?1_2\@/&5(0@)

a wiec

1 -1 2
= 5 og Z+ 1‘ — garctg(\/ic) + const.
Wracajac do zmiennej x otrzymujemy
dx 1 cosr — 1 V2
= log |———— | — Zarctg (V2 t.
/ sin(x)(2cos?(z)+1) 6 8| cosz + 1‘ 3 M¢ g(\fcos ) + cons
Calka oznaczona Poniewaz (z — 1)(2 —2) = —2? + 3z - 2= -2 +3z -2+ 1 =1 — (¢ -

mamy

/2 dx :/2 dx _ 2/2 dx :/2 d(2x — 3)
/ (z—1)(2—1x) / ;_(x_g)Q / V1= (22— 3)2 / 1— (20 —3)%

1
wiec podstawiajac u = 2z — 3 otrzymujemy
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