SEMESTR I WYKtAD 4. S2EREGI POTEGOWE 4

Szeq oly jest szczeqolnyw, ktodem szeveon funkuineoo. Wuraz
oc\:sbf,:gj j:fé&u t‘E‘w’r A?osw.al xaé——b C?x"' E:ge Cw d‘eth Mj%m %jr:&jev? &‘gag.
bica.looueao. 5zemai Po’r;%oue do2Uaza eig cz§s+o od Ya2u W dzied2ime Zes‘oobomv&

ze uzﬂlgdu o rvd.o.bdumie mevdieliee kpmph‘hacje dalae tokie woﬂbﬁmiemie, ]aouodu,]'e.
W {okim pm.‘apadla.« dopusztea. Sig  Cu€ C pis2e ~3Ca2" ~ocoe] miz 2 6 x"
&e\oj Fodkveéké 2espolong  dziedzing. Mj d‘ednak logolziema wapouiodaé sig wa temat
ad nicakolania. —f\w\kta‘.i .wwlon“oh Prez amnezne Szoregi petgqoue o vd2nicckoWanie
W d2iedaunie 2espolone; uamno.ﬂo_ nglobniev'\. Oaéb,u'e M.Cca, lﬂ'odgc bedkiemy,  Wige +W:J'
mos  sig ?mdPo‘dk“‘ wzew.adwisi'cao uupelniad'gc ewentunlie o 2espoone Lormentane.

Mokyocje. wykiady 2 Anaiay i Algebay g cagsto hv\dkukauo.ne 20, nodmiar abstrakuy; -
mych Ao2umouan. _r(l—]mn Moaem W Po:::zuk«.uaniu rmohauaca}{ do Wallu 2 absiwaka,’ami .'Lurvda'ma
sie do fiayki - Roamazmy bgben 2 okweqp tmewm baung . Na pray ol ok :

Bacr  wmembron W\o%elmn oFiau.L': %All\kl-{? w: RxD— R
golaie ~D=f(x.*3)e R : x’+3‘\< olzll & pierds2a 2mienna
«ePde,:.mi'uje cans (¢ xy) > ’u[—l;,xlj)
Fwnkq‘a. w .sPeIm'o. dwuwamiw{owe aoWhonie -fo.boue.
2
o o Zu ?u""?—) z Hayunkiem bfneﬂowﬁm

A3t ox?
\A(i) X4)=0 ']wh L nz= d’ i
Ponienaz Mmembrana wa okﬂgﬂ'lo_ QAMiMiQW\j 2mienne nQ :é:,/:

|J‘i WLUone :

P JERYENVIEN
2 * a4 or 2 Ju?

i i lf k?fnep«auodzam'e OPMQO&; :w.w\iann éllmifhh\c]oh

Poszukivad lofdaém:j rro:zwi?w.y', W ?os+qci Jest dednnm 2 ?owodéu dlacaeqo wkrotce

'Uk(t.rr,ur):. R(N)@(Y) 'T'(-L) ur/udé sig bgdzievnj +uiendzenie o laolaw,\ej
adwvacalunosct i o @u\kz{ada uwil@andw.
Daty prreprodadzamy tmndstiio Muudviyon (w\dﬂjuaq'a ne ‘FmﬂszToéé

vacuumkdr. Na katcu dostayemy ndumanie na R:

A Bn(")"' "“Bl(”)* (7\2“3- (le)Z(\')-‘-'O A ma oS uspé!m@o z c.'zg.s{-u'l'liuo'sﬁig d\(ﬁo.vi a
meR powstoie 2 Hovunkm 2 P jeot Peviodycana.
DA wiatwenia uea‘.m:] A<4 ?omid'oigc Jeszme \\'&dm? 2amiang -'th'evmnc« o dvodze . Mam\z
wigc
(x) o Bn(o')-l- mBl(~)+ ( «"-zm’)z(x)=o To adwononie ndznwcakowe wamojne
| Redm 2 d'eo'l' na Mle Wazne  2e wea.
ha2ug : vounanie Bessel o Takie wowmanie pojawie sig u uielu .g.'z.dmnaw Yontekstach.
Ferdolemenn &wl-,%e nacre mie wiemcj Jok je mowipal. W Tokie sytuacy mozermy Foszuka.c'
10204 I~ poStaci  Szevequ  poteqo ueqo - ?(m)=hZ=f.o Curr. Sprobujmy  andtedd
(C)nenw tokie, ze B SpELMIL  woOUMmANUE (%)

ZYo\oimn t+evaa -‘dOdAf nachunmkor] us{-o.uiajgc g W lmiqswd&, ktove ”d"’“ﬁ"d? Hm'q‘SMi'&wla...



tR @+ wB) s (a-m)R()=0  Bd=Sca”

I Y 2 n-4 n V e N
R(v) = % MC, R 2 D mm-1) e

h=0

e n-4. 2 &0 oo
MC, Z' n-2 2 W 1.2“
v vg& “r > mh-om(m") Cm® + dzv\:oC“(Y ) Mv\-oC..'Yh =0

= 2 " - n
é[”‘ (M=A) G+ NCp-MCu]or™ + Fc, " oo

h=2
O [7ad
2 (Mz— mz)CV\ dn <+ Z, C“_&N"=D
nwso n=2

-mz‘c, + (A-\mz)cid‘ t Z, K/\z—lmz) Cn+ Chéz]w" =0
he=2

\

Co=0, ¢4=0 Lt dla m=4 c, dowolnme

Cn (W-w') + Cpy =0

Toustajooy szeieq 2alezy ed w. Widac 2e uspalaamnniki C, (w) sg¢ O dla n<m i
Cm(lm) &e/.\"‘ dJONQaJ’\a:DQoQEﬂ Cyn.}4 (m)="-=Cm1_4+m(m)=0 m's Cm+2k(m) mozna Naanaaeji

W 200e2h05¢. od  Cp(m)

2
Cimsq, (&"*’2\)-”'3)"Cm =3 Cmm:(mm)z_mzc

4 A
& — = —_— Clﬂl
T (2m+z)cm 4 (mt)

2 2 -A 4 - -4
Come (Q"‘* ! "")"Cm+z = CmtdT frrgom® Cont2, = mfmn F("‘—*"S Cwm+a
' 2 -1 .y
+2k) —m' )< = s ———— Cm32k-2 = —_C -

Cmaiak <(‘”' ) —m ) C""“J(‘"') 7 Cra”™ gk (.2m1—.2k) ! 4k (m+k) T2

5ked unioskufemy | ze
(_|) k (w)l ‘ plot sum (-1)A k™A (2*k+1)/(k!*(k+1)!*4/7K) k from O to oo

™ Input interpretation

CMH-Zk 7 4Kk| (WH'IC)!

'Bazwiea.o_v:ie has2ego Nounania. 4o Plots
K m+ 2k

1%
Rm(r)=mlc,, < 4 k) (me k)|

C‘Levuowa uaklnﬁkm(k oznacaQ | 2e cos tu +wmeba
.SF;O:dz‘ié.‘ M Mﬁ oo sz.afeg j@ ewieznz
1 . T. im _zaJm'mj sig f\arm
%s’mma. canie :za/bauma slp W Vha.-l'ema.!akr
dﬁs‘:&ﬁ&mmhlw? mu?doiq %

Wolfram

m=4 ) Cd_:i



plot sum (-1)Ak*xA(2"k+2)/(KI"(k+2)1"47K) k from 0 1 oo Makvnul«ako_, okspwﬁvnemhwm_ podpouiode e s2elr
m=2 de\-ivxiu{quj R jort Unezvy . -ZlbiErJ.ma Sig rjodmak. do
Cy=4 oo systemakycanie . D ustotemie.  udagi wezry

Plots b‘ / m=/ Cf—/.L . Jo-"\‘\'?dc\m-a u'l-c_ia:

Input interpretation

UG, P ey, s -
.M“ : nosl uONwAkmg SYade.lda.im;% wige

bodajge Card U | monolonicanie dozy do 2ela. lleiwug
[Meta] _ lﬂww k! (el 4% 23 ?

= s il < 4_
@) 1l 4% () (k) (o 4(k+A)(Ic+z)/\
dla. k5o

Dla,lal?:dfﬁo T od Pecomdo vv\.‘ﬁ'sc.a, [Uyl w\onoi-omimwa‘

n
Dodatkowo, lui” k_7°>_0 Wige szedeq jeol be.zuzﬂlgolnie,

DJoiea.htA dlo koadego . To o2 I1p s J<-.les+.'§ ishniesua
-(uuko‘,; 2, prwynogmnie;  dlo. m=4 . %eash7'e Pa’rahie

cam opevace woZVicakounie, Hyraz, .po Lﬂrma‘e, bl&’(:[ uansadnione. . Nie \ogdziem-a jedvak Jceju badac
speayhianie dla. puyliadu 2 fuukys R. Tora pomysled  o3ouie o Szeieqach  potrgorych.

Nied wige c, bedase oifzaievn 'vzewdm'é’ram i éCnxv‘ szeleaiew\ Pal';jou\avn. %m{d\mn sig V“"X\’i“”
brieznoscie punktoug. W (%) M‘/jw’m:] kth‘thium d'Mewberio_ , wiadomo (\'cdmlo‘ze kvd’cuium Gaudkz'cjo
iw{- sdo+dnic1'>ze.b{amm3 Vi Po‘migi—udgc 2e s\—osu.Ie e do 5zuﬁa-: dodod nieu — Mam“ Wige pie2nosc
bezuzslgdhg :

i s eal = Liom sup Y1 C.l I = 1x] bimsup [ [Cu] = %—]
- v

=4
Ix] 5
Gdy <4 ie XK seeg Dlox"] jeot sbiezny, wiec  ZiCax" jest abiezny  beaaglgelnie
(x] . "

Gdtj ?>4_ ie IXI>R 62&1!:3 ZYleax| jest Nolbi('av\j i o lowdzo | bo 2, dowadu uanika,ae e spetwe
Waxunku Jsov\ieconeﬁo. Onaue to,ze 20X fokze wie  spelinia. Homumka -kom'ew.ejo\ uoloec+5c. Jort
"OQbi&%vua.

G.olﬂ'—’%—ﬂ_ Rk dia Xx=%R wie uiadomo. %uﬂzsze oanzome.  uzasadmiaje DEFINICIE | Licaby
R -lu\agn(’-ze %= msup ‘h“Ca\ uazauamj ‘Pyo”“l'thifv.h 2bie@nosci Jz&fcgu. ]Dal'fﬁouojo. Jolk
Limsp \Ic] =0 ui-ulj P 2rieznodes (oot mcsboumma,m ZGX" jent bezuzﬂkdwic Un'eZn7
do Wawe?o X

ZADANIE DO PRACY SaMaDRIELNEY: (o geats (Cn)hGINUﬂoy joot cpqiem W C i vozdazammy 25 Ca2

dda Zéd:? Qi‘] pojsce promienia. 2sjezviotci ma “seuns’

Dosgy 20A'mu.jcm11 sig Mriee_noécig f]'cdnos+oiw?-

TWIERDZENIE : 6zmﬁ petsqomy ZIax" (ot a.loiean-a niemaol Jodnl,5+u1'm.'e o odouvkuw J-R,RC
gdae K oavawa Fnromiev'; ariezhosau s2edequ.



POWoD : Neiw\3 douolmj Uriov -’).LJOW{'\}i Kk c J-R,RC . Z:nodv +em .quo»k\\ f)wr w Pewmaw od anken
E“{l?—l dlo §<E, £>0. Ozv\cxc,aoa'?c Un(x) = G X" Moy dla xekK 4

| Un () )= IC“IX"{ lCulgh s.wfeﬂ Zlalg“ l'c_d- szueﬂ(em L(ca}oouam o W‘ar(awd»t d,oola%.'w, :wiavuzm

(oo QCR )-L'zM “\HC.,\I g({L), Na wocy -\(vai—wiuw, Heievshassa. s2eieq Zcx"” ]éoJr Jtdmoa’radm'e
Wittny . Ky a2 dowosda K, wiemal [oduoé’ma'm'e Qb‘e%} wa J-RRC =

WNIOSKI :
(4) Z.V\n'cmala(]edvxos’rcia;hﬂ abicz nosc szuﬂﬂu 25 cux" H(jvxi-ka,tc f(x)=2, Ca X" J'w'l' &?ﬂ'l"o_ ne JR,RC.

(2) Szeieq l"%4,mc.,.x“ R 52eig :FocTQA-oOlhlacJA, /_}""l tokze 52&1\98{»3“4 Fow‘;vaowam. Ma povadhs toki
50w Fwow.iw'\ abienosct dak wa\'\sa’owd S2eieq. Szueﬁ ?Mdhaw lm+ Wigc  hiemad whos’raa'm‘e
dsiezny o, I-RiEC. No mooy stosounego Stuitiozema -He/ﬂ— nozniakowolna i §'(x)= 2L nenx"

) Iholuk%l]me . ®R) uniosbua‘amca,zc £ jeot Jaa.sj C* he J-R,RC

(4) rw\kal‘e 2a.dome 62@4&3[% F°+f3°”ﬂ”" s o;gq(le a 2046m Cokowalue U Semsie emanna  wl
[e,b)c)-R,RL. 7&0/?:0.5*03:40_ 2bezhost o/ol]'e Moz WIOSc  Cotakoldnie byvaz po HJNO.%(C. Frnkye
\oi?rleOi‘V\Q Wige |L51'V\|'e1‘9 i o¢ 200ome 62'01&7-&»"' 2 iﬁxm samam ;momizm‘om ebieZnosc.

DEFINIYA "F'u.lr\ko{'e aodane -Lb’itihnlmi .szufﬂulmi p:’rgﬂowawi Mﬂﬂuﬁﬂg sii o.v\old'bcame_.
WNIOSEK DLA Funke]i BESSEL'A : Funlye Bessela dua rvo'znadn m oo am}/:]cane ne K.

TWIERDZENIE : Niedh R bedaie promieniem 2rie2nasc S20iE Z)oax". .Zoddamlu\‘ze s2eleq tem [eot
.'Lk\'e’thj aln x=R (>(=—"2) . N{—&:ij -fw\l(ol'a- 6= 2Gax" jf/ﬁ'afqr(@-f jcdmos\-mmm'e I x=R <X=—R)

DONOD :~ W Mm prypodka krgterium Neievstrassa nam hie pomozc, adda ho. obsearw  abiez-
MosG. biezN0se Mmoze byt d‘wl\am‘e Hawuukoue. . Na. pry iiod gy (A+x) = Vé, ™ L X" wa pronien
abeznosu ?:41_, wobec +Cjo 4\»{ btz,uzglfdvu'e. i,jwlnwtua‘mie .')Jrieiwa do xe]J-4,4C . H x=4 swlej

fokze jer alneiny, Ode (ledﬁwe Howunkouo.

Do worwiewme douodm m\maw‘wa 2miemng : w=% tan x=RW Jcux'= TR w" = Janw™ .5zwo%
250" ma Tyvam-‘w'\ rieznoda 4. -&axdzmb,%e v22i0q Jer :v@n’ezwzS W H=T Qw

"
5=20, 5,“:'(:230*, S=Lm Sn

n->on
n n h h W=l h- Kl -1 K
b _ ] k. Wk k. RN WS o) 6 H S S
é%” = |<,Z=\'o (S Sp)W |<,Z'=o S bZ,’oé'“"H %’JS" S u,-Zq,'é"‘ ( H)Eé S
5,70
.\ K h~-) K R h-i i
X: O£ x<A {(N)= Lim Z'ala"'r = Lim ((4‘“)215;4” + O )=(A-N)[,Lm PANCYEN
nN—>ce n->00 k-0 l/ \/ h=>o 0
= 0

|#60-5]= [ (4-w) 2 o -5 |- | 1) 354 = (1) 5 200 | = (1) | 2 (s-9)w] ¢
() 2 s+ (1) | I (8- )|



|#0w)-5]=| A—u)Z,ék,tJ‘ 5l=l(/1 u)Z'Jf%N - (4-w) Zlf:u"l (1) IZJ(,sk,—_s)N] S
(A—N)Z(Su I+ (/l u)\ %_,(:m S)H* J/

Hiadomo, 26 S—> 5. 4 €0 i dedmy N tokie 2¢ dla nyN [Swm5| <Y
(A—u)l%(5k—5)ukl<(/1—u)%%)uk< (10)f, 2w = &

- ‘ N
:Z_‘;(sk—s)w" {oﬁ‘l' Wwickomionew . am Wige ﬂﬂ&hi(ﬂﬁ'ﬂ% we [o4] . Num} M zz='o Ié,;bluk <N

N+
Weamy Jez | fakie | 2¢ (A—bb(i%( (-hm X loliskie A) wiedy (A‘”)IZ Gy 5)uk} < Z Ostodecanie
k=0

— £ _
N<AH W> /- QIH

. H‘>4—ZH [-F(H)—5)<£ Oanacza, o |2 L{m{(w)=5 a
N=>a

POZYTKI ZE ZinNAJomodcl SZEREGOW POTEGOWYCH

)70 1 odo MOZNA DopAcC: Olo(,(mné GlUme 5’2% . -?avnimiamﬂ na szeleq poteqouy:

neq
o0
{()() Zn V\M) Ta fumkul'a, d'm'b( is‘vn’e['e\ ma vanbost S Fuu/\ku'e >(=J2—. $ox)baw\-3 PﬂOmiw'\ ane2no -
S R [ me2) . »
QM W =41 = R=4 -F isthieje Q. odoinkn  J-4,4 C, W saca_oabw,o.su W x=$ dez.
wa A + B ~ A +Bm - (AR +A A=2 = 2 _ A
n(w+) m m+) m (n2) “mmty | b=-4 h mt

#09=33 20 3w g ()= 1 5 = Ay ()= (F 3 - x) i
7,

148(4+x)=x—i+_s... ’Zlfa(z%—)*'ix‘x‘%(A’x)*'i

gUe)eor-o o 4(5)= U (FE D 2 bog(1-4) +4 =logir ey + 4+ 4

2 L

Mme N (V\‘H )-2“

2noledd Swime .sa.eleZM amb\wwmmvﬂneao Z» 6-)“ 3(x) Z. (-'0 = - 2, — X —-1»03(/1”&) '{KX/HX
Badnm'& .S:wwl 1:>c-l-g<aow ma_ :Prmvmw o?b'ltihosa A H Puv\l«m Xx=/ ! Howunkodo .u,qeaha s;.osu_ae,mka A

Melo - = 0= 'L°34+4 = dog %} = -dog Z'(A) x" = dog ¥h

-1 (—I.Q,](/l—x) -x) =

() FUNKC]JE ELEMENTARNE MOZNA ELEGANCKO ZDEFINIOUAC: (wno;ecalao. W strone ‘(‘""k‘(f' ZwPo\omach)
X

:Doiﬁ Poyj MQE./W..QLJQJJ.SMU d.%alncka fu.vxkc” l@cwutm i (x)= S .'::—dt ) '{"“"k‘{f do vu'c\l' oa\wrfo{'lﬂ%

1
exp(-), oo Poknaa.ubm:j ze op(x)= 2 Z ml
’Powdzsmn s2eleq mozne .QQPnaq_c dla 2mienng le,onxLov'ned exp(2) = Z, -——. SZme«a wma nieskav}mw.}
promien 2Uneznosd, 20deim exp dw’r okveslone. wa ow.a.aw. C. -delshagc 2 l»e.zu.z,algqu 2b1e2nosa Szdeauw
Wk&evma w‘akatw.c

Oo m O m n
2" W Z A_ A1 T 4 _m TN = L =
oPRlepl)= Z5r 2 a2 2 (5 oy > )’v‘é{, D= HCT V\Z:»ol ar (219)" = exp (24)
—~

(z+)"



Ns&m,oio,mj +ioz z=ix dla xeR exp(ix)=2, )", udamo.caama capsc 'w.ewawid?i Wrcilowf

m!
o 00 Uad 2441
) )" D x® > ot x _ .
Cxp(’l)() “zo) ] = k%——ikl—- +a l%‘ _(-27*4)—_’—— COSX +=n qnxXx 6
_\/—\/ \-_/_v\_/ : .

LIS X fnx

Oba. s2eieqi Mo mAe.sbov'\mhj ?rovwiev'u Unenosa | de%(/vu'ua'g wige  glode fukge wa K. Loto tez Ny prrova.
daié W20y me  pocodne. Dbie funkie /Mmowna w{;.'wé dle  mienne  Zespolone :

. _ CN 22 _ )" XZ“
sin()=_2! STaTTo cs(z) = 20 men i
%&po‘srred_n{vn .rmdek(ym ha be,zwzﬁkgdnie ﬂﬁe%nnd,\ sze/lﬂdadn ﬂnbounw\ olm.amuqua 2nodre u.z»oma:
iz_ -iz 2 ~i
sm(z)=e—_u=— cos(z) = % sin(Ux) = 18h(x)  cas(ix) = th(x)

(») ZDEPINIOWAC T : Do tq Porry PosTuﬁiu)uuij Sip T MMoa'fc , 2e —2haw»(7 J'g 2 ucéeénicl‘szdw eapoLr
Keotoleenio. Tevoa Yhozemy inc-fiw'ouqé, T hie oduoTua'.gc sig oo dfuaoéci tuku

5‘-_,0\‘,,'2,,% na 'fu-'/*ﬂ'g cos:  wsX)= 4 - i—xz-n—fy%x}- . cos(0)=4 cm(z): e ZN{, é_a_!(_/‘)h4n <o

N=2,
sinus qert fuukip &{a(afq,- wigc ha  oddnku A
NBAR P’”’d""‘j""‘""‘j Vo2 PW'@ Wowtodd O. jot b 2ereq I/\QP’YJ-E/vwiavmj 2, u\c]rvalem oa'ab/\«tm
CosX=-(anx. Gn (0)=0 @n x=x(/1-%’:1-/;‘7.;-..) Mulel'g%m. 0 awaku sumy deo\vjow,'o piefriszy uynoa, | he
e n=2: j; 46:’,’2%=%/ >0 A gua Suma Jc,,+ < Zé wige
Dlo. x<V§ suma —Z_L ;,/%_... ]'e/:d u1'emno. ooS(Z) <-4+2/3°'4/3 <o

a Jy wmodll v Fm.ekmam. A 20kem

Ao 0<x< (6 enx }'w+ oloclotvi . /)’)am‘7 fez

2¢<(6

No. odernbu JoaL  Sinx l’w‘f obooloimi) wigc COSX [end Lﬂ'emn«a. Cosivuws I‘eot wige vno.ﬂe/,'?oa. Wordosc zero
prsggmoriaine et Lige hyleo maz! Nied ¥: xeJo2L i wsx =0 bedaie oana caone % %mﬁshx{gc

2__
2 voawmaihych Waoyod  obliowm coig{:+ﬁn2”—=4_ => n’ngL:=i/1 l«lievna I‘odﬂak 2e &'nT£>o Wrec
(1'h35=4. ﬁhT=.?.h'n1:oo.sl£=D ST = coszf- sz%= -4 . 2otem
exp(ﬁi) = oSt i gny = =4 o0ra2 exP(.ZzTL') = tx]:i(yn) = 4= exp(o)

T—‘umkcj'o. &P hie Jwr un'gc ednrvocodrma ha (. la?awa}m .'Le_s[)o/ona mie 1'57‘m'e7'e d‘ako }'w/no;maca_ng,
f\mk:.]'q,.—lﬂo]:wowq:dox do bavdeo Gekawef za.,éqw7 Z@}:O/Dhcj —> Avaliza. Zplaolov.o_,

@

ZADANIE DO SAMODZIELNEGO RO2WIA2ANIA : Udowadhic  2e [0 213t exp(it) €S1C L jert
(l'wlhoanac/m? f’o*m""‘"eht]mqf olegca,u.



