4

Oddzielna trudnos¢ stanowi wyznaczanie macierzy bedacej wartoscig funkeji wyktadniczej ar-
gumentu maierzowego. Temu problemowi poswiecimy nastepny fragment wyktadu.

Funkcja exp argumentu macierzowego. Wiadomo, ze macierze kwadratowe n xn (reprezen-
tujace endomorfizmy liniowe przestrzeni R™) mozna przez siebie mnozy¢é. Mozna takze oczywi-
Scie mnozy¢ macierze przez liczby 1 dodawaé je do siebie. Operacje wektorowe (mnozenie przez
liczby i dodawanie) wraz z mnozeniem macierzy tworza w zbiorze macierzy strukture nazywana
algebrqg. Ze wzgledu na istnienie macierzy jednostkowej, ktora jest elementem neutralnym ze
wzgledu na mnozenie, algebra macierzy jest algebrg z jedynkq. Operacja mnozenia macierzy
pozwala nam tatwo definiowaé funkcje wielomianowe argumentu macierzowego. Nie ma chyba
watpliwosci co oznacza w(A), jesli A € R™, a w jest wielomianem. Na przyktad dla wielomianu
stopnia drugiego postaci w(t) = at? + bt + ¢, podstawiajac A w miejsce ¢, otrzymujemy

w(A) = aA® + bA + cl.

Zwrbéémy uwage na wyraz wolny - jest on pomnozony przez macierz jednostkowa. Teoretycznie
potrafimy wiec obliczy¢ kazdy wielomian od kazdej macierzy. Oczywiscie jesli ten wielomian
jest wysokiego stopnia (na przyktad 100) mozemy napotkaé¢ na pewne trudnosci techniczne
(na przyktad brak cierpliwosci, albo brak czasu na dlugotrwale rachunki). Pod koniec tego
wykltadu powinnismy potrafi¢ poradzié¢ sobie z tymi trudnosciami, stosujac szybkg metode wy-
znaczania wartosci wielomianu (nawet wysokiego stopnia) na danej macierzy. Troche inaczej
sytuacja wyglada dla funkcji innych niz wielomiany. Czy potrafiliby$my zdefiniowaé np. funkcje
wyktadnicza argumentu macierzowego?
Jedna z wielu mozliwych definicji funkcji exp jest definicja za pomoca szeregu potegowego:

OO‘,L.TL

(1) exp(z) = ), —.

— n!
Wiadomo, ze szereg ten ma nieskoniczony promien zbieznosci, zatem funkcja exp okreslona jest
na calym zbiorze R. postugujac sie szeregiem potegowym potrafimy rozszerzy¢ funkcje exp na
zbiér C. Potrzebna jest do tego (dobrze nam znana) operacja mnozenia liczb zespolonych i
pojecie zbieznodci na plaszczyznie zespolonej (tez dobrze nam znane, bo takie jak w R2). Ze-
by sensownie zdefiniowaé¢ exp(A) dla A € R™, potrzebujemy, oprécz mnozenia macierzy takze
pojecie zbieznosci w przestrzeni macierzy. Poniewaz jako przestrzen wektorowa R”", jest izo-
morficzna z R™ mozemy uzy¢ topologii w tej ostatniej przestrzeni. Nie bedziemy sie zajmowacé
aspektami teoretycznymi. Zadowolimy sie nastepujacym twierdzeniem
Fakt 1. Dla dowolnej macierzy A € R™, (a takie A € C",) szereg
[ee) An
= n!

exp(A) =

jest zbiezny.

Skupimy sie za to na kwestiach technicznych, tzn jak to policzyé 7! Najtatwiej jest zaczaé¢ od
macierzy diagonalnej i wymiaru przestrzeni n = 2. Dla macierzy

1]

wartosé exp(A) wyznaczamy bez trudnosci. Obserwujemy, ze
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i ogblnie

Otrzymujemy zatem

AT & a0 Z;’io% 0 | exp(N) 0
exp(A)_nzoﬁ—nzoal 0 Mn]_l 0 no b a 0 exp(,u) .

n=0 n!

Niestety zazwyczaj mamy do czynienia z macierza, ktéra nie jest diagonalna. Niektore ma-
cierze mozna jednak sprowadzi¢ do postaci diagonalnej wyrazajac je w innej bazie. Myslimy
nastepujaco: macierz A reprezentuje odwzorowanie liniowe z R? do R2. By¢ moze macierz tego
odwzorowania w bazie innej niz kanoniczna okaze sie diagonalna. Zatézmy przez chwile, ze tak
jest, tzn, ze mamy baze v = (vq, v9) taka, ze [A]", jest diagonalna. Oznaczmy macierz przejscia
z bazy e do bazy v przez Q: Q = [id|".. Wtedy Q! = [id]¢, i zachodzi wzoér

[A 0 ] (A, = QAQ!

0 w
Dla utatwienia oznaczmy literg D macierz diagonalna
A0

o-[20]
Mamy wiec wzor

D=QAQ™
i odwrotna zaleznos¢

A=Q'DQ

W dalszych rachunkach podstawowe znaczenie ma nastepujaca obserwacja:
AP=AA=Q'DQQ'DQ=Q'DIDQ=Q ' D*Q,
podobnie
=Qt'D"Q.

Obserwacja ta pozwala nam wyliczyé¢ exp(A), jesli znamy D i Q:

(2) exp(A4 i

=Y e o= (X ) o=
nO n:On‘
0

R A A R [

pozostaje oczywiscie pytania: Jak znalezé macierz D odpowiadajaca A, tzn. jak znalezé baze
w ktorej A ma posta¢ diagonalng? Czy taka baza zawsze istnieje?

Diagonalizowalnos$¢ operatoréw liniowych: Podstawowa obserwacja jest, ze jesli istnieje
baza w ktérej A jest diagonalny (méwimy wtedy, ze A jest diagonalizowalny) to elementy tej
bazy maja pewng szczegdlng wtasnosé. Oznaczmy jak poprzednio baze diagonalizujaca przez
v = (v1,v2), postaé diagonalng macierzy A przez D i odpowiednie macierzowe elementy diago-
nalne przez A i p. Obliczmy A(vy) 1 A(ve). Najwygodniej jest to zrobié¢ korzystjac z reprezentacji

w bazie v: o — A~ [ ())\ 2 1 l (1] ] _ l 8\ ] — A l é ] = Aln]".
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Oczywiscie wynik rachunku nie zalezy od tego jakiej bazy uzylidmy, ostatecznie wiec
Avy = Mg
i podobnie
Avy = pws.
Definicja 1. Niezerowy wektor w spetniajacy réwnanie
Aw = w
nazywamy wektorem wtasnym operatora liniowego A, a liczbe A wartoscig wiasng operatora A.
Zauwazmy dodatkowo, ze

Fakt 2. Wektory wlasne ustalonej wartos$ci wtasnej tworzq podprzestrzen wektorowq.

Dowod: Istotnie, jesli w jest wektorem wtasnym dla warto$ci wlasnej A to takze aw jest wek-
torem wtasnym dla tej samej wartosci wlasnej:

Alaw) = aA(w) = alw = M aw).
podobnie jesli wy 1 wy sg wektorami wtasymi dla tej samej wartosci wtasnej A to wy + woy takze
jest wektorem wlasnym dla warto$ci wtasnej A:
A(wy + wy) = awy + Aws = Awy + Awy = A(wy + wy).
O
Wazne jest takze, ze

Fakt 3. Jesli A\, 1 sq réznymi wartosciami wlasnymi macierzy A, to uktad (vy,v,) ztozony z
dwoch niezerowych wektorow wlasnych odpowiadajgcych tym wartosciom jest liniowo niezalezny
Dowéd (ad absurdum): Zal6zmy na chwile, ze wektory vy i v, sa proporcjonalne, tzn istnieje
niezerowa liczba a € R taka, ze
(3) Uy = av,
Dziatajac macierza a na obie strony rownania otrzymujemy

AUy = [1avy,.

Jesli A = 0 to takze p musi by¢ réwne 0, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze warto$ci wlasne
sa rozne. W przeciwnym przypadku mozemy podzieli¢ obie strony ostatniej rownosci przez A
otrzymujac

(4) V) — H(M}u.

Poréwnujemy (3) z (4) i z réwnania
gav“ = av,
wnioskujemy, ze § = 1, co takze jest sprzeczne z zalozeniem, ze pu # A.0J

Poszukiwanie bazy diagonalizujacej i postaci diagonalnej macierzy A sprowadza sie wiec do
poszukiwania wartosci wtasnych i wektoréow wtasnych tej macierzy. Jesli A jest wartoscig wlasna
a w odpowiadajacym jej wektorem wtasnym to (z definicji) zachodzi A(w) = Aw. Réwnosé te
mozemy zapisaC tez inaczej, przenoszac wszystkie wyrazy na jedng strone

Aw - w =0



i jeszcze inaczej, wytaczajac wektor w za nawias
(A= Xw = 0.

Ostatnie réwnanie oznacza, ze macierz A — Al ma nietrywialne jadro (niezerowy wektor w
nalezy do tego jadra), nie jest wiec odwracalna i ma wyznacznik réwny zero. Z powyzszych
rozwazan wynika nastepujacy fakt:

Fakt 4. Wartosci wlasne macierzy A sq pierwiastkami wielomianu
wa(A) = det(A — AI).
Jesli macierz jest n X n to wielomian w4 jest stopnia n

Definicja 2. Wielomian wa(\) = det(A — M) nazywamy wielomianem charakterystycznym
macierzy A

Mamy wiec metode znajdowania wartosci wlasnych i wektorow wtasnych macierzy: nale-
zy wyznaczy¢ wielomian charakterystyczny, znalezé¢ jego pierwiastki a nastepnie dla kazdego
pierwiastka znalez¢ wektor wlasny szukajac jadra odpowiedniej macierzy. Pora na konkretny
przyktad:

Przyktad 1. Znalezé wartosci wlasne, wektory wlasne i postaé¢ diagonalng macierzy
1 -2
A= [ L ] .

Wyznaczamy wielomian charakterystyczny:

wA(A)zdet(A—AI):det<“ _42]—)\l(1) ?Dzdet[lz)‘ 4__2A1:

(1=XNA—-XN)+2=4—4XN - A+ X +2=)2 -5\ +6
Szukamy pierwiastkow wielomianu
wa(A) = A =BA+6=(\—3)(\—2).

Otrzymalismy dwie wartosci wlasne Ay = 3, Ay = 2. Poszukujemy teraz wektorow wtasnych.
Najpierw dla A\ = 3

ker(A—3J)=ker(“ _42]_3[(1) H)Zk@f[? —121

Otrzymana macierz ma proporcjonalne wiersze, zatem

-2 =2 1
ker[1 1]:ker[1 1}2([_1])
Przestrzen wektorow wtasnych dla wartosci wtasnej A\; = 3 jest jednowymiarows podprzestrze-
nig w R? rozpiety przez wektor
1
U1 = 1 .

Powtarzamy te sama operacje dla Ay = 2

ker(A—QI):ker<“ _42]_2[(1) H)Zker[—ll —22]
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Otrzymana macierz ma proporcjonalne wiersze, zatem ma nietrywialne jadro. Jesli w tym
momencie rachunkéw jadro macierzy okazuje sie trywialne to znaczy, ze zostat popetniony

btad rachunkowy.
-1 -2 -2
kerl 1 21:1{(31"[1 2]2([ 1 ]}

Przestrzen wektorow wtasnych dla wartosci wtasnej Ay = 2 jest jednowymiarows podprzestrze-
nig w R? rozpiety przez wektor
-7
Vg = 1 .

Wektory v; i v9 sg liniowo niezalezne (to nie przypadek!), tworza wiec baze w R? Macierz
operatora A w tej bazie jest diagonalna i ma postac

=[5 3]

Sprawdzmy jeszcze jak wygladaja odpowiednie macierze Q i Q™17
_ . 1 =2
Q lz[ldh:[_l | ]

Kolumnami powyzszej macierzy sa wektory bazowe v; i vy. Zeby znalezé () powyzsza macierz
trzeba odwrocic:

o-far.=| 7 1]

Zgodnie ze wzorem (2) obliczamy

exp(4) = Q! [ DB 2

[_11 —21 l —exp(3) —2exp(3) ] _

l —exp(3) +2exp(2) —2exp(3) + 2exp(2)
exp(3) — exp(2) 2exp(3) — exp(2)

Poniewaz At = Q! (Dt) Q1 A™t" = Q1 D™" Q tatwo jest takze obliczy¢ exp(At), czyli macierz
wystepujacg w rozwigzaniu réwnania rézniczkowego liniowego

S l=al |

1| exp(3t) 0 | [ —exp(3t) +2exp(2t) —2exp(3t) + 2exp(2t)
exp(At) = Q 0 exp(2t) | @= [ exp(3t) — exp(2t) 2 exp(3t) — exp(2t)

&

Mianowicie

Macierz A z powyzszego przyktadu okazata sie diagonalizowalna. Niestety nie zawsze jest tak
tatwo. Oto bardziej ktopotliwy przyktad:



Przyklad 2. Rozwazmy macierz )
-1

B-|? ] |

Wyznaczymy wielomian charakterystyczny:

wB(/\):det[SI)\ =N r1 = -2p

Wielomian wp ma tylko jeden (podwdjny) pierwiastek \; = 2. Poszukajmy wektoréw wiasnych

o riate s B el B

Przestrzen wektorow wtasnych jest jednowymiarowa. Nie ma drugiego liniowo niezaleznego
wektora wlasnego, ktory mogtby byé brakujacym wektorem bazowym. Niestety macierz B jest
niediagonalizowalna! Nie mozna zatem zastosowaé naszej prostej metody wyznaczania exp. Za-
uwazmy tutaj, ze nie zawsze podwojny (lub ogélniej, wielokrotny) pierwiatek oznacza ktopoty.
Moze sie zdarzy¢, ze przestrzen wektorow wlasnych ma wymiar réwny krotnosci pierwiastka i
wtedy macierz jest diagonalizowalna. ¢

Pojawia¢ si¢ mogg jeszcze inne komplikacje

=[5 1]

Wyznaczymy wielomian charakterystyczny:

Przyklad 3. Rozwazmy macierz

-2 1
-1 =

Wielomian we w ogole nie ma pierwiastkow w dziedzinie rzeczywistej. Mozna go zapisa¢ w
postaci iloczynowej jedynie w dziedzinie zespolonej:

weA) =X +1=A\+i)(\—i).

W takiej sytuacji, jesli zachowamy zimng krew i nie popelimy btedu w rachunkach mozemy
otrzyma¢é poprawny rzeczywisty wynik pracujac po drodze w C? zamiast w R2. Zalézmy bowiem,
ze od poczatku nasza macierz jest odwzorowaniem liniowym dzialajagcym na C2. Wéwczas
mozemy pracowaé zwyczajnie (uzywajac caly czas liczb zespolonych). Szukamy wiec wektoréw
wlasnych. Zaczynamy od wartosci wtasnej A\ = —1:

we(X) = dt[ ]:)\2+1.

ker(C +il) :ker[ _2'1 1 ]

Powyzsza macierz ma proporcjonalne wiersze, wspétczynnikiem proporcjonalnosci jest i:

ili1]=[-11i].
kerl_il ”:ker[z 1]:([_12.])

Podobnie dla warosci wtasnej Ay = i:

Otrzymujemy wiec

ker(C 4 if) = ker [ 1 _12 ]
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Powyzsza macierz takze ma proporcjonalne wiersze, wspotczynnikiem proporcjonalnosci jest
—1:
—i| =i 1] =]-1 —i].
- 1 . 1
kerl_1 _i]:ker[—z 1}:<lzl>

Mamy dwa wektory wlasne (w C?), liniowo niezalezne

1 |1
U1 = — ) Vg = i )
ktore tworza baze v. Macierz C' w tej bazie ma posta¢ diagonalna:
o | =t 0
Poszukamy teraz odpowiednich macierzy @ i @~'. Podobnie jak w rzeczywistym przypadku

Q' =[], = [1. 1.],

1 —1

1| —i —1 111 —i
-7 1= T

Macierz exp(C') obliczamy jak poprzednio, biorac pod uwage, ze

([ )[4 ]

exp(C) = Q! [ 5 el 1 0=

F A R e
1[1 1 Hexp(—w —z‘exp(—w]:

Otrzymujemy wiec

w takim razie

Oto stosowny rachunek:

211 —i exp(1) iexp(i)

1 [ exp(—i) +exp(i) —iexp(—i) +iexp(i)
2 | iexp(—i) —iexp(i)  exp(—i) + exp(i)

Przyjrzyjmy si¢ teraz wyrazom macierzowym w otrzymanym wyniku. Wyraz x'; pomnozony
przez wspotczynnik % stojacy przed macierza to:

%(exp(—i) + exp(i)) = cos(1).

Wyraz x5 pomnozony przez wspotczynnik % stojacy przed macierza to:

S(—iexp(—i) + iexp(i)) = (exp(i) — exp(~i)) = o (exp(i) — exp(~i)) = —sin(1)
i podobnie

%(z exp(—i) —iexp(i)) = —sin(1).
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Ostatecznie
| cos(1) —sin(1)
exp(C) = [ sin(1) cos(1) |-
Otrzymalismy wiec catkowicie rzeczywistg macierz. Operator reprezentowany przez te macierz
dziatajacy na C? ma R? C C? jako podprzestrzen niezmiennicza, tzn. dzialajac na wektory
o wspotrzednych rzeczywistych bedzie zwracatl wyniki jedynie rzeczywiste. Czytelnik powinien
teraz sprobowaé przprowadzi¢ podobny rachunek dla exp(Ct), tzn popatrze¢ gdzie ,t” sie pojawi
i przekonac sie, ze
| cos(t) —sin(t)
exp(Ct) = [ sin(t) cos(t) |-
&

Komplikacje, ktére napotkalismy w przyktadach (2) i (3) moga pojawiac sie takze w wyzszych
wymiarach. Powyzsze przypadki moga sie tez taczy¢, tzn poczawszy od wymiaru n = 4 mozemy
napotka¢ wielokrotne i zespolone wartosci wtasne dla ktérych jest za mato wektoréow wlasnych,
zeby utworzy¢ (nawet zespolona) baze. Widaé wiec, ze potrzebujemy innej metody wyliczania
exp(A), ktéra nie wymagataby diagonalizowalnosci macierzy. Znajac nieco doktadniej fragment
algebry liniowej, ktory zwykle w podrecznikach tytutowany jest Struktura endomorfizmu linio-
wego, lub Posta¢ Jordana macierzy kwadratowej mozna liczy¢ exp dla niediagonalizowalnyhc
macierzy sumujac szereg w odpowiedni sposob. My jednak postaramy sie omingé teorie i po-
szuka¢ szybkich technik rachunkowych.

Podstawsa wszelkich dalszych dziatan jest

Twierdzenie 1 (Cayley, Hamilton). Niech wa oznacza wielomian charakterystyczny macierzy
A, wowczas

w A(A) = 0.
Istotng role odgrywa tez twierdzenie o dzieleniu wielomianéw z reszta:

Twierdzenie 2. Niech u, w bedg dwoma wielomianami, niech takze degu > degw. Wowczas
1stniejq jednoznacznie wyznaczone wielomiany q @ r takie, Ze

ult) = () (t) + ()
oraz degr < degw.
Przyktad 4. Podzielmy z reszta wielomian u(t) = t® + 3t? + t przez wielomian w(t) = * + 1.
-2+ 4
O +37 4+t P41
—t0 — ¢
—t* 4+ 37+ 1
tt+ ¢
47 + 1
—4t* — 1
t—1

Otrzymalidmy
P43 +t=" -+ 4) (1) + (1),
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to znaczy
gty =t*—1*+4, r(t)=t—1.
[

Wyznaczanie wartosci wielomianéw dla argumentu macierzowego. Zal6zmy, ze chce
wyznaczy¢ warto$é wielomianu wu(t) dla macierzy A. Moge oczywiscie wstawié¢ macierz A do
wzoru opisujacego wielomian i wyliczy¢ wartos¢. Jednak jesli jest to wielomian wysokiego stop-
nia, moze to by¢ trudne rachunkowo. W takiej sytuacji moge skorzystaé z twierdzenia o dzieleniu
wielomianu z reszta i podzieli¢ u przez w4 otrzymujac:

u(t) = q(t)walt) + r(t).
Po podstawieniu A i skorzystaniu z Twierdzenia Cayleya Hamiltona otrzymujemy
u(A) = q(A)wa(A) +r(4) = r(4)

Wida¢ wiec, ze nie trzeba nawet przeprowadzaé catego dzielenia doktadnie. Wystarczy znalezé
reszte. Iloraz ¢ nie jest nam do niczego potrzebny. Sposob znajdowania reszty pokazemy na
przyktadach, wyznaczajac rézne wielomiany dla macierzy z przyktadéw (1), (2).

Przyktad 5. Obliczmy A2 czyli wartos¢ wielomianu u(t) = ¢**! na macierzy A. Korzystaé
bedziemy z wyznaczonych wcze$niej wartosci wlasnych (A = 3, Ay = 2). Wektory wlasne
nie bedg potrzebne. Macierz A jest 2 x 2, czyli wielomian charakterystyczny jest kwadratowy.
Reszta ma zawsze stopien mniejszy niz wielomian przez ktory dzielimy. Mozna wiec zapisaé
0g0lng postac reszty

r(t) = at + b.
Pamietamy, ze r jest reszta z dzielenia u przez wa = (A — 3)(A — 2), czyli
(5) 21 = q(t) (A = 3)(A —2) + (at + b).

Réwnanie (5) musi by¢ spetnione dla wszystkich wartosci ¢, w szczegdlnosci dla wartosci wiha-
snych macierzy A. Jesli do (5) podstawimy ktérakolwiek z wartosci whasnych, sktadnik zawie-
rajacy q i wa zniknie, bo wartos$ci wtasne sa pierwiastkami wy. Dla A\; = 3 dostajemy

3 = (3a + ),

dla Ay = 2:
2201 = (2a +1).

Powyzsze dwa rownania wystarczaja do wyznaczenia a i b:

32011 — (3q 4 D)
220U — (2 + b)

Odejmujemy stronami:
4 — 32011 _ 92011

i wyznaczamy b:
b= 3W _ 3q = gPIL _ g(30Ll _ 92011y _ 9 g0l 4 3, 92011
Reszta r zadana jest wzorem

T(t) — (32011 . 22011)t 4 (_2 . 32011 +3. 22011)'
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Mozemy teraz obliczy¢ u(A):
U(A) _ T(A) — (32011 o 22011)A + (_2 X 32011 4 3. 22011)[ —

2011 2011 I =2 2011 2011 1o _
(3 =2 )[1 4]A+(—2-3 +3-2 )lOJ_

_32011 +92. 22011 —92. 32011 +92. 22011
32011 _ 22011 2. 32011 _ 22011 :

&

Przyktad 6. Dla macierzy B z przykladu (2) obliczymy B™, czyli znajdziemy jawny wzér na
n-ta potege te macierzy. Wielomian charakterystyczny macierzy B miat postac

wp(t) = (t —2)%

Znajdziemy reszte z dzielenia wielomianu u(t) = t" przez wp:
u(t) = q(tws(t) + (1)

(6) t" = q(t)(t — 2)* + (at +b)

W poprzednim przyktadzie do ulozenia réwnan na wspotczynniki a i b reszty uzyliémy wartosci
wtasnych macierzy A. Tym razem mamy tylko jedna warto$¢ wtasng A = 2, ktéra da nam tylko
jedno réwnanie:

2" =2a+b

Drugie rownanie znajdziemy zauwazajac, ze czesé z ilorazem ¢ zniknie takze po zrézniczkowaniu
i obliczeniu w punkcie 2. Istotnie, r6zniczkujac obie strony wzoru (6) dostajemy:

nt" ' =q @)t - 2)*+ q(t)2(t - 2) + a.
W punkcie 2 znika zaréwno sktadnik z ¢ jak i sktadnik z ¢
n2" ! = a.
Mamy wiec dwa rownania na dwie niewiadome a i b:

{ M —9q+b

n2"! =aq,
ktorych rozwigzaniem sg liczby
a=n2""1, b=2"(1—n).

Jestesmy gotowi, aby podaé¢ jawny wzér na B™:

B" =r(B) =n2""'B+2"(1—n)l =n2""" [ - 1 91— ) [ (1) 0 1 _
n2nt —p2rtypon | T 0 2
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Przyktadu z macierza C' nie bedziemy teraz podawa¢. Rachunki prowadzi sie tak jak w
przyktadzie (5), uzywajac jednakze liczb zespolonych. Wynik konicowy powinien okazaé sie
rzeczywisty.

Funkcje definiowane przy pomocy zbieznego szeregu potegowego mozna pod pewnymi wzgle-
dami traktowaé jak wielomiany ”nieskonczonego” stopnia. Tak w kazdym razie jest jesli chodzi
o dzielenie z reszta. Obowiazuje nastepujace twierdzenie, bardzo podobne do twierdzenia o
dzieleniu wielomianéw z resztg

Twierdzenie 3. Jesli [ jest funkcjg zadawang przez zbieiny szereg potegowy a w wielomianem
takim, Ze jego pierwiastki lezg w obszarze zbieinosci szerequ to istnieje funkcja g i wielomian r
takie, ze

ft) = g(t)w(t) +r(t)
1 degr < degw.
Mozemy zatem stosowaé¢ do ogodlniejszych funkcji te sama metode rachunkows, ktora sto-

sowalismy do wielomianow. Nadaje si¢ ona w szczegdlnosci do wyznaczania exp od macierzy.
Policzmy zatem exp(Bt):

Przyktad 7. Skorzystamy oczywiscie z wykonanych juz wczeéniej rachunkéw. Wiemy, ze wie-
lomian charakterystyczny wg macierzy B ma postac¢ wg(\) = (A—2)%. Poszukujemy wiec reszty
r spelniajacej dla dowolnego A réwnanie

exp(t\) = g(N)wp(A) + ().

Argument funkcji po obu stronach réwnania nazwaliSmy A, zeby uniknaé¢ kolizji oznaczen z
parametrem t. Reszta r bedzie wielomianem pierwszego stopnia, zatem zapiszemy ja jako r(\) =
aX + b. Poniewaz mamy do dyspozycji tylko jedna warto$¢ wtasna poréwnywaé trzeba wartosci
po obu stronach rownania i warto$ci pochodnych w punkcie 2. Z poréwnania wartosci dostajemy
rownanie

exp(2t) = 2a + b,
z poréwnania pochodnych (rézniczkujemy po \!)
texp(2t) = a.
Latwo wiec wyznaczy¢ b:
b = exp(2t) — 2t exp(2t) = exp(2t)(1 — 2t).
Mozemy juz wyliczy¢ exp(Bt):
exp(Bt) = texp(2t) B+ exp(2t)(1 —2t) [ =

texp(2¢) H ! 1 +exp(26)(1 — 21) [(1) H _

t+1
eXp(%)[ t —t+1]

Roéwnania liniowe niejednorodne. Potrafimy juz rozwiazywac réwnania liniowe jednorodne
(uktady réwnan jednorodnych). Pora zmierzy¢ sie z niejednorodnoscia. Rozwiazujemy réwnanie

z(t) = Az(t) + b(t),
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gdzie t — x(t) jest szukana krzywa w R", A jest macierza n X n a t — b(t) jest niejedno-
rodnoscia (tez krzywa w R™). Wiemy juz, ze rowiazanie zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania
jednorodnego z warunkiem poczatkowym z(0) = ¢ jest postaci

x(t) = exp(At)xy.

Jesli interesuje nas rozwiazanie ogélne (RORJ) wektor danych poczatkowych nalezy zastapi¢
przez wektor dowolnych statych:
x(t) = exp(At)C,

doktadniej
z!(t) C!
z2(t) C?
= exp(At)
x™(t) cn

Podobnie jak w wymiarze 1 stosujemy metode uzmienniania statych, tzn rozwigzanie szczegdlne
rownania niejednorodnego przewidujemy w postaci

0 oy
T —ewan | 1,
(1) o e)

zastepujac staly wektor C' przez wektor, ktérego wspotrzedne sa funkcjami parametru ¢t. W
skrocie bedziemy pisacé

z(t) = exp(At)C(t).
Obliczamy pochodng z

&(t) = Aexp(At)C(t) + exp(At)C(t)
i wstawiamy do réwnania niejednorodnego poszukujac warunku na C(¢):
Aexp(At)O(t) + exp(At)C(t) = Aexp(At)C(t) + b(t)
Wyrazy niebieskie sie upraszczaja i otrzymujemy

exp(At)C(t) = b(t).

Korzystajac z odwracalnosci macierzy exp(At) (nie dyskutowaliSmy tego, ale warto wiedzie¢,
ze dla kazdej macierzy A macierz exp(A) ma wyznacznik rézny od zera) wyznaczamy

C(t) = exp(—At)b(t).
Obliczenie C'(t) wymaga znalezienia n funkcji pierwotnych (po jednej dla kazdej wspétrzednej).

Przyktad 8. Rozwiazmy rownanie niejednoodne z macierza B i niejednorodnoscia

tzn. rownanie

Znane nam jest RORJ:

lzg; ] :exp(Bt)[gi ] :eXp(Zt)[t—it_l e ] lgy]
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Metoda uzmienniania statych prowadzi do rownania

C. | t] —t+1 t] —t2 + 2t
lC'y ] = exp(—Bt) [ 1 ] —eXp(—Qt)[ 4 t—l—l] l 1 ] = exp(—2t) [ 2t ]
Funkcja pierwotna do
t = (—t* + 2t) exp(—2t)
jest na przyktad

za$ funkcja pierwotna do
t (—t* +t+ 1) exp(—2t)
jest

1 1
t— (§t2 - 5) exp(—2t).

Rozwiazanie szczegdlne rownania niejednorodnego mozna wiec wzia¢ w postaci
x(t) C,
= exp(Bt =
|50 | =m0 [
t+1  —t LI —t—5 | 1 —t—1
exp(2t) [ t i1 ] exp(—2t)§ [ 21 =1l -2 |
Rozwiazanie ogdlne réwnania niejednorodnego jest suma (RORJ) i (RSRN):
z(t) | t+1  —t C, | —t—1

[y(t) 1 _eXp(Qt)[ t —t+11 [Cy 1 Tal t-2

Czasami lubimy zapisa¢ explicite wzory na x(t) i y(t):
1
(1) = [C(1 1) = €] exp(2) — 51+ 1),

y(t) = [Cyt + Cy(1 —t)] exp(2t) + i(t —2).

Zwr6éémy uwage, ze wspolrzedne (RSRN) sa wielomianami stopnia 1, podobnie jak niejed-
norodnosé. Jest reguta, ze dla typowych niejednorodnosci (funkcje wykladnicze, wielomiany,
funkcje trygonometryczne) odpowiednie rozwiagzania szczegdlne sa podobnej postaci jak niejed-
norodnosci. Mozna sformutowa¢ zasady pozwalajace na odgadywanie rozwigzan szczegolnych
w typowych przypadkach.éde



