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Krok 0 - punkt startowy - sbiory elementary

Is , . . .

, In - odcinki V IR dowolne w sense  otrartojci
, domknigtosci .

D=Izx . . .xIn - Kostka

E - sour elementary - skoncsone  suma Kostek

E - abior soiorov daueutowhych
m (D) = II

,
1. ... -1121 miara kostki

→ Kazdy sfior elementary mozne nosiozyc me  skoticsonq sung

Nooiqcsnych Kostek
,

satem  m  mozne vozhemyc
'

me E

m ( E) - m (Ds )+ .
. . +  m ( Dn ) Din Dj = ¢

→ E jest  ahgebrq abiovov ale nie jest Talgebrq
→ m jest  addytywme me E

→
m jest  veyularne ,

w oanacsd
,

Ze YECE F F
,

GEE
, Fdomkmgty

Gotwarty tokiqze
Fc Ec G

m ( G) - e fm (E) fm(G)+E

Jeili E jest kostko to  sytwqie jest  asywiste

€E⇐#iH¥÷%ii×¥±smg
F  = [ az

. 8 b[Hx. . .  × [anti
, bn .H 8 dobieramy trek aby

m ( E) . m ( F ) f 2in . 8 .  mjaxlijl wystarosywsigi E=4h5 mjaxkjl d=
%mg,×#j ,

podobnie  olla G
.

Dhl sum Kostek jako F bienemy sump Fk dhe

poszcsegiluych Kostek a jako G suing Gk . Thebe tez Nmesy amniej -



ssyi 8. &
Krok 1

. Konstrukqie miomy zewngtmnej :

XCR
"

dowolny . Weizmy

Ek
- pmelicsoene poknycie Xotwowtymi elements .

nymi :

xa Ikea
Defniujemy µ*( × )=infI€ m ( En ) . Infmumwyanaosdmy po why -

stkich take .ch pokzciou .

µ* nasywe gig miowq zewngtmnq sbionu X
.

Moze byi a
.

WEASNOSG
.

MIARYZEWNETRZNEJ
1 . µ* ( x ) ZO - ocsywisle

2
. Xzaxa ⇒ µ*( ×

, ) fM*(×a) - ocsywine

3
. jesli ECE to µ*( E) =

µ ( E )

Dowis : Tmeba pokaaai ,£e µ* (E)

fm
IE ) i ze µ* I E )Zµ( E) .

2 regular  nosci miary wynike ,
ze Ec G ) G otwarty i GEE

MCG ) fm

late
G jest jednoelementowympokrycieeu

E
,

he -tom
µ*( E) < m ( G )

µ*lE ) { m ( G ) e m ( E
)tE

ale e owwdne wigc µ*lE ) { MIE ) .

zdefinigi ingimum  isthieje ( Eµ) takie
,

ze  dhe dowolnego E >0

many µ*lE)tEzZm( Ee )

2 dmgiq
.

strong isthieje Fswarte sawarte w E take ze m ( F ) .ie > m ( E)

Ek lest pokryciem F - mozne wybrai podpoknycie skonisone
,

tzn

F C Ezv . . .
. VEN



m ( E) fm (F) team ( Esa . .uEµ)tEf⇐d m ( Ek ) toe f µ* (E) +2C }
m ( E ) fµ*CE)t2e

edowolne ⇒ m#fµ*lE )
EM

(4) jesli X = ,[h×µto µ*l× ) E ,⇐§µ*(×n)

Dowodzenie ma Sens jesli wszystkie µ* ( Xu ) sq
< A

. Zoiozmy
ze tak jest . Ustobamy E >0 I biememy ( Eye ) XKCEU Eke

take
,

Ze
-

*

e2m( Eke ) f µ ( Xk ) + Ike

µ*( × ) f E ? m ( Eke ) f Ef µ*( Xi
.
) + E 2 douobwsa

.

c

wynia
µ*( x ) t IZYQ'D

am

Nanny kaudyowta me miowgLebesyueie. fest to miara zewngtmne .

Treto jeszcse wybrai dobre abiony mienaene
,

tak Zeby µ* ogra
-

mihone do tychzbiorov miaeo  dobre  wtasnosci .

Krok 3 - konshukyie r -

algebry sbiomcr mienalhych .

Pmypomnienie A :-B = ( Alps ) - ( Bia ) : mizniae
symehyczne

sbionow
. Defining.emy funky.q me param podzbiovow IR "

wsorem

01 ( X ,Y) = µ* ( X÷Y ) Tg funky .q bgdziemy traktowai jak
odlegtosc ,

kn w szcsegiluosa
.

bqokiemy pisac
'

Xu - X jesli d ( X ,Xk) → 0

Defniujemy zbiory skonicsenie µ
- mienoene :  grannie , wpowyz

-

szym sensie
, ciqgiw sbiomw elementownyoh mp ( an )



Hsing µ
- miensalne sq to pmelicsolue sunny sbiowvskoinenie

µ .  mienaeuyar MARY 4
TWIERDZENIE M( IR

" ) jest  o . alyebrq a µ* jest pmelicsoluie
addytywne me MCRD

Dowod : Lacsnijmyod lematu  dotycspceyo  odleigosci d.

LEMAT : d jest pseuolomehy kg ,
ton speinie warunki mehyki 2

wyjgtkiem warunku  01 ( A ,B)=O ⇒ A=B
.

Dow .oD Mehykd speinie wowunki

GZO c- to  many
(

g( x ,×)=O C- to  

many
bo A÷A=¢ µ*( 01=0

gcx , y ) - o⇒x=y

g( Ky )=g( yix ) ← to many bo A÷B=B÷A

glx,z)fgC×,y)+p(y,z) ← to jak  zwyklenojmwwiejne

d( A ,B)Id(A ,C)+d(c , B)µ×(A÷B)Eµ*( A :-c ) +µ*( C :-B )

A :-C u C ÷B = aubuc  \€nBnc ) A

aietaicu ⇐ . §@@NB
µ*( A :-B ) { µ( A :-c uB÷c)

'

m*⇐o+n%3÷d¥¥÷
a-



LEMAT : a) d ( Asu As , Bsubz ) f  d( As ,Bz)+d( As ,B
,

) 5
d ( Asia , ,Bs^Bz)fd( As , Bs ) +d( AUBD

d( Asltz ,Bs\B
,
) ! d( As ,Bz)+d( As ,B<)

Dow .oD :  stosowhe obrazki i sawieranie .

co to znacsyize d( A ,B)=o ? µ*( A ,B)=O µ*(A÷B)=O tan

FE >0 JEK ,§m( Ee ) < E I A :-B c µ< Ek - ton
.

A÷B jest
sbioren , miary zero w popmeolnim  sensie

.

W 2R
"

wpnowaobamy nelajq rownowaznosu
. ANB ⇐ > d( A ,B ) -0

2112% jest pmestnsenig mehycsnq .

W tgm sensie M+% list

domknigciem % .

LEMAT fish pmyuojmniq
.

jedme 2 his µ*( × )
, µ*('D jest  skonisone

,

to 1µ*l×) -µ*H|£d(x÷x )
Dow : E

µ*CY) f µ*K) d(x ,0)=µY× ) ,< d( × ,Y)+d( Y,0)=d(×i4)+µ*Wµ*lY)<a  ⇒ µ*Cx ) - µ*H)fd( xp )
a

DOWO 'D TWIERDZENIA

Pokazemynojpierw ,ze M ,=( R
" ) jest  algebrqsbiarore M* jest pmeliuoe

.

mie  addytywne
×

,
Yem

. , ×k→X¥→Y×,oeE ,YKEE
Zlematu (2)wynikd XkuY⇐→XUY

, Xkn%→ XNY
, Xk - Yk→XY

J
d( Xeuk, ,XuY)Ed( xk ,×)+d( Ykil ) ...

 itd
.

µ*( Xk )< a i zlauatu 1 3) 1µ*lx) - µ*(×k)Hd(X,×k)→0
satem µ*lx)< x



Xk ,YµcE satem m(×k)+m( Yk )=  m(XkuYk)tm( XKNYK) 6

*Yx,¥y,*Yxn ,*4xnx )µ µ µ M

3otmjes.liXnY-o1toMYxuYj-MYxItpED-aoldytynnosi-spmeeicsaeueao1dytynnoiiMlRYjestpowigkneniemMpC1RDopmelicsaluesumyelemento.wzMpwigcgestralgeorq.PotmebujemypmeliaalugaddytywnostpitXeM4RYwtedyX-UXkXkEMf.CFDmozmeaastgpiiN0obinpn2Tqosuyuabionovxsixi.xatxixihxi@x2xs-lxIixaux3hlxsuxifQfGKx-y.x

,
I ( Xk) powaminugane

Dowoobilismy wcseiniejize µ* ( × ) f [fµ*(Xk )

Xo xp ...  uxk µ
" ( xzu . . -

uk
,D=µ*(xn)t

. . .+µ*l×k)

µ*l× ) >µ*( xru . .u×e ) sateen

µ*lx)= ,zµ*f×,< )

×ueM4R4i_
-

fish
.

µ×(x) skonisone to Xe Mf( IR
" ) .

Inotnie

•K[k×d=MkIn
.int#v+MxKdaso+sdInx.txaskorodyV,xkEMp

to XEM
.

.

Zatemjesli X=UXx i µ*(Xk) skonuone to Xke Mp inownosi

pokosalismy . yeili the 's 2 µ*( Xk )=x to viwnosc ' te2 sachodzi .



Pnestojemy wigs pisai Y , pinemy µ Ike elements M ( R " ) i

fuukjg te mezywamy miang Lesbequek .

• 7


