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jpg KAZIMIERZ KURATOWSKI 1886 -1980

" Pojqcieabiorunalezydonajbarokigpodstawowychinoy.org'sa'ej stosowauydr
pojgc mratematycanych

"

Fragment matematykidotyosgcyabioro.co i ich
wtasnoioci jest MaryWang Teooig Mnogo 'sa

'

. Wyktaol
w lyin seueestrseadosuiemy , jak nawykee , cool
pewuycheleeueutowteoviimnogos.ci . Loosening
ad Sam ego pojgcice abione . Pojgcie to UWQZQ sig

sa pieowotue , tan. nie defininge sie go .
Poolobuie

,
awaza sis , Ze wsryscywieolzeg

co to snowy ee x jest elementem abioru A (x EA) . Okocaeeje sie jeoluak ,
Ze sprawy ,, bycie leet wie bycie abioreue

" nie motive aatkowiae
aostawic been tormentand . I-ebyuaasacdnictoniecsuoscsformeetowaue.ie
pewnycleaasaolmgobpcycuteooigmnogos.ci pnseprowaolzimy pewue rrozumo -

wauie .
Do tego trela sie jeolnak prsygotowad :

DEFINKJA : Nick X i Y bgolg abiorami . Ilocsynem taoteajan'skim abioro.hr
Xi Y noisywormy abir wsaystkick par (x ,y) tokick ,

Ze Xe X
, ye Y.

Pisaemy :

××y= {(x, y) : *X i YEY}
DEFINICJA : Relaying niigday abiorami Xi Y noisywormy podabior iloayeru
kowtezjanskiego XxY

. Pisaemy Ba XxY

Relay
-

a jest pojgciem bow0120 ogolerym . Pnsyjmyjmy sig satem prsykta -
doin i 20barmy jak to pojgcie dzialo .

Nieder X bgobieabiorempsoopnebywajgcyce.ua tereerie Wownawy a
Yabiorem budai pssebywajgcycu na tereerie Wowsuawy . Mooing , Ze
pies XEX jest w relay's

' R a cstaoiekiem yell wtedy i tylko notary
gdy y jest wtasoicieeeeee x.

To jest prsyktoud -16000120 oqolnq
-

Netaji .

Pisa bgobiemy (x , y ) ER lab XR y . Dlovseego motor's , Ze ta relayie
jest oqdolerd ? Bo mozhee 2eealezibowoboroznesgtuoccje.NO
pssyktocd se psy tea wtascicieee , ayli take'e x olla ktorych
try Cx , y) # R . Sg psy mafgcejeoleeeojobgobiwigcejwtas.cia'Eli ,

csyli x mo Ze 6yd w netaji a jeolnylu tylko y albo 2 coielonea .
Podobhie

jest 2 luobimi : miewajgjeoluagobgobcoigcq-pso.ir, albo cocode
.

W'sro'd wseystkide relays wygoolhie jest wyriznic
'

pewne rrelovje ,
we prey-

kieaol

DEFINICJA : Odwrsorowauiem a X do Y mazywamy toekg relay
'

g F,
FaXxx

,
Ze olla kazaago xEX istuiejedokcaolnie jeolno ye Y take,

Ze X Fy



mozno. tez napisac
' the X F! yell : (x

, y )EF a
.

W takin posypaolku uzywamy inner motacji . Fanciest (x. g)EF lab
xfy rrocpisaemy y= Far) , a sang relay 'g F bgolziemy prseolstawiad
F:X → Y 2bior X naacoieiny olzieobing F a Y pmeuiwokieolzing .

Xt> FA ) Naoto wyvo
'
2-hid takze abide tych ye Y olla ktorych

istuieie x taki
,
Ze y - FA ) .

Ten bio's to im(F)
csyli obuazadwsouowaerie.skorojuzpmytymjestes.my ,

to pmedwicsmy
sposito socpisywanite :

Obras F

imf - { ye Y
: Ix g- FG) }4

F- (A) = { yell : 3-* A g- FCA) ) A CX
T

obraa A wzglsdem F
f
-'

(B) = { XEX : FG) EB}
pnneciwobraz B Waggaem F

F-
' (B)

×
t
←
E'up f-

"

Cy ) - { XEX : FG)- y }

④ "m"" """
"

"
"

F

ft
Ily

FCA) B j

Ws'ro'of wssystkickodwsorowauiwowtowyrozm.ci try typy (nie
wyczeopufgcewnystkiclemozliwos.ci)
DEFINICJA : 00102000wauie

, ktoreego obrazem jest Cata psseciwolzieokina
mazywamy surjekgig ,

leet motoring . Ze odwrhorowauie jest , ma
'!

Odwsnouowauie olla ktorego Kazaa mietrywialeue poziomica jest
jeoluopuuktowanazgwamyimjekyiglubmocoimy.ee jestwwjeenuiejeoluozeuacsne.co/w2orowouriekto're jest jeoueoczes

'

nie injekgig i surjekgig
norgwamy bijekuig .

W dalseym a'ggu doionymy aerpisywauie wypocoieobi matematycanyar
see pomoag symboli :
F jest suigekyg , tan Hye Y FXEX : FG) -y



F jest injekciq ,
fan FG. )=F(Xa) ⇒ Xn=Xz 3

.

Bijekqa jest to odwsorowaerie , Kline tgcg w powy eleeueuty abionu x i

y w take sposib , Ze kazay y ma jaden x do pavy
i zadeee y wee

jest " saeuotuy
"

.

^

PRZYKEADY :

f : 112×112 → R ( g. g)t> egg
'

jest surjekyig , istotuie : jeili .

Ray > o f- (t, rye) - y , ollie yao ffl, ily) = y , flop) --O

g : IR → 422
,
t↳ ( cost , sint ) nie iestsuigekciq to img={Key) : x'tyke}

jak Wicked img EIR
'

h : IR → R2
,
or 1-7 (2N,

N
') jest injekyig ,

istotuie : zatozmy ite
hard -- hwa) , tan Gorn , m2 ) =@a ,

Nj) .

02ham tore Nina .

h nie jest surjekyig ,
too douga wspimgoked jest reieeejemna .

toutwo
take stwierobid

,
Ze fi g nie sq imjekcfami .

odwsooowauieueoyigcecotasnosiiulektywuos.ci lab bijektywuoicipnydoyig
sig do porowuywauieucoielkos.ci

" abioro.co w seeesie lively element'd

bezdefiviowauiapojgaiemocyabioru.Dloebioro.co ouieskomosonycu(cokoewiek to away) poigcie liceby elemental abiorubywe ktopotliwe
DEFINES A 2biory X i Y se rdwnolicsnejes.li istniejebijekg.cc
2e abioru X olio Llorona Y

.

Np . hbiorwiercleoeko.co wielokgta jest rdwnolicznyaesbioremjegoboko.hr
2.olassajg sig teziuteresujgcesytuo.ge :

if
a Dorion naturallyde list paisystyae
. jest roiwnolicsny 2e abioreeee list

ruatuualnyck :

: : : : e: e: if it - - i

y
l b 3 4 5 6 7 8

. . .

IN an 1-7 2.me 21N (21N CIN )

Istnieig jeszcze ciekawsee pssypoudki : okazujesig , Ze liczby make-
value IN sq Ncdwuoliczue a licsbaui wymiernynni Q :
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1 2 3 4 5 . . . l l- l

1 1 42 43 the Ys - - i 2 - Ya
I¥¥÷¥÷¥¥¥÷÷÷.- 3

5 5 54 5/3 54 Ts 6 ↳ I
= a

:
. 71-743

Powiemy ,
Ze abior X jest licsniejsey ad abioru Y jeiliistuiejeinjekg.ie

Y→ X i Xiy nie sq roiwuolicsue. Rozwazmy na pnykeaol drierA- i sbior 2A podabiouow abioru A .

A- { 1.2.33 2A - {0 , 43,123 , {33 ,
1423

,
{433,9433 , 942,33 }

#A- =3 #2A = 23=8

TNIERDZENIE (Georg Cantor ) 2bior 2A jest licsniejscy viz A .

Dow'OD : tatwowskazadinjekg.ec A → 2A : its {x } . Truoluiei
stwieoolzid

,
Ze Ai LA vie sg rroiouolicsne

. Dowda psseprowaokimy
melody out absurdum Cagle

'

pnezsprowaokeeeieolospmeosuos.ci :
2atozmyizeistuiejebijekg.ie 4 : A → 2A

. Posy pomocytei tijekcji
mozemy sedefirciowac

'

pewieu poolabior abioru A :

X = { QEA : act 4cal } X-A tan X E 2A

02hacarny terror pmez x element abioru A
, ktony pssedroolai me X

pony odwsorowaniu
4
,
tan Xcx ) -X

.

Pouiewaz t jest oijekqig ,
coiaolomo

,
Ze taki element x istuiq.ci jest tylko jedeu .

Mozma terror aoudad pytanie my element x uaeezy do abioru X ?

Rozwazmy obie moztiwos.ci

G) Jes'll XEX to 2haay Ze x spetuie waouuek x c- 4G) = X
satem olostalismyspmecsnos.ci : xEX ⇒ x# X

(2) Jes'll XEIX to wavy , Ze x nie spetuie waounku definiujgcegox
'

czyli x E 4Cx) = X .
Eeeowu otreymalismyspnecsuos.ci

XIE X ⇒ XE X
.

Wigcej nuozliwosci nie me : okoiduje sig wigc, Ze zatozeuie o istnieniu

4 prowaolzi do spmeosvos.ci . On
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Terror mozemy powrdocic' do problem60 a

teoviqmnoyos.ci . Lastanowmy sig mad
rabiorem wszystkiclestioro.co, 02hammy
go
2

. Lesli 2 jest rdbiorem
,
to 22

paoiriieu 6yd od riiego liczuieisry .

2 douugiej strong 2 - jest abiorem
2biorOw ,

sateen 2
-
a 2

.

W takin

pnypaolku 22 mate 6yd couajwyzey.
Niwuoliceuy 2 2

.

To

roaeemowauieprowaolziowspmeosuos.ciswaney
.

paoocoloksem Cantone . Powaoloks Canto -
GEORG CANTOR 1845-1918 ra pokazuje , Ze w spracoieabioroopotmebuespjakieiaasaoly.zebys.my
rrieeestannie nie popaolaei J spsseosuos'd. Take'e sasaoly aostaty
sforrmutowaere i awake sq pool na2wg aksjomatyki Zermelo -
Frenkhe

.

wyueieuimykilkaaksiomato.co, zeby 206amyo
'

" a caym to sie je
"

:

①AKSTOMATEKSTENS.JO/VALNO5ci-VAV-B(-Vx(XEAL=3XC- B)⇒ A -B )
2biory ,

kto're majp ideutycsne elements sq rowne.
②ISTNIENIE 21310130 PUSTEGO FX : fry n (ye X)

③ ISTNIENIE POD21310120W : Nick if bgobieformutg 2dauiowg nie sa -
coierajgcp B w swojej defireicji , wteoly FA FB xEB⇐> XEAnya)

④ AKSJOMAT SUMY : HR FX (xEX ) ⇐> (Fr NER n xer ) w
tryna aksiomacie R jest abiorem zbiorow a X sump wscystkich abiarow ualezgagde do R .

⑤ AKSJOMAT 21310130 PODZBIORO'D VA FP : Fx ⑦EP)⇐ > ( f y
ye X ⇒ YEA ) A -zbior

,
x - podabior A P -abiorpoolzbioro-owoioruA.02eeaceaeeeyp-2.it

ooo Aksjoueatoco jest oigcq
'

, jeoleeeek nie bgobieeeey wszystkicle wymie-miao
. 20barmy 2e to w agm sformeeiowauie aksjomatoiopomaga ,

no. pssyktaol jak Nakeje has pined powaolokseeee Cantone
.
Pomoze

nam w tym aksiomat ③ 1stniece'd padsbiorocd. Na poolstacoie
tego aksjomatuumiemyolefimiowadpoolabiorysaowy.ge pewue
doovatkowe waouuki so. pomoag forming aoleauiowej :

A ={ XEB : 4K£ formato. www.owayuieaawieraJ
poobnbior Taduzy " sbior A w swoiei olefiriicji
Wedmy wigc jake B hipotetycsnyabior Z wszystkicksbioro.io , a
joke y wowunek Xe X

, ayli X jest swoinu eleueeeeteue . Defiuiqie
A wygepoue wise tak : A = gxeg : X¢X}
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Jes'll wszystko jest ok. to A jest abiorem ,
satem mother olla

mingo sprawolzii prawolziwos'd formerly adauiowej y . Any
satem AEA ? Lesli tak ( tan A nie spetriia y) to wteolyA # A moi may defirricji sbioru A . Jes'll

'

seas
' A # A

,
to Heeney spetreia y , to AEA auowu no mercy olefinicjiabioru A - W obuprsypaolko.ch olostafemy spnecshos'd . Teague
co maze bye

' a'le w tymro2eemowaeriutosatozeeee.ec istnie -
min stone ws2ystkick sbiorrow.

wyciecskgpoteoriimnoqos.ci 2akoriceyeeyuaomocoiene.ie Otwock

kwestii : Po pieowng aksyosnatykg ZF ( Zermelo, Freckle) usurper-
Mia Sig 2d2Wyaoy

'

o AksyonAT WYBORU albo PEWNIK WYBORU
.

Gtosi on , Ze olla koczolej rooking 2bionOw (Xa )*At hpahroimetrow
J

Element rooking zoiorow
Foramen

Nohtgcanych , tan atp ⇒ Xan Xp =p istuiejezbio.rs
saw ieroygcypojeokyeeeeleeeeeu.ae a koizoleego Xx

FS : Axe A #§nXd= I

Okoiseeje sing , Ze to jest sscsegoluyaksjormat : miaerocoicie mozno
upracoiac catkins seeesowueg rmateeeeoctykg bez tego aksjomake .

Pewleycle tioieoolzeei vie de sie uolowookeic, ale w

2ocsaobee.yoigknosdobiaee.2aawyaoyjeoleeakp.myjmujemy ten aksiomat
wteoly mowing Ze uzywamyaksiomatyki ZFC ( Zermelo,Fraenkel

,
Choice )

ERNST ZERMELO

1871 - 1853

&
ABRAHAM
FRAENKEL
1891 -1865

↳

Ostatrria sprawa to kwestia may sbioru .
Na ten temat

paoiemy tylko kieka Woo :

DEFINICJA : 2biormosywamynieskonicsomymjes.li jest
riwrrolicsny 2e

swoimwtasiciwympoobnbiorem.2aeewazylis.myjuz zestier limb ruaturalnych IN jest
nownolicsny se atiorem limb parsystych .

Lateen IN jest
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rrieskoniaorey .

Poolobriie ssecs moi sie 2 IR : Funky'd

tg : T- Ig.tt/zEaxi-tgxe1Rdostowc2QbijekgimigokyI-Ia , EE R a R.

DEFINICJA : 2bior
, ktotry nie jest rrieskonicsomynoisywamy

skoricsoreym .

Tcoieoolzeeeie Aaeetora dostaoceeecateegomnoshienieskouicsonos.ci :
mozemy Loosed od # IN a dialog w2WezQd 21N

,
22" . . .

Oka26ft gig tookZe
,
Ze # 21N =# IR .


