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Praayemy a funky .am
.

f :X → R gdzie XCR
. Zazwyosoj Xjestpmedziatem .

1
.

GRANICAFUNKCJI WPUNKCIE

DEFINICJA : Niech Ibgolzie pmeolsiatem ,
×

. punktem skupienie I
, f : I - > IR . Mdwimy ,

ze f
Ma  gronig g w xo jes.li speiniony jest warunek

He > o Fd : Vxe (Jxo - d.xo+d[nI)\{ xo } HH-gke

Joilixoe Int ( I ) piszemy ×lig×ofN=g , jes.li xo .
. in .fI piszemy xlimxyflx )=g . jcs.li xo=supI piszemy

him # =g
x→x5

miwimy ,
.ze f maw  xo granicgrowng to (a) jes.li 206012

.

yfigxofk )=  to

V. HER FS > o : txt ( Jxo -8 ,×o+S[nIi{ xo } ) f ( x ) > M ( dhe +  x )

f ( x ) ( M ( dhe - x ) → lim f A) = - x

× - >  Xo

I=Ja,tx[ , [Q ,
at

,
R

.

y

Vonwazamy granicq w to
I =] - a ,e[ ,

] - a
, of ,

R

y
HE > 0 FREI :  X > R ⇒ / f ( x ) - gk { Nozwazamy granicq w - a

Pmypaolek  g=±  a  a wig pewnoscig potragq
HE > 0 FREI :  X ( R ⇒ IFC x ) -91 ( {

Panstwo  opisac
'

samoobidmie
.



POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE L
.

DEFINICJA : f : ]a
, b[ → R

,
xoe ]Q ,b[ Miwimy ,

ze f jest  nizmicskowaleue w Xo jesli
istmieje  a EIR take

, ze

f(Xo+h)=f( xD + x. hi  r( xo ,h ) i nllgo Hynd =o

& hazywamy pochodmg fwpunkciexo , rcxo ,
h ) masywamy vesztg , &=f' ( xo )

UWAGA :  ×=  xoth h=  X - to f- ( x ) = f (Xo ) + & ( × - xo ) + rfxotn ) = dx  + ( flxo ) - xxo ) +  r( xo
,i

funkcje "
limiowa

"

tsn

typu  xtoxtb

UWAGA : Miwimy ,
Ze  v( Xo ,n ) jest  wsglgdem h

mate mgdu wyznego  miz 1

rko ,n ) ,

' x=tgy
e) DEFINICJA  or :] - E

, E[ → 112 jest  matp mgdu

I ×o

wyznegoniz K jes.li... Nt )' \ f( xD - Lxo
. bm ¥

= 0

t→o

.



KILKAOBSERWACJI 3
.

G) Funkya rdzmicskowaluewxo jest  aggro  wxo : Ustodmy E > 0

Iflxoth) - tho ) ) =/a ht  v(

xo.nl/t1h11x+NK0#1c1n1.z.K1
< E

h y
lnkss Ihl ' %k ,

Skoro MTI → 0 to biarqc  mate h mozne to  dowolene smniejszyi . Istnieje Sz :

M< Ss ⇒ INKNOML1<1×1 . wteoy 1×+41011<21×1 .

Ostatecsnietrsebe wsigc
'  

Ihl < S c min { of , ⇐ } .

(a) Pochodne jest wysnoosone jednoznacsnie : Nick a. dspeiniaiq defining pochoolng
.

f( xoth ) .
- f( xo ) + 2h +  r( xo,h )

fkoth ) = flxdtxihtr '

(×
.

,n )
& - £ - f- ( n' ( xo ,h ) - v( xo .

h ) )

0 = ( a.  d) htrtto ,h ) - n' ( × . in ) H - a 'l= # n' ( xo ,h ) - r( x. in )K |M×g#| . , /nlknoihl
%owne

0 - dowuluie mate

f ( xoth ) - f( xo )(3) fndznicskowalme wxo wteoly itylko  wteoly gay istmige nhjmo
- y

⇒ iloras

fQothnLfk)= fkoftrko.nl#)=a+rCxo,h ) h→o vdznicowy
T

- > ×

⇐

Niech &=lim
fkoth ) - fko )

n . , •
= weimy rlxo ,h)= .ftxoth ) - f(xo ) - ah



⇐ aflxoth ) - flxo )Niech d=lim - weimy vlxo ,h)=fkoth ) - flxo ) - ah
he ) 0

nligno M×n0ML= nhjmo f(×0+hn)-fkL - 2=0 f jest  wiqcnozniakowebue w xo a podwohe ×
.

(4) Jesli f : I
-IR i the  I fvdzniczkowalne  w x to  miwimy fndzhicskowalme w I

5 i funky .g x - > flx ) nozywamy funky .q pounding owe f tub
pnedziat olworty

pounding f .

PRZYKTADY :

( r ) flx ) - xn ( × + hjm =  xnt n .xm!h + (1) xmhit . . .  + (1) xhh . '
. , n

"

tr( x. h )
rkn,# = (1) xmht .  .  . + h

" "

¥0 ftp.mxm - '

(2) gcx) - sin ( × ) sin ( xth ) = sinxwsh + wsxsinh = sinx  + sinx ( cosh - 1) +  wsx . h +wsx ( sinh - h ) =

= sinx + wsxh + sinx ( cosh - 1) + wsx ( ninh . h)

tvfyn )

Mnd = sinx and + wsx ( hind . i ) ojlxj - wsx

0 %→° h→o↳1 obiegranice  de sigsrobii geometry nnie
.



PODSTAWOWEPRAWA RJZNICZKOWANIA 5

( ^ ) f ,g
: ]a ,b[ → IR Xe JQ ,b[ f. gviznicskowalnewx ,

XEIR :  Xf
, fig , fg njznicsko

Walne wx 11
asywiste

' [
ocsywiste

f- [ lfg )( xtn ) - fgXxD=1n[f(x+h)g( x.in ) - fktn )gk)+f(xth)gK ) - ffxtgcxt]=

=fk+h)n1[gktY-gH]t1n[fK+n) -

fH]gH-> flxsghxjtftxjgk )

t
✓

t
ftx ) ojcx) fy× , ( fg )'H=fAlglHtfk)gA)

REGUTA LEIBNIZA

G) f :I→R,g:j→lR ,
×eI

, f- ( × ) e ] , f 't )
, g'( f ( ×)) islmiejg : Wteoly

gof vdznicskowalne w × i (gofjcx )=g' ( f( xD :(
'

( x )

REGUKA TANCUCHOWA

in
f- [gofkxtn ) - §of)H]=n1[g(f(x+n) ) - g(fH)]=1n[g(f(x)+f' ( xjhtrlxih ) ) - glfcxl )]=
ntfglflxt )tg' Hk )){ ftp.h-r.pk,h)}+Ng( ftp.k ) - glfcxi)]



Fflgofkxtn) - §oDH]=1n[g(fH+n) ) - g(fH)]=n1[g(f( ⇒ +Ithttffin )) - gcfcxi )]=
+

f- F#xDtg'Hk )){ ftp.h-r.pk,h)}+Ng(ftp.kto#CiD=
f- Fg'HCxDfHh + ojlftxljrflxin ) + rglfcxs ,kD=g' ( ftp.thttgyfwjrtf#+N9ltHI

h

to  wired o/h→0 ?
,

www.t.rgljyx#HxshntrttIlg=n9ffHItfyx)+HyIfhesd
gdyh - so takze k→o

%h→ /n→o oth→0
f 't x )

(3) rkossx 't xtfnl# . ⇒ f- ( III )= - 1¥ ,
# ' xt

#=¥ .

k ) f :I→R x€I ftxlistnieje , fHto . wtedy ( ¥,)i= - ¥,
f 'M

xh > ¥ , lest  siozeuiem f  a  × - f-



(6) fig :I→lR
,

×eI
, f

'

k )
, ojlx) istniejq , f ( x ) ¥0 wteay

8

(91¥)'= 9'HfH-gHf'H(tAD2

lff¥j=lgo.tt#'=ojkHFx,tgHfED
'

- guff ,tgHff#pf' H ) = 94M¥;gfj¥W

DEFINKJA : f :X → IR XOEX
. Moiwimy,

Ze f  me w xo maksimuntfmimimum
J lokalne jesh istnieje e > 0 taki ze

pnestrsenmetryana
yyek(×o , e) f (g) { f ( xo ) maksimmm

fly ) >, flxo ) minimum

ekstnemum lokalne jest to lokalne maksimuin but minimum
.



SERIA POTRZEBNYCH TNIERDZEN
'

g

STWIERDZENIE Jes'li funky 'd rzeosywista ma w x ekstremum i jest w x

roiznicskowaluo
,

to ft ( x )=O
DOWOD Ollie minimum

Wiech E bgdzie jak wolf .

minimum
,

tan Ollie ye Tx - e ,xtE[ fly ) Eff )

dhe Ochs E fHthL > o → f
'

A) = lim
+ H×tnh)- goh - so

f- Ath ) - f C x )
due - Esh so a- so → f

'

G) = nfiyo.tl#h)-fCxl- go
} > thx) = O

TWIERDZENIE ROLL E' A Jes.li f jest ciggte me [ a ,b ] i n' oznicskowalnd

me ]a,bE araz f (a) =fCb ) to istnieje XE Ta , BE taki
, Ze f

'
( x ) = O

DOWOD

Jedi f jest state me E a ,b ] to f' C x ) -0 ate wszystkicn Xe Ja ,bE . Jedi
f- nie jest state to istnieje CE Ja , BE taki , Ze f- ( c ) t f (a) = f ( b )

.

2atozmy ze fcc ) > fca ) .

Istnieje xoEJQ.BE : f ( Xo ) = sup f ( E aid ) ( f. cipgra we sbionseswartym . .
. )

Wiaolomo Ze f- Go )zfCc) > f(a) =fCb ) .

2 popmedniegostwierokehl.ie f' Ho ) = O

Jejli f (c) c fca ) uzywamy yo : Hyo )=inff( Taib ] ) am



TWIERDZENIE LAGRANGE 'A ( ALBO  0 WARTOSCI SREDNIEJ) 10

fciggta me [ a ,b] ,
nizhicskowahue w Ja ,b[ . Isthieje xe ]a,b[ taki

,
Ze

fkx ) ( b . a) =f( b) - f (a)

Bswnanie szarejprostej

*
- (a) - J .

9kktfY.ie#Cx - a) + f (a)

Funkgie X #f ( × ) -9k ) spetnie  satozenia
:

tw
.

Rollie y( a) =y( b) =O Isthieje XOE Taibl
1 1 1

a ×ob takie
, ze y 'Cxo)=0

YH )=f' C x ) - ojkj =f' ( × ) - ftp.y# = , fyxo )= f(b)-fK)_
b- a

La

Jesli 2 Warszawy do took pmejechoues
'

2 pngdkoscig snedmig 100km/h to

shaky , zewpnynajmniejjednej ouwili csasu jechoues
'

a prgokoscig 100km/h .



WNIOSKI ZTWIERDZENIA LAGRANGE 'A f nizhicskowalhd WJQ ,b[ 11

(1) FXE ]a ,b[ flcx) > 0 ⇒ f nosngae meta ,b[

(2) FXE ]a|b[ f ' G) < 0 ⇒ f modejgae meta ,b[

(3) FXE ]a ,b[ fllx )=o ⇒ f state meta ,b[

DOW '0D :

Wezimy dowolne xz ,x2 take
,

ze a < Xzc X
,

< b istnieje xe ]xz , ×2[
take ,Ze flcx )( Xa . Xz ) =f( xD - f- ( xs )

(Xz - xD > 0 satem flxz ) - f( xD Ma 2nak jak fkx ) , stool (1) |( 2) |( 3)
.

•

JESZCZEJEDEN
WNIOSEK f Ndzhicskowolnd he ]a ,b[ \ { Xo }

jes.li f 'C × ) > 0 due xe ]a,×o[ if 'Cx)< 0

dhexe ]×o ,b[ to f me wxo maksimum

jesliftx ) ( O dhe xe Ja ,Xo[ I fllx ) > 0 dhexe]xo,b[ to fine wxo minimum

dowodocsywisty .



WTASNOSC'

DARBOUX DLAPOCHODNYCH f :I→R riznicskowalnie 12

[ a ,b]cI Dlaowwolnego ypomigdzy f
' (a) i fkb ) istnieje XEJA ,b[

take
.

zefkx )=y
DOWOD :

to [ a) C ]
act )={ Lf

. b tetcib ]

b

p(⇒={2tja
tetaic ]

pH te ]qb]

xft )

a tip squiggle me [ a ,b ] a ELH )< pctlfb he ]a,b[

a y b

ga , :=
f( pH ) ) - FKGD

⇐ 0¥ pay gciggra me Jaibt

f(2t - a) - f (a) f( a +2ft - a) ) - f (a)
fimaglt ) = lim

- =lim - = fka )
t . > at state

t  → at 2ft-a)
f ( bt2( t - b ) ) - f (b)ftp.gatfigg.flbf.is#tbbhlim - =f' c b )

t→b
' 2( b- t )



13

g(+ ) :=
f(PH)-fK(# dhe te ]a,b[ g( a) =f' (a) g( b) =f' ( b )

pH ) - xct )

g jest cigga he [ a ,b] wigc pmyjmujekazdg wartosi migoby fka ) if 'C b)

Nied to E Taibl : gcto )= y

& ( to )=xz < Xz= plto ) as xz < ×
,

{ b

fspetnie saiozenietw
. Lagrange 'd me [ xaxa ]

Niech × : ftx ) (X
,

. ×z)=f( xD - f( xD

flat ftp.jf#=tbpftfop.jtfIftI=gHos=y
.

PRZYKTAD :

f(×)={ xjsincxt) xto <-
rdznicskowewme

×=O

ftp.f2xsinf
- cost ×±o

0 ×=o r- pochoohuenieciggfa



14
PRZYKTAD :

f(×)={ xjsinkt) xto <-
rdznicskowewme

×=0

f '(×)={
Hsin # - cost

,
×±o( 0 ×=o r- pochoohnenieciggfa )

V



TWERDZENIE f. g :[ a ,b] -7112 ciggie inozmiczkowalne w Ja ,b[ . Jstmieje 15

×oEJ0ib[ takiite
[ f( b) - f( a ) ]oj(xo)= [ g( b) - g( a ) ]f' Ho )

DOWJD :

y(xj= [ f ( b ) - flaifgc × ) - [ g( b) - g( a )]fH
y

cigge me [ a ,b ] ,
Nizmicskowalne w ]Q ,b[

y( a) = [ f ( b ) - f(aDg( a)- [ g( b) - g( a )]f(al = f( b) g( a) - f (a) g( a) - g( b) f (a) tg( a) f (a) =

=f( b) y( a) - g( b) f (a) <
=

y "bs=[ toss .

Haagen
- [gHt9laDHb'

=

tmall.fyo.gg#jggfbfgthePt9YHDyspelniewowunKitwierokenie

Rolled me [ a ,b] .

xo : dlxoto = [ f ( b ) - fcaifgcxd- [ g( b) - g(ADfix . ) ⇒ [ f ( b ) - flaifgko)=[g(b) - g( a)]f'lxo )

LA



STWIERDZENIE f : I - > 112 Niznicskowaleue
, xo.CI : fyxo ) > 0 16

wtedy F S > 0 take ,
Ze dhe Och < S f ( Xoth ) > fcxo )

, f- ( xo - h ) < f- ( xo )

DOW '0D

f ( Xoth ) = f ( xo ) + f (xojlh + r( xo ,h )

flxoth ) - fko ) = h ( f '(

xdtMxg@2ndznicskowaluo5cifwyniKie.zeistnieje.cbotake.ze1rKn0ihL1cftCxoj.W
tedy

( f '(xo)tM×noihL ) > 0
. Lnak h ( f 'lxo)+N(×n0'hI) saeezy at snake h

.

Latem sneak f ( xoth ) - fl Xo) solely at Luakuh
a

UWAGA
mozme poriwnywei

AHA
.

• • • •

xjd xo [ J ×ot8

mie  mozme poriwnywai
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f(×)={Eo×+×2£n¥ Ito ftp.ftzt2xsiitx-2sinxtwsxtx.to
1

X - 0

2

Funky 'd - nd Zneskale
Pochodnd


