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ZASADA INDUKCJI MATEMATYCZNEJ : Lasorda inolukcji matematycsnej
wynaza fundamentally wtasrros'd 2bioru limb natceooluycu - vie bgolziemy
joy

' olowoolzid
, pouiewocz vie poolajemy koustrukcji drone IN

.

Nie many
sig coigc no. Agm opened :

TWIERDZENIE : Nick Tc IN bgobie poolzbiorem take'm
,
Ze spetriioue Sg

Hwa wowuerki : (r) LET
,
Ca) MET ⇒ outlet

, wteoly T = IN.

PRZYKTAD : Melody imoleekcjsuolowooluicprawobiwo.sc twieoolzeuie :

✓ ME IN 1.2+2.3-1 . . . + n Cute) = M(Mtt)(mt2)_ (*,
3

2bior T defiriiujemy jocko
M (Mtl) (Mt2)T= { ME IN : l-2+2-3 t -- - t nCute) = 3-}

sprawolza.my , Csg spetriiome sqwaerenkipoouauewaatozeuiacuaocsowlyirudeekg.ir
1.2=2 =

? I (htt) (1+2)
m= I g-

= 65=2 piercing wowuuek jest spetuiouy .

It

Leaktaolocuey terror Ze KET
,
tzu 1-2+2.3 t - - - t k(Ktr) - tf k (Ktr)(Kotz) i

sprawobocmy Ay kttET :

12t¥)t (Ktr)Ckt2) = Ik (Ktr)Ckt2) + (Ktn) (Kt2) = Ig (Ktr)(Kt2)[k t 3) =
Fk(Ktr)(Kt2)

=
(Ktn)(Kt2)( Kt3)
- n=ktl take jest eleeeeeeeteuet3

Na mocyaasaolyiudeekgistcoieoobamy.EE cozier Cx ) jest prawobniwy olla

wscystkiclelicsbuoduraluy.ch . Doktocoeeiej, wykazale my Ze abhor T

tycle list over ktouych * so.dioolzi jest noway IN.
O

PRZYKTAD : Lasorda irrollekcjt moze 6yd uzyta tookZe do dowoobneerie

bowohiej " teoretycsnych twieookeei "
. Jocko pssyktaol postuzy dowool

sonority nmircimreem obowigoneyigcej olla poolztiouow IN
TWIERDZENIE : Koczocygpoobnbior abionu limb hoctuvoclerycle me element

riaimnieiscy . niepusty
DOWOD : 2atozmyce.ae . zeistrrieje abhor ACN

, ktory vie ma element

ruajmnieiszego i wie jest rdbiorem pustym . Ozuacsmy 'T zbior doluych
oguaceiczeu A

,
tzn

T= { he IN : tf KE A Msk }
a) let , golyz jeili left to l EA i jest jago nojmniejsrym elementem

.

(2) Lotto 2-my ,
Ze MET

.
2 olefiriicjr T 02ham to

,
Ze FKC- A MLK

. Wteoly
take httET

.

W pneciwuyeee razee Mtl EA i jest jego uocjmreriei segue
eleeeeeeetelee

.

No, may seasaoly irrolukcji T- IN .
W take'm prrypaolku A- = 0

, pouiewaz
2. defireicji T wyeeikd ,

Ze Tc IN LA
.
O O
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PRZYKTAD : Kolejmy pssyke-aolaastosowauiasasaolyimoleeky.ir jest troches
makabrycsny . Wyobrasimysobie plemig luokkie zyjgce no. wyspie w iaowicji
001 rresztyscoiata .

W tymplemieniusgwytgcsneeosobymoy.ge niebieskie leet

zieloue cosy . Na coieej wyspie vie ma oui jeoluego lustre ,
kto're

podwalatobystwieoolzii jakiego Kobra cosy sig ma.06aoigseejeaakazmocoieuiawspotpleeuieu.comjakiego Koharu omg Maj . Obowipzeeje
take seasoned

,
ze Herzog kto dowie sig Ze ma sieloue ocsg Musi

do potency tego aecia Kielty sig o tym dowieolziou popethic
'

samobojstwo .

Poza tym jeoueym obniwactwem olotycsgcym Koharu osee miesakouicywyspy
Sg bowolzo Mcgary - potrafig roonumowac

'

logicsnie . Pewueego aecia we
wyspie wytpolowou oroabitek . kliesskouicypssyigei go do siebie , objooinili
20baedgolotycspcpocseeipoawole.li Lamiesake

'

ha wyspie . Po Kilker
latacee do bneegowpmybitaekspeolyg.cc rratceukowa .

Posed odiazoleue
vo2bitekwygfositmowgazigkczynnqwkto.net niefortunnie poncing
kwestig koloru asu : powieolziou gestem pool Wielki'm wrazeniem tego ,

Ze Choi na wyspiesgosobyoaielonycuoko.ch , wszyscypmestmegoy.ee
taboo i od Wiebe lat reikt vie Musicor a tego powoolee popethic

'

Samo -

bojstwce . Wykoczac' melody irrouekcji, Ze po oloktaoueie m oluiacu

no. wyspie vie byfo jeez rrikogo a rdielouymi asami. n jest licsbg
osib 2 zieloriymi ocsoueei , ktore rreiesekouy no. wyspie women 001162dm
rosnbitkce

. Dowiol poaostaeoioceee paeistwu .

RELACJA ROWNOWAZNO'sa wsiroolwszystkichmozliwycurelacjiwyrozreilis.my
jak olotgd adwrdooowauie.

Pora na Kolejmy istotny typ relays . Tym rorem jest
to relay:c w abiosse

,
tan oboe

abiorgbiorgceuobioitwrrelacjisgjeourakowe.DE#NlCyA: Relay's R w drone X (2e abioru X oho X) riazywamy Ndiaye
rohouowazuojci jes'll

'

spetreioue sq try waouuki :

Cr ) religio, jest awwtrue , tzu tf x c- X (x
,
x ) ER

(2) relay
'

a jest symehycznee , fan F X
, y c- X Cx,g) ER ⇒ Cy , x ) ER

Cs) relay'd jest psseclioocui@gt2nV-xcyi2eRCx.y)ER i Cy . 2) ER ⇒ (xp) ER

DEFINLCJA Niech R bgolzeienelayiqvownowazuos.ci w X .
Ebron

Ex] ,z= { yell : Craig) ER}
hazywaueyklasgabstrakcjilubklasgnowuowazuos.ci element x

.

STWIERDZENIE : Nicole B bgolzie relay 'g riwnowazreoscin X .
Cr) Durie Klong

N'owuowazuojci sq albo Nicene albo Noztgczne . (2) 2biOr X jest Hemp
Klees riowceowoczuojci.
Dow'0D : Cr)We2myolowoluexiyEX.jeili@iyJERtoExJz-Ly3r.Istotuie : wed

my 2E p . Pmyuoilezhos'd do E-JR 02ham ,
Ze Cx, 2) ER ,

pouiewaz Grey)ER ,
to 2 waereukeepssecleoduios.ci Cy , 2) ER , ceylize-yt.pe .

Manny coigc Extra [y],z . Syleeetria -B 02eeo.ua
,
Ze [g)re [Edp .

Ostateczueie coigc Ex],z= EyJr . Jes'll
'

20's Grey ) ER to Klong E-Tri
[yJr Sg rrohtgcsue . Goley by istceiaeo 2 C- Ex]rn[y} to GR) ERI Cyr) ER
Q wteoly Cx, g)ER . (2) paeiewaz R jest awrotuee , to keezoly element
x ualezy do giakiei's bleary nowceowazieosci.

X=¥× R
o
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PRZYKTAD : Niece X= IN XIN
.

W X wprowaoko.my relay 'g

(min) n (m
'

in
'

) ⇐ 7 Mtn 's ntm
'

Sprawolzouny , Ze to relate roiouowazuos.ci : 2wrotmos.ci : (m, h ) n (m, n) bo
Mtn = Mtm

. syeeeetrice : (m,
m) n (Mgm

'

) sateen Mtn 's Mtm '

Waereuek ( m'

,
n
'

) n (M,
m) wyglcfolee m 't ne n 'tm ,

sateen wtasiiwie

tak saeeeo
. pmecleooleeios.ci : (min) n (m; m

') i (m '

,
n
') n (m ", M

") , tan
M t n

'
= Mt m

'

t m 't n " - n 'tM "

-

Mtn't MIM "
= Mt#t Itm "

m t M " = Mt M
"

↳ cm
,
n) ~ Cm

"

, my

Obeimeyjmy Klong roiouowazuos.ci

[ can] = { (min ) : Mtl- Mtr} =L (m, n) : man }
[ CAR) ] =L@n

,
m) : Mt2= Mtr } =L (m ,

n) : Mtl- n }

[ (2
,
=L (min) : Mtr = Mt23=4 (m,

h) : m -
- Mtr}

IM A 2 3 4 5 6 7 8 klasynoiouowazuos.ci aoczuaeso -
-

no koloraeei. Wprowadz
'

my
1 (1,1) (2,1) (3,17 Can) (5,1)

terror okiaeaeeie no. klasacu

#

NOwuowazceos.ci

2 6,2 )
-

[ (min)]t[ Cue ' , n' D= [Curtin
'

,
htu'D

÷÷÷÷÷÷:÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷:÷÷÷÷÷
6 X. 6)
-

[Ca
,
b) It [Cm

'

,
n'D=

7 Hit )
- [ (min ) Itam

'

,
u'D

tzu
, cry (atm '

,
btm

') n ( Mtm'

,
ht h

'

) sprawobeamy

atMft ht w/ Ib.tn/tmtmfQtn=btm
← to jest woureuek (a. 6) u (min) ayei ok

Doolocwaeeie no, klasacle me ciekawewtasuos.ci : [ Carl] jest eleeeeeeeteeee

neutralityrn , tzu [ Cm,
n )]t[CarD= Ecm , n ) ] . Doouawaeiie jest pnemienne.

Dooleatkowo [Cm, hi] + [Chim ) ] = [Girl] , chyle
' keZola Klose nice
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element poseaway . Pnsyjmyjmy sis take klasie [(2nd :

[Can]t[C2nD= [ (4,27) - [ (3in) Doocawaeeie [Can] pmesuwa Klong
viuuowazuosci o L w pnawo[ (3,173+-42,1)]=[ (5,27]=[ (4AD Eatwopasekoreac

'

sis , Ze olooloccoauie
[(4,11+-42,11)--16,21]=-45,17] . . . eleeeeeeeke paseciwuego, Ugli [Ch2D

posesawe o l w lewo
. yes

'.li sugoolhie
a traolycjgoloolawaeeieeleeeeceekepmeciwuegoozuo.orgmy jocko odejmowa -
nie

,
to wsrystkie eleeeeeeety IN x Nfu mother wygeeeeoowad ocoocoyigc leet

odejmreejgc [ (2,11] . TQ Shrektierce bonobo pssypomince (Z, t) licsby coctkowi-
te a oloowiwauieeee.2edefireicy.my odwaoorowaeeie y :

- K
. . .

- 5 - 4 -3 - 2 - t O l L 3 4
. . .

K

t t t t t t t t t t t t
[4,14-17] Echo) [4573 Thin] [him Ten.2D Term] [Can] [(3rd [(4,17] [C5nD [4+1,11]

Odwzouowaeeie to jest biiekcfg orQ2 jest sugooceee 2 olodocwaeeielee
,
tan

qfkte ) =pCk) t y(e) .
Moana coigcpocoieobieczeuzywoy.ge IN i pojgcie

relagirowuowazuos.ci skoushreowalis.my Z - sbionlicsbcatkocoity.ch .

2wrioc.my uwaqg , Ze oolwsnouowaeeie y vie jest judge dobre. Roiwreie
dobue srocotsiatatoby 4 : 4G) - [Curb 4(t) -- [Can] 4C- 17=-62,113 .

W podobuy sposob , wprowaoboyigcoolpocoieoueigrelacjgrowuowazuos.ci
w Lbione 2x IN mozneezolefimiowac.IQ -

2biorlicebwgleierreych.wymysleeeieadpowieoleee.cirelais i wprowaokeeeie ma klasacu relay's '

snrnozeuice i olodawauiaaostacoiaeeeyreadcoicseerialeebolosaueoolze.ee -
neg

'

piracy.

LICZBY RZECZYWISTE: Tnbiorr licsb ssecsycoistych 112 takze mother skoushreowad

podobuie jak to 2robilis.my a 21 Cay Q .
Eliane sq pssgeeajmreriej okoie

N'ozue koushruky
-

e
. Jeolla 2 Mick Mosi Ma2wg pmekrojo.co Dedekind, a

dougi sposito opowty jest na pojgciu ciggee Cauchy 'ego . O metoolach tych
wspoomnimy niece posiuiej , uatoueiast terazwprowaobe.my libby
mecsycoih-ewsposo.to aksjomatycsng.wypiseejgcfeuwlocmeeetaluewtasnos.ci
abioru licsboweego, kto're2uamyuiejakoaowscoiocedcsenie.cn
) (IR , 1,0 ,

t
,
. ) TEST CIATEM Define'yQ ciata ruajprawolopoolobiriej

poiacoila Sig na aajsciachaalegebry.WTasnos.ci a'ate to wszystkie
heroine wiasnos.ci olodoiwauia i muozeuie . Ocsgwiscie istrrieie wide a'or

,

w saczegolews.ci up (Q, 1,0, t, - ) jest ciateeu dos'd podobuym do IR
,
ale jeoluak

istotriie roizngeu .

(2) IR TEST CIATEM UPORZA
,
DKOWANYM LINIOWO 02kEUR to

,
Ze w IR wyroizniony

yest abioir 113+0 uastgpujgcyde wtasruoiciach : Ryn - IR+ =p , -112+40} u RE IR
Rt jest 2amKristy 2e waggon na oloowcwauie i rnnozeuie, tan
Fx

, ye Rt x-ye Rt i Xtye Rt

Wyrizhieeeie But pozwalo, wprowaotsic
'

w IR relay} pongakee

x cy ⇐ s y - x E Rt x s y ⇐ s x -- y tub x ay



Relay'd " s
"

spetriia uastgpujgce wowuuki :

relay
.

@
f -

relayQ s jest autysymetnyodne xsyiycx ⇒ x -y

czgsiioweego - relay'd f jest prsechooluia , tan xsy i yea ⇒ Xf z

ponpolku koczde olwa eleeueutysgporowrrywalece thy Xfylubytx
↳
relay

-

a liniowego pompom
(3) AKSJOMAT ARCHIMEDESA

FXEIR FYE Rt Fn E IN : X C my

¥

f#thy
Idgc krokouni dowoluej (ale ustalouei) atugos.ci mrozemy soy 's 'd olowoleeie
olaleko

.

(4) AKSJOMATZUPE-LNOS.ci Ciggiem list meosycoistych naaywamy
odwsorowauie x : IN -3112

. Traolycyjriie sauciest xcu) pinemy Xu
Oros sauciest x : IN -3112 pinemy (xn ) her . Mowing ze cigg jest
Nosugcg , jes'll

'

olla m > n xmzxn a maeejgcy jes'll olla m >n Xmfxu

A-ksiomataupeiwoicigfosiizedludowolerycudwo.ch cipgow (xn ) new
( yn ) new take.ch

,
Ze (xn ) jest nosnpcy , Cyu ) model 'gcy i Fn xu f Yu

istriieie liuba re IR take
,
Ze tu infers you

TWIERDZENIE Rbi r ( IR, 1,0 , t, - ) spetmioyigcypowyzxeakg.comeaty jest jeolyuy
a doktaoleroscig do isonrorfismu , tan jeiliistriieje (IK, 1k , Ok , tk , -

k )speeniaigceCn ) - Ca ) to istuiejebijekyie.lk→ IR2oeleowcejgcaobniae-aeeiaiporugde.la.

powyznetweookeeeiepozostacoiocmy.be2 olowodee. Tualewazmry , Ze ciato Qspefniewnystkieakgomatypozo.ca) .

PRZYKTADY UZYCIA AKSJOMATOW DO DOWODZENIA OCZYWISTYCH FAKTO.hr : springing
aotowoohucprawoskro.com 'Q

,
tan

HQ
,
6
,
X E IR atx > btx⇒ a > b

atx > btx ⇐ > (at x) - (b tx) e IR+ ⇐ > (a-b) t (x -x) c- Rt ⇐ 7 Q -b C- Rt
-

⇒ a > b
.

0

Do koleimeigodowooleewykoizystamyakg.iomeat Archimedes@ . Manny
uolowoolhic

'

,
Ze olla owwoluejpaoyx.ge/R:XcyistniejeqElQtakie ,

Ze xcqcy .

Skaro Xcy to y - X E IR+ . Mozemy skorsystad 2 aksjormatuArchimedesa wybieroyigc m take'e aby



only - x ) > 1 my - mx >a my > mxt I

#
Wx thxtr ny
-

J
w tyne odcinkee Cmx , mxtr] jest pssyeueimniei jeanie linde
witKourita : istotnie

, jes'll
'

x > o oaeeeauey poses T 2bior limbnaturallyde wigkscych Miz nx . Ten abior jest niepasty , bo
(Archimedes ) Fm : M-t > mx sateen ma element rrajmnieg

'

-

Ry M
.

Ten element jest riiewigkscy miz nxtt , bo

M- l S MX L M / th
M f MX th L Mtn
R

nx L M f n x t t s m y
'

m x c M s my
x a Mln s y
← q

Dha x co breueeeey T={ m : m > - mx } i rozeemcyemy poolobuie

Dla x -- O many my > nxt1=1 OL l s my Os Lucy
←
q
g

KRESY 21310120W w IR Akgiomataeepetreojcipoawalauolowoolue.ci pewuq
bavolzo istotup wtasnos'd poolzbiorocd IR . Najpieow wprowaolzimy pewne
stowuictwo. Niech A boyObie poobnbioreeu IR

.

Mowing ze A jest ogranicsony a gory jes'll
'

i'Auiqe MEIR Lockie ,
Ze

Hae A M > a .
A jest ograeciaouy 2 doin jeili istreieje me 112 take

Ze tfQE A Msa . Mowing, Ze abior A jest ograuicsony jes'll jest
ograeeicsouy a doin i a gory .

Ograeeiueeeieeee qoirnym A norywoueeykazolpliubgmspetueioy.gg
FAE A M > a

,
a ograeeiueeeieeeeololeeyuekazolgliubgmspetue.ie -

jgug Ya c- A Mf @ .

DEFINICJA : Nieder A bgobie ogranicsony a gory .
Kreseeu qormym snbioru

A noisywormy nogmniejneograeeeiueeeiegorme.02eeeeuo.my sup A .
Niece

Bbgobie ograeeiceouy 2 done .
Kreseeee doluym abhoru B noisywormy

ouajwigkne ogoaeeicseeeie dome. 02hamamy infB

TWIERDZENIE Herzog rriepusty ogroueiceony 2 doin (a gory) padzbior IR
ma kres dolny (gorny ) .
Dow'OD : Dowie voting ollie koesu gornego .

Niece A bgolzie abioreue
ogroueiuouyue a gory .

We2'my astatine ae A .
2 aksjomratuArchimedesa wnioskeejemy , Ze abior f KEIN : at Kitz jest ograuiueniem gornym}

jest riiepusty . wybieoauey element riajmniejsey i oauauo.my ko



I define'cji many wisc : Xs = at ( ko -s) - ta nie jest ograeeiueeeieue qomym A,
yi at Kotz jest ograeeicreeeieeu qoruyue A, X

, Cys , ya - xz= 1 .

- Limba (Xsty,)/z lezy po droolKee migdzy xsays . Sprawobnocmy , ay
jest one oguaeeiueuieeeegoruyeu . yes

'

li tak to ktaobriemy
ya:= Ige xj. - Xz . Jes'll

'

vie
,
to ktoudziemyxj-htz.TL , yz :=y, .

Many terror kit Xa s Yas yes , x, nie jest a ya jest agraeeiueeeiemgorngm.

Ya- Xz= IT
. Roawazamy k£-92 .

Pouowuie boutamy cey yest to ograeeiuenie qirne
stosowuie defining'gc xziyz . Many

×sSXaSXz< Yzfyzfys
'

, yz
- Xg - Yg = 1/23 Xg nie jest, y, jestograuiueeiemgornymA

- W ten sposob koushruuiemy ciggi (xn) new ,
(yn )new , pieowseyrosrugcy ,

dougirnaleigcy , take'e Ze Xue Yu , yn- xu= Man

2egoduieaakgomateneaeepetrios.ci istriieje lieske of take
,
Zexu.sdsynpokazemy.eeta licsba to sup A . Musing nocjpierw poker 2nd, Ze of jest

ograeeiueeeiemgornym .

2.robing to metoolg ad absurdum : Tato'Zmy , Ze
d vie jest ograeeiueeeieeeegorngcu . Istceieje satem be A i b > of

.

Wobec tego b - d so i istnieie n take'e
,
Ze

2h (b -ol) > 1 , (b - d) > Yan b > atYan
Mah f elementy A nie mogp
-
# bye tu , many spmecsuos 'd f
Xu dy yn at Yan a define

'

gig you

demeuty A
Mogg bye

'

tu

Tera2 dowodzimg are Ze ol jest rrajmnieiscym ograeeiaeuiemgormym .

hatching ,
Ze istreieje Sad i 8 jest oyraeeicseniemgorregm . Wteocy

of -8 so i istreieje m Lockie
,
Ze dm (d - 8) > I cegei d- 8 > 4am

Sc d - Yam
112M

T -
1-#

ograniuenie 8 d-Ygu Xm d) Ym
qorme nie

mogg bye
' tu - oguauiaeuia go.me

- spmecsuos.dk a Mogg bye
'

tu

define
'

gig xu

UWAGA : Kres gorny atioru mazywormy tez Supremum a knees

dowry infirmum. Kresy Mogg , ale nie mung valeted do

i,
swoiclr

" zbioro
'

w



PRZYKTAD : Gym sig nozomi IR od Q ? Rozwazrny w Q (CIR)
nowhomie

+2=2 (x > O )
Lat'ozmy ,

Ze x - Yo
, p.ge IN . wteolypq-z-2.pk 2q2 Prawa shone

jest panysta sateen lewa tez musi bye pauyste.oaeeo.ua to
Ze w roaktoudzie p ma csyueiki jest 2 : p - 2K . Many wise
@kj2=2q ⇒ 2k2=q2 .

Terror Lewa jest pangshe has
'

procure vie,
jes 'll

'

aeauglis
'

my oof riieskracaeuego utaueka .

sateen x : E- 2
nie jest wyeeeiedme . I olouegiey

'

strong motive ceolowookeid
,

Ze awa ciggi
you =5Yn-e yea i an - 25311++7 4=5/2

Lyn.- e te

Sg take jak w aksjomaciesupetnos.ci, a, liuba , ktora rig
mrigdzy mimi mieici to tetra

.
Po poprawieuiu o l otnymu -

jenny dwaciggi yn - e i zu - l jak w aksjomracie i s licrbg RE

rnigdzy Mimi. Dowool icing pojawi sig pisiuiei.


