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Do rozwazenia pozostal nam jeszcze problem mnozenia szeregéw. O ile dodawanie szeregéw
i mnozenie szeregu przez liczbe to operacje proste do zdefiniowania i zbadania, o tyle mnozenie
szeregOw przez siebie nastrecza pewne klopoty. Mozna mysleé na trzy (co najmniej) sposoby:
(1) Mnozymy wyrazy szeregéw, tzn. z szeregébw o wyrazach (a,) i (b,) tworzymy szereg o
wyrazach ¢, = a,b,. Jest to sposéb mato sensony, a w kazdym razie takiej operacji nie
nazywatabym raczej ,mnozeniem szeregéw”. W szczegdlnoscei suma takiego iloczynu ma
niewielki zwigzek z iloczynem sum szeregdéw, ktére wehodzg jako czynniki.
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(2) Patrzymy na szeregi jako na ciagi sum cze$ciowych i mnozymy sumy czesciowe tak jak
mnozymy ciggi:

An - Z Qn, B, = Z Qn, Cn = Aan
k=1 k=1

W takiej sytuacji
Ol = AlBl = a1b1
02 = A232 = a1b1 + a261 + &162 + &262
03 = Ang = a1b1 + a261 + &361 + &162 + &ng + a3b2 + a1b3 + agbg + agbg

13

04. az ag Ch,
ij=1 a;b;

> b, ba.ﬂ h“z'h“.s b,0,
zatem wyrazy szeregu wygladaja nastepujaco
D b, Ba, [ba,|ba; ba,
c = albl \_/

Co = a9by + a1bs + ashs ]93. by0s bbﬂz b,a, | by
C3 = a3b1 + agbg + a11)3 + agbg -+ agbg
b&q bltql. buqz ‘qaqz h,“-\

Cv\K}q %%ZZ %bk“‘b Zk 1@k+@nn

Teraz mamy pewnos¢, ze jesli szeregi-czynniki sa zbiezne to iloczyn tez jest zbiezny (sto-
sowne twierdzenia dla ciagéw) do iloczynu sum czynnikéw. Wydawaloby sie, ze sytuacja
jest idealna, tym niemniej jest jeszcze jedna wazna koncepcja mnozenia szeregow:

(3) loczyn Cauchy’ego, ktory pochodzi od probleméw zwiazanych z szeregami potego-
wymi. Zatézmy, ze szeregi, ktore mnozymy maja szczegdlnag postac:

Z fnxna Z gnxn

gdzie (f,) 1 (gn) sa pewnyml ciagami, a x jest zmienna (mozemy mysleé, ze rzeczywista).
Innymi stowy a, = f,2", b, = ¢g,a". Mnozymy teraz (formalnie) nieskoniczone sumy
grupujac wyrazy przy kolejnych potegach x:

[o¢]
> faz" Z gnt" = (fix + for® + fa2® + .. ) (gir + o’ + g2’ +..) =
=1

(frg1)2® + (fig2 + fog1)2® + (figs + foge + fag)z* + ... =

Patrzac na te formalne rachunki definiujemy

Definicja 2 (Iloczyn Cauchy’ego). Iloczynem Cauchy’ego szeregdw >0 1 an @ > ooy by
nazywamy szereg, ktorego wyraz ogolny ma postaé
n—1
=0, ¢,= Z apb,_i dla n > 1.
k=1
Pozostaje oczywiscie otwarty problem zbiezno$ci tego szeregu i zwigzek tej zbieznosci
ze zbieznoscig szeregdw-czynnikow.

Q, Q. Gy Qg -
s —5b, e b ko b,
Ca, > b, [ bzoz b9, b0,

bs l%Q"- hsql Q& bqu

>

S
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Zauwazmy, ze sumy nieskonczona rozwazana w (2) i w (3) maja ostatecznie takie same zbiory
wyrazow, tzn sa to sumy jednomiandéw postaci apb;. R6znia sie jednak one istotnie kolejno-
Scig dodawania, co ma znaczenie dla szeregéw zbieznych warunkowo. Nikogo wiec nie zdziwi
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 13. Jesli szereg .07, ay, jest bezwzglednie zbieiny do sumy A, a szereg Yo7 by
jest zbiezny do sumy B to ich iloczyn Cauchy’ego jest zbieiny do sumy AB.

Mamy dodatkowo takze twierdzenie

Twierdzenie 14. Jesli szereg Y. | a, jest zbiezny do A, szereg > > 1 by, jest zbieiny do B oraz
ponadto ich iloczyn Cauchy’ego jest zbiezny do C, to C' = AB.

Jesli oba szeregi sa zbiezne jedynie warunkowo moga powstawaé¢ problemy, co pokazuje naste-
pujacy przyktad:

Przyktad 7. Niech a,, = \(/:)Tnl) Szereg >.°° , a,, jest zbiezny warunkowo (kryterium Leibniza).

Policzmy iloczyn w sensie Cauchy’ego

0o 00
>0,y a
n=0 n=0

Sumujemy od 0, dla uproszczenia wzoru na wyraz ogélny iloczynu, ktéry ma postaé

n
Cp = Z ApQp—r -
k=0

Przyjrzyjmy si¢ pierwszym kilku wyrazom:

C():l

1 1
=—L L 141
C_L€L€+L_l+2_\/§~165
273 22 37 2 3 T

Zatem, przynajmniej poczatkowo, wartodci bezwzgledne wyrazow szeregu nie maleja. Zbadajmy
doktadniej wyraz ogdlny:

B i G DA G ) S
! kz:%)knik ;;)\/(k+1)\/(n—k+1)
. (=" " 1

=0 \/(k+1)(n — k+1) = nkz:%) JE+1)(n—k+1)

. 1 .
Szacujemy Tameas

(k+1)(n—k+1) = ((g+1)—(g—k)) ((@+1)+(ﬁ—k)) -

zatem
1 1 1
> R

JE+Dm—k+1) JG+12 G+
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Wartos¢ bezwzgledna wyrazu ogdélnego ¢, jest zatem oszacowana z dotu poprzez 2 i

- 1 (n+1)
|C"| > n = n "
P LD G+
Wiadomo, ze
lim M =2#0.

n—0o0 (.72_' <+ ])

Wyraz ogdlny nie moze wige by¢ zbiezny do zera. Szereg bedacy iloczynem Cauchy’ego szeregu
30 an Przez siebie nie spelnia warunku koniecznego, a to znaczy, ze jest rozbiezny.



