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(2) Patrzymy na szeregi jako na ciągi sum częściowych i mnożymy sumy częściowe tak jak
mnożymy ciągi:

An =
n
∑

k=1

an, Bn =
n
∑

k=1

an, Cn = AnBn.

W takiej sytuacji

C1 = A1B1 = a1b1
C2 = A2B2 = a1b1 + a2b1 + a1b2 + a2b2
C3 = A3B3 = a1b1 + a2b1 + a3b1 + a1b2 + a2b2 + a3b2 + a1b3 + a2b3 + a3b3
...
Cn = AnBn =

∑n
i,j=1 aibj

zatem wyrazy szeregu wyglądają następująco

c1 = a1b1
c2 = a2b1 + a1b2 + a2b2
c3 = a3b1 + a3b2 + a1b3 + a2b3 + a3b3
...
Cn = AnBn = an

∑n−1
k=1 bk + bn

∑n−1
k=1 ak + anbn

Teraz mamy pewność, że jeśli szeregi-czynniki są zbieżne to iloczyn też jest zbieżny (sto-
sowne twierdzenia dla ciągów) do iloczynu sum czynników. Wydawałoby się, że sytuacja
jest idealna, tym niemniej jest jeszcze jedna ważna koncepcja mnożenia szeregów:

(3) Iloczyn Cauchy’ego, który pochodzi od problemów związanych z szeregami potęgo-
wymi. Załóżmy, że szeregi, które mnożymy mają szczególną postać:

∞
∑

n=1

fnx
n,

∞
∑

n=1

gnx
n

gdzie (fn) i (gn) są pewnymi ciągami, a x jest zmienną (możemy myśleć, że rzeczywistą).
Innymi słowy an = fnxn, bn = gnxn. Mnożymy teraz (formalnie) nieskończone sumy
grupując wyrazy przy kolejnych potęgach x:

∞
∑

n=1

fnx
n ·

∞
∑

n=1

gnx
n = (f1x+ f2x

2 + f3x
3 + . . .)(g1x+ g2x

2 + g3x
3 + . . .) =

(f1g1)x
2 + (f1g2 + f2g1)x

3 + (f1g3 + f2g2 + f3g1)x
4 + . . . =

∞
∑

n=2

(

n−1
∑

k=1

fkgn−k

)

xn.

Patrząc na te formalne rachunki definiujemy

Definicja 2 (Iloczyn Cauchy’ego). Iloczynem Cauchy’ego szeregów
∑∞
n=1 an i

∑∞
n=1 bn

nazywamy szereg, którego wyraz ogólny ma postać

c1 = 0, cn =
n−1
∑

k=1

akbn−k dla n > 1.

Pozostaje oczywiście otwarty problem zbieżności tego szeregu i związek tej zbieżności
ze zbieżnością szeregów-czynników.
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Zauważmy, że sumy nieskończona rozważana w (2) i w (3) mają ostatecznie takie same zbiory
wyrazów, tzn są to sumy jednomianów postaci akbl. Różnią się jednak one istotnie kolejno-
ścią dodawania, co ma znaczenie dla szeregów zbieżnych warunkowo. Nikogo więc nie zdziwi
następujące twierdzenie:

Twierdzenie 13. Jeśli szereg
∑∞
n=1 an jest bezwzględnie zbieżny do sumy A, a szereg

∑∞
n=1 bn

jest zbieżny do sumy B to ich iloczyn Cauchy’ego jest zbieżny do sumy AB.

Mamy dodatkowo także twierdzenie

Twierdzenie 14. Jeśli szereg
∑∞
n=1 an jest zbieżny do A, szereg

∑∞
n=1 bn jest zbieżny do B oraz

ponadto ich iloczyn Cauchy’ego jest zbieżny do C, to C = AB.

Jeśli oba szeregi są zbieżne jedynie warunkowo mogą powstawać problemy, co pokazuje nastę-
pujący przykład:

Przykład 7. Niech an =
(−1)n√
(n+1)
. Szereg

∑∞
n=0 an jest zbieżny warunkowo (kryterium Leibniza).

Policzmy iloczyn w sensie Cauchy’ego
∞
∑

n=0

an
∞
∑

n=0

an.

Sumujemy od 0, dla uproszczenia wzoru na wyraz ogólny iloczynu, który ma postać

cn =
n
∑

k=0

akan−k.

Przyjrzyjmy się pierwszym kilku wyrazom:

c0 = 1
c1 = − 1√2 −

1√
2
= −
√
2 ≈ −1, 41

c2 =
1√
3
+ 1√

2
1√
2
+ 1√

3
= 12 +

2
√
3
3 ≈ 1, 65

...

Zatem, przynajmniej początkowo, wartości bezwzględne wyrazów szeregu nie maleją. Zbadajmy
dokładniej wyraz ogólny:

cn =
n
∑

k=0

akan−k =
n
∑

k=0

(−1)k
√

(k + 1)

(−1)n−k
√

(n− k + 1)
=

n
∑

k=0

(−1)n
√

(k + 1)(n− k + 1)
= (−1)n

n
∑

k=0

1
√

(k + 1)(n− k + 1)
.

Szacujemy 1√
(k+1)(n−k+1)

:

(k + 1)(n− k + 1) =
(

(
n

2
+ 1)− (

n

2
− k)

) (

(
n

2
+ 1) + (

n

2
− k)

)

=

(
n

2
+ 1)2 − (

n

2
− k)2 $ (

n

2
+ 1)2,

zatem
1

√

(k + 1)(n− k + 1)
%

1
√

(n2 + 1)
2
=

1

(n2 + 1)
.
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