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Egzamin ustny - pytania

Pytanie 1. Wyja±nij poj¦cia: relacja, odwzorowanie, relacja równowa»no±ci, klasa abstrakcji. Udo-
wodnij, »e dwie klasy abstrakcji s¡ albo równe albo rozª¡czne.

Pytanie 2. Wyja±nij poj¦cia: zbiór niesko«czony, zbiór przeliczalny. Udowodnij, »e zbiór liczb
rzeczywistych jest nieprzeliczalny.

Pytanie 3. Sformuªuj i udowodnij twierdzenie Cantora dotyczace zbioru podzbiorów danego zbioru.

Pytanie 4. Udowodnij twierdzenie o istnieniu kresów zbiorów ograniczonych w R.

Pytanie 5. Sformuªuj aksjomat Archimedesa nale»¡cy do aksjomatyki ciaªa liczb rzeczywistych.
Korzystaj¡c z aksjomatów udowodnij, »e je±li x < y to istnieje liczba wymierna q taka, »e x < q < y.

Pytanie 6. Sformuªuj i udowodnij twierdzenie o ci¡gach monotonicznych i ograniczonych.

Pytanie 7. Sformuªuj i udowodnij twierdzenie o trzech ci¡gach.

Pytanie 8. Sformuªuj i udowodnij twierdzenia o granicy sumy, iloczynu i ilorazu ci¡gów zbie»nych.

Pytanie 9. Udowodnij, »e ci¡g Cauchy'ego w zbiorze liczb rzeczywistych jest zbie»ny.

Pytanie 10. Zde�niuj granic¦ górn¡ i granic¦ doln¡ ci¡gu liczbowego. Znajd¹ granic¦ górn¡ i doln¡
dla ci¡gu xn = n

E(
√
n)
− E(

√
n).

Pytanie 11. Sformuªuj twierdzenie Stolza. Podaj¡c przykªady uzasadnij istotno±¢ zaªo»e«.

Pytanie 12. Sformuªuj kryteria porównawcze zbie»no±ci szeregów dodatnich. Udowodnij wybrane
kryterium.

Pytanie 13. Sformuªuj i udowodnij kryterium Cauchy'ego zbie»no±ci szeregów o wyrazach dodatnich.

Pytanie 14. Sformuªuj i udowodnij kryterium d'Alemberta zbie»no±ci szeregów o wyrazach dodat-
nich.

Pytanie 15. Sformuªuj i udowodnij lemat o zag¦szczaniu.

Pytanie 16. Co to znaczy, »e szereg jest zbie»ny warunkowo? Sformuªuj i udowodnij kryterium
Leibniza

Pytanie 17. Sformuªuj i udowodnij twierdzenie Riemanna o szeregach zbie»nych warunkowo.

Pytanie 18. Sformuªuj kryteria Dirichleta i Abela. Udowodnij jedno z nich.

Pytanie 19. Przedstaw i przedyskutuj ró»ne koncepcje iloczynu szeregów liczbowych.

Pytanie 20. Sformuªuj de�nicj¦ metryki, podaj przykªady metryk. Co to s¡ metryki równowa»ne?
Podaj przykªady metryk równowa»nych i metryk nierównowa»nych na wybranym zbiorze.

Pytanie 21. Podaj de�nicj¦ zbioru otwartego w przestrzeni metrycznej, sformuªuj wªasno±ci zbiorów
otwartych. Udowodnij wybrane wªasno±ci.
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Pytanie 22. Podaj de�nicj¦ zbioru domkni¦tego w przestrzeni metrycznej, sformuªuj wªasno±ci zbio-
rów domkni¦tych. Udowodnij wybrane wªasno±ci.

Pytanie 23. Co to jest topologia? Udowodnij, »e równowa»ne metryki zadaj¡ jednakowe topologie.

Pytanie 24. Podaj de�nicj¦ zbioru zwartego w przestrzeni metrycznej. Udowodnij, »e odcinek
domkni¦ty o sko«czonej dªugo±ci w R jest zwarty. Mo»na posªu»y¢ si¦ poj¦ciem ci¡gowej zwarto±ci.

Pytanie 25. Podaj de�nicj¦ zbioru ªukowo spójnego i zbioru spójnego. Udowodnij, »e odcinek w R
jest zbiorem spójnym.

Pytanie 26. Podaj de�nicj¦ (w wersji Cauchy'ego) odwzorowania ci¡gªego przestrzeni metrycznych.
Jak zachowuj¡ si¦ zbiory otwarte wgl¦dem odwzorowa« ci¡gªych? Sformuªuj i udowodnij odpowiednie
twierdzenie.

Pytanie 27. Podaj de�nicj¦ (w wersji Cauchy'ego) odwzorowania ci¡gªego przestrzeni metrycznych.
Jak zachowuj¡ si¦ zbiory domkni¦te wgl¦dem odwzorowa« ci¡gªych? Sformuªuj i udowodnij odpo-
wiednie twierdzenie.

Pytanie 28. Podaj de�nicj¦ (w wersji Cauchy'ego) odwzorowania ci¡gªego przestrzeni metrycznych.
Jak zachowuj¡ si¦ zbiory zwarte wgl¦dem odwzorowa« ci¡gªych? Sformuªuj i udowodnij odpowiednie
twierdzenie.

Pytanie 29. Podaj de�nicj¦ (w wersji Cauchy'ego) odwzorowania ci¡gªego przestrzeni metrycznych.
Jak zachowuj¡ si¦ zbiory spójne wgl¦dem odwzorowa« ci¡gªych? Sformuªuj i udowodnij odpowiednie
twierdzenie.

Pytanie 30. Sformuªuj dwie ró»ne de�nicje (Heinego i Cauchy'ego) odwzorowania ci¡gªego w punkcie
i udowodnij ich równowa»no±¢.

Pytanie 31. Sformuªuj de�nicj¦ jednostajnej ci¡gªo±ci. Sformuªuj i udowodnij twierdzenie o jedno-
stajnej ci¡gªo±ci na zbiorach zwartych.

Pytanie 32. Sformuªuj de�ncj¦ pochodnej funkcji w punkcie. Zapisz podstawowe reguªy ró»niczko-
wania. Udowodnij wzór na pochodn¡ iloczynu funkcji ró»niczkowalnych.

Pytanie 33. Sformuªuj de�ncj¦ pochodnej funkcji w punkcie. Zapisz podstawowe reguªy ró»niczko-
wania. Udowodnij wzór na pochodn¡ ilorazu funkcji ró»niczkowalnych.

Pytanie 34. Sformuªuj de�ncj¦ pochodnej funkcji w punkcie. Zapisz podstawowe reguªy ró»niczko-
wania. Udowodnij wzór na pochodn¡ zªo»enia funkcji ró»niczkowalnych.

Pytanie 35. Sformuªuj i udowodnij twierdzenie o ró»niczkowaniu funkcji odwrotnej. Wprowad¹ wzór
na pochodn¡ funkcji artanh

Pytanie 36. Sformuªuj i udowodnij twierdznie Rolle'a.

Pytanie 37. Sformuªuj i udowodnij twierdznie Lagrange'a dotycz¡ce rachunku ró»niczkowego.

Pytanie 38. Omów warunki konieczne i dostatecznie istnienia ekstremum. Przedstaw odpowiednie
dowody.

Pytanie 39. Sformuªuj de�nicj¦ funkcji wypukªej. Sformuªuj i udowodnij kryterium wypukªo±ci
funkcji dwukrotnie ró»niczkowalnej.

Pytanie 40. Zapisz wzór Taylora, sformuªuj twierdzenie Taylora. Omów zastosowania. Podaj przy-
kªady rozwini¦¢ podstawowych funkcji elementarnych.

Pytanie 41. Sformuªuj twierdzenie zwane reguª¡ de l'Hospitala. Udowodnij wybran¡ wersj¦.
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Pytanie 42. Podaj de�nicj¦ funkcji pierwotnej. Omów metody poszukiwania funkcji pierwotnej
(caªkowanie przez cz¦±ci, caªkowanie przez podstawienie).

Pytanie 43. Sformuªuj de�nicj¦ caªki Riemanna z funkcji ograniczonej na odcinku domkni¦tym.
Podaj przykªady funkcji caªkowalnych i niecaªkowalnych.

Pytanie 44. Sformuªuj i udowodnij kryterium caªkowalno±ci w sesie Riemanna z funkcji ograniczonej
na odcinku domkni¦tym. Podaj przykªady funkcji caªkowalnych i niecaªkowalnych.

Pytanie 45. Sformuluj i udowodnij Podstawowe Twierdzenie Rachunku Ró»niczkowego i Caªkowego.

Pytanie 46. Sformuªuj i udowodnij twierdzenie o warto±ci ±redniej dla caªki Riemanna.

Pytanie 47. Udowodnij, »e funkcje ci¡gªe s¡ caªkowalne w sensie Riemanna.

Pytanie 48. Sformuªuj i udowodnij twierdzenia o caªkowaniu przez cz¦±ci i podstawienie dla caªki
Riemanna. Przedyskutuj istotno±¢ zaªo»e«.

Pytanie 49. Posªuguj¡c si¦ poj¦ciem caªki Riemanna podaj de�nicj¦ i wyka» podstawowe wªasno±ci
funkcji logarytm.

Pytanie 50. Na przykªadzie caªki Dirichleta omów poj¦cia warunkowej i bezwzgl¦dnej zbie»no±ci
caªki Riemanna.

Lista b¦dzie uzupeªniania.


