ANALIZA I R 2019/2020

Egzamin ustny - pytania

Pytanie 1. Wyjasnij pojecia: relacja, odwzorowanie, relacja rownowaznoéci, klasa abstrakcji. Udo-
wodnij, ze dwie klasy abstrakcji sa albo réwne albo roztaczne.

Pytanie 2. Wyjasnij pojecia: zbiér nieskoriczony, zbior przeliczalny. Udowodnij, ze zbior liczb
rzeczywistych jest nieprzeliczalny.

Pytanie 3. Sformutuj i udowodnij twierdzenie Cantora dotyczace zbioru podzbioréw danego zbioru.
Pytanie 4. Udowodnij twierdzenie o istnieniu kresé6w zbioréw ograniczonych w R.

Pytanie 5. Sformutuj aksjomat Archimedesa nalezacy do aksjomatyki ciata liczb rzeczywistych.
Korzystajac z aksjomatow udowodnij, ze jeSli x < y to istnieje liczba wymierna q taka, ze x < ¢ < v.

Pytanie 6. Sformuluj i udowodnij twierdzenie o ciagach monotonicznych i ograniczonych.
Pytanie 7. Sformutuj i udowodnij twierdzenie o trzech ciagach.

Pytanie 8. Sformutuj i udowodnij twierdzenia o granicy sumy, iloczynu i ilorazu ciagéw zbieznych.
Pytanie 9. Udowodnij, ze ciag Cauchy’ego w zbiorze liczb rzeczywistych jest zbiezny.

Pytanie 10. Zdefiniuj granice gorna i granice dolna ciagu liczbowego. Znajdz granice gorna i dolna
dla ciagu z, = 5= — E(Vn).

Pytanie 11. Sformutuj twierdzenie Stolza. Podajac przyktady uzasadnij istotno$¢ zatozen.

Pytanie 12. Sformutuj kryteria poréwnawcze zbieznosci szeregdbw dodatnich. Udowodnij wybrane
kryterium.

Pytanie 13. Sformutuj i udowodnij kryterium Cauchy’ego zbiezno$ci szeregdéw o wyrazach dodatnich.

Pytanie 14. Sformutuj i udowodnij kryterium d’Alemberta zbieznosci szeregdw o wyrazach dodat-
nich.

Pytanie 15. Sformutuj i udowodnij lemat o zageszczaniu.

Pytanie 16. Co to znaczy, ze szereg jest zbiezny warunkowo? Sformutuj i udowodnij kryterium
Leibniza

Pytanie 17. Sformutuj i udowodnij twierdzenie Riemanna o szeregach zbieznych warunkowo.
Pytanie 18. Sformutuj kryteria Dirichleta i Abela. Udowodnij jedno z nich.
Pytanie 19. Przedstaw i przedyskutuj rézne koncepcje iloczynu szeregoéw liczbowych.

Pytanie 20. Sformuluj definicje metryki, podaj przyktady metryk. Co to sa metryki réwnowazne?
Podaj przyktady metryk rownowaznych i metryk nier6wnowaznych na wybranym zbiorze.

Pytanie 21. Podaj definicje zbioru otwartego w przestrzeni metrycznej, sformutuj wtasnosci zbioréw
otwartych. Udowodnij wybrane wlasnosci.
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Pytanie 22. Podaj definicje zbioru domknietego w przestrzeni metrycznej, sformutuj wtasnosci zbio-
row domknietych. Udowodnij wybrane wlasnosci.

Pytanie 23. Co to jest topologia? Udowodnij, ze rownowazne metryki zadaja jednakowe topologie.

Pytanie 24. Podaj definicje zbioru zwartego w przestrzeni metrycznej. Udowodnij, ze odcinek
domkniety o skonczonej dlugoéci w R jest zwarty. Mozna poshuzy¢ sie pojeciem ciggowej zwartosci.

Pytanie 25. Podaj definicje zbioru tukowo spéjnego i zbioru spéjnego. Udowodnij, ze odcinek w R
jest zbiorem spojnym.

Pytanie 26. Podaj definicje (w wersji Cauchy’ego) odwzorowania ciagltego przestrzeni metrycznych.
Jak zachowuja sie zbiory otwarte wgledem odwzorowan ciagtych? Sformuhuj i udowodnij odpowiednie
twierdzenie.

Pytanie 27. Podaj definicje (w wersji Cauchy’ego) odwzorowania ciagltego przestrzeni metrycznych.
Jak zachowuja sie zbiory domkniete wgledem odwzorowan ciggltych? Sformutuj i udowodnij odpo-
wiednie twierdzenie.

Pytanie 28. Podaj definicje (w wersji Cauchy’ego) odwzorowania ciagltego przestrzeni metrycznych.
Jak zachowuja sie zbiory zwarte wgledem odwzorowan ciggltych? Sformutuj i udowodnij odpowiednie
twierdzenie.

Pytanie 29. Podaj definicje (w wersji Cauchy’ego) odwzorowania ciagltego przestrzeni metrycznych.
Jak zachowuja sie zbiory spojne wgledem odwzorowan ciggtych? Sformutuj i udowodnij odpowiednie
twierdzenie.

Pytanie 30. Sformutuj dwie rozne definicje (Heinego i Cauchy’ego) odwzorowania ciaglego w punkcie
i udowodnij ich réwnowaznos¢.

Pytanie 31. Sformuluj definicje jednostajnej ciagltosci. Sformutuj i udowodnij twierdzenie o jedno-
stajnej cigglosci na zbiorach zwartych.

Pytanie 32. Sformutuj defincje pochodnej funkecji w punkcie. Zapisz podstawowe reguty rozniczko-
wania. Udowodnij wzor na pochodng iloczynu funkcji rozniczkowalnych.

Pytanie 33. Sformutuj defincje pochodnej funkcji w punkcie. Zapisz podstawowe reguty roézniczko-
wania. Udowodnij wzor na pochodng ilorazu funkcji rézniczkowalnych.

Pytanie 34. Sformutuj defincje pochodnej funkcji w punkcie. Zapisz podstawowe reguty rozniczko-
wania. Udowodnij wzor na pochodng ztozenia funkcji rézniczkowalnych.

Pytanie 35. Sformutuj i udowodnij twierdzenie o rézniczkowaniu funkcji odwrotnej. Wprowadz wzor
na pochodng funkcji artanh

Pytanie 36. Sformutuj i udowodnij twierdznie Rolle’a.
Pytanie 37. Sformutuj i udowodnij twierdznie Lagrange’a dotyczace rachunku rézniczkowego.

Pytanie 38. Oméw warunki konieczne i dostatecznie istnienia ekstremum. Przedstaw odpowiednie
dowody.

Pytanie 39. Sformuluj definicje funkcji wypuktej. Sformuhluj i udowodnij kryterium wypuktosci
funkcji dwukrotnie rézniczkowalnej.

Pytanie 40. Zapisz wzor Taylora, sformutuj twierdzenie Taylora. Omow zastosowania. Podaj przy-
ktady rozwinie¢ podstawowych funkcji elementarnych.

Pytanie 41. Sformutuj twierdzenie zwane reguta de I’'Hospitala. Udowodnij wybranag wersje.
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Pytanie 42. Podaj definicje funkcji pierwotnej. Omoéw metody poszukiwania funkecji pierwotnej
(calkowanie przez czesci, catkowanie przez podstawienie).

Pytanie 43. Sformutuj definicje catki Riemanna z funkcji ograniczonej na odcinku domknietym.
Podaj przyktady funkcji catkowalnych i niecatkowalnych.

Pytanie 44. Sformutuj i udowodnij kryterium catkowalnosci w sesie Riemanna z funkcji ograniczonej
na odcinku domknietym. Podaj przyktady funkcji catkowalnych i niecatkowalnych.

Pytanie 45. Sformuluj i udowodnij Podstawowe Twierdzenie Rachunku Rézniczkowego i Catkowego.
Pytanie 46. Sformutuj i udowodnij twierdzenie o wartosci $redniej dla calki Riemanna.
Pytanie 47. Udowodnij, ze funkcje ciagle sa catkowalne w sensie Riemanna.

Pytanie 48. Sformutuj i udowodnij twierdzenia o catkowaniu przez czesci i podstawienie dla catki
Riemanna. Przedyskutuj istotnos¢ zatozen.

Pytanie 49. Postugujac sie pojeciem caltki Riemanna podaj definicje i wykaz podstawowe wlasnosci
funkcji logarytm.

Pytanie 50. Na przykladzie catki Dirichleta oméw pojecia warunkowej i bezwzglednej zbieznosci
calki Riemanna.

Lista bedzie uzupetniania.



