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Zadanie 1
a) E(x) = = — {x}, gdzie {z} € [0,1[. Stad mozna napisaé, x +y =
E(x)+E(y) +{z} + {y}. Ale {z}+ {y} <2 wiec E(x + y) moze by¢ réwne
albo E(z) + E(y) albo E(x) + E(y) + 1 (w zaleznosci od tego, jakie sa {x}
i {y}). Wnioskujemy wiec, ze 0 < E(x +y) — E(z) — E(y) < 1.
b) E(2E(nz)) = a € Z & % = a+b, gdzie b € {0,1,.., =1} &
E(nx) = an +bn < nr = an +bn + ¢, gdzie c € [0,1]. Stad x =a +b+ 3,
gdzie £ +be {£,ctl  cn=ly o B(z) =a.
c) Wyrazy sumy ZZ;(l) E(x + %) moga w ogolnosci przyjmowaé tylko dwie
wartosci: E(z) i E(z) + 1.
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i wyrazéw réwnych E(z) n — i wyrazéw réwnych E(z) + 1

Skladniki sumy sa réwne E(z) dla k takich, ze {z + £} = {z} + & < 1.
Jedli wiec i-ty wyraz jest ostatnim spelniajacym ta nieréwnosé, to i jest naj-
wieksza liczba catkowtiy taka, ze {z} + L < 1 & i <n+1—n{z}. Stad
i=FEn+1—n{z}). Jesli z € Z to i = n i tozsamos¢ przyjmuje postac
nE(x) = E(nx) ktéra jest oczywiscie prawdziwa. Dla z ¢ Z zauwazmy, ze
n{z} jest dodatnia liczba rzeczywista, wigc i = F(n+ 1 —n{z})=n+1—
E(n{z})—1=n—E(n{z}). Znajac i mozemy zapisa¢ lewa strone w postaci
s E(z+%) = iB(z)+(n—i)(E(z)+1) = nE(z)+E(n{z}). Prawa strona
wynosi E(nx) = E(n(E(x)+{z})) = E(nE(z)+n{x}) = nE(x)+ E(n{z}).
L=P. cnd

d) Tozsamosé nie jest prawdziwa dla x < 0, wystarczy podstawié¢ x = —3, 5,
zeby sie o tym przekonaé. Zalézmy wiec, ze z > 0.

1) Zastanéwmy sie, jak zmienia sie lewa strona w miare jak rosnie x (od 0



do nieskoriczonosci). Sktadnik sumy (57 + %) ma warto$¢ 0 na przedziale

[0,2"~ 1], ma wartoéé 1 na przedziale [2771,3 - 2771 itd. Innymi stowy, wy-
raz E(3% + %) zmienia swoja warto$¢ dla z = a - 2"7!, gdzie a - liczba
nieparzysta. Wida¢ wigc, ze cala suma zmienia swoja warto$¢ tylko wtedy,
kiedy = przyjmuje warto$¢ naturalna, tak samo jak wyrazenie po prawej
stronie. Stad wniosek, ze jesli tozsamo$¢ jest prawdziwa dla liczb natural-
nych, to jest takze prawdziwa dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych.
2) Dowodzimy tozsamosci dla z € N, indukcja. Dla x = 0 tozsamosé jest
prawdziwa. Zaldézmy, Ze jest prawda réwniez dla k. Dla k 4+ 1 po prawej
stronie mamy E(k + 1) = E(k)+ 1. Dla 2 = k+ 1 = b- 2! (b- nieparzyste)
zwieksza sie tylko i wylacznie [ + 1-wszy wyraz. Przy przejéciu z k do k + 1
obie strony zwiekszyly sie o 1 - tozsamo$¢ jest prawdziwa. W dowodzie za-
lozylidmy, ze N jest dostatecznie duze. Aby tozsamo$é byla prawdziwa dla
x, gdzie E(x) = ¢- 2™ (c - nieparzyste) , N musi spelnia¢ N > ng + 1.

Zadanie 2
Indukcja. Dlan = 2mamy (b}, b5) = (ba, b1) wiec Y p_q arby > > j—q aib), <
(be —b1)(ag —aq) > 0. Teza dla n = 2 jest wiec prawdziwa. Dla n+ 1 mamy

n+1 n n
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Z apby, = Z apbr + ant1bnt1 > Z akbk + angnH
k=1 k=1 k=1

Oczywiscie ap41bnt1 > al, 41bny1 zatem z prawdziwosci tezy dla n, wynika
jej prawdziwosé dla n + 1.

Zadanie 4
Rozwazmy ciag a, = V/n+ 1. Zbadajmy jego monotonicznosé. Dla n > 2
1
n _ (n+1)m " -1 1 n—1 ., , .
mamy a:+1 =1 (a:H)” = ~(n+1) = . Z nieréwnoséci Bernoul-
liego (#L)"fl < %(1 +n —1) = 1. Stad wniosek, ze réwniez aiL <1

Ostatecznie, **¥/10000 > '**4/10001.



