EGZAMIN Z ANALIZY IIR

INSTRUKCJA OBSLUGI. Za kazde zadanie mozna dosta¢ 4 punkty. Rozwiazanie kazdego zadania
nalezy napisa¢ na osobnej kartce starannie i czytelnie. W naglowku rozwiazania nalezy umiescié¢
numer zadania, imie i nazwisko oraz nazwisko prowadzacego ¢wiczenia.

Zadanie 1. Wyznacz jawny wzor na funkcje

F(a) = / 1ocosaz o= gy, a € [0, +o0].
0

Zadanie 2. Znalez¢ rozwiazanie og6lne rownania

4 |z 2 1] [z et
@ |y = + :
Y 1 2]y 0
Zadanie 3. Znalez¢ wymiary stozka obrotowego o catkowitym polu powierzchni rownym S, ktory

ma najwieksza objetosé.

Zadanie 4. W przestrzeni X funkcji ciaglych na odcinku [0,1] o wartosciach rzeczywistych
wprowadzamy norme wzorem || f|| = sup |f(t)|. Znalez¢ wzor na pochodna kierunkows V,F(f)

)

odwzorowania F': X — X
(F)O = [ f6Pds,  feX e
0

oraz zbadaé¢ rézniczkowalnosé tego odwzorowania.

Zadanie 5. Obliczy¢ moment bezwtadnosci wzgledem osi OY plaskiej plytki o gestosci powierzch-
niowej p = 1 i ksztalcie
A={(z,y) e R?|z% +y% <R}
dla pewnej statej R > 0.
Wskazoéwka: wprowadzi¢ na R? \ {(t, 0) ‘t > 0} wspotrzedne (p, 1) €]0, 0] x |0, 27| takie, ze

x = Rpcos® 1,
y = Rpsin®
i zapisa¢ odpowiednig catke w tych wspotrzednych.

Data: 21 czerwca 2016 r.
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ROzZwWIAZANIA

Zadanie 1. Dla potrzeb zadania mozemy zawezi¢ przedzial zmiennosci a do [0, A] dla pewnego
A>0.
Funkcja F jest ciagla, gdyz
e funkcja podcatkowa f: [0, A] x [0, +00[— R
l—cosazx e % >0
a,x) = x ’
s {, o0

jest ciagta,
e catka

fla) = 7]”(&,%) dx
0

jest zbiezna jednostajnie. Aby to udowodni¢ rozwazmy rozbicie przedziatu calkowania:

7f(a,a:) dr = /1f(a,x) dx—|—70f(a,m) dz.
0 0 1

Druga calka jest zbiezna jednostajnie na mocy kryterium Weierstrassa: dla x > 1 mamy
|f(z,a)] <277,
a pilerwsza takze, bo f(a,-) zalezy w sposob ciagly od a: dla a,a’ €]0, 4]
l—cosaz ,—T __ kcosa’xe—x’ < e ”

e
T T T

|cos(ax) — cos(a'z)|

< 27 [sin (o) g

<leTla+dlla—d| < Ae "|a—d|,

(bo |sing(0b:c)| _ blsir;(;r)l < b), cayli
[£a,) = £ )] 0.

Podobnie
li =0
lim f(a, )
jednostajnie wzgledem z € [0, 1].
Funkcja f jest rozniczkowalna po a dla wszystkich z i mamy

%(ao7 x) = e “sinapx.

oo
Jest jasne, ze calka [ %(ao,x) dx jest zbiezna jednostajnie (ponownie kryterium Weierstrassa).
0

Oznacza to, ze funkcja F' jest rozniczkowalna na ]0, Af i

o0

F/(a()) _ / g%(am .’IJ) do = e~ * sin(agx)+ap cos(apx)

oo = 288
ag+1 +o00

7.
a0+1

0
Stad

F(a) = / =5 da = }log(a® +1) + C.
Stala C' wyznaczamy zauwazajac, ze 11{‘%F(a) =0i
lim 3 log(a® + 1) =
lim 3 og(a®+1) =0,

co daje C = 0. Odpowiedz: F(a) =log+va? + 1. O
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Zadanie 2. Niech A = [ } . Rozwiazaniem ogélnym réwnania jednorodnego

1 2
d |T x
o =A .
“ M M
[
y(t) Yo
Diagonalizujemy A: mamy det(A — A1) = A2 — 4\ + 3 = (A — 3)(A — 1). Dalej

st - 31) < ter[ 51 4] = { 1]}
a1 =ter ] = {[ 1]}

jest trajektoria

oraz
Stad

jest baza diagonalizujaca. Mamy

czyli

R A N

A== {—1 1o 1t =1

ofd _ 1 -1 —1][e* o] 1 1 2 cosht sinht
2|1-1 1 0 e |1 -1 sinht cosht|’
Otrzymalismy R.O.R.J.:

z(t)| o2t cosht sinht| [z
yt)| sinht cosht| |yo|’

Teraz stosujemy metode uzmienniania statych: przyjmujemy

(0] = e o] [t
|

Stad

)
co po wstawieniu do réwnania niejednorodnego daje
o2t
E

zo(t)| o2t cosht —sinht
yo(t)| —sinht  cosht

Rozwigzujemy réwnania
Zo(t) = cosht,
Yo(t) = —sinht
1 otrzymujemy
xo(t) = sinht + Cy,
Yyo(t) = — cosht + Cs.
Odpowiedz: rozwiazaniem ogblnym réwnania niejednorodnego jest

[Jc(t)] Y [cosht sinht] [ sinh ¢ } Y [cosht sinht} {C’l}

y(t) sinht cosht| |—cosht sinht cosht| |Cy

10 e cosht sinht| [C4
T —e?t sinht cosht| |Cy|"
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Zadanie 4. Dla ustalonych f,h € X ie € R\ {0} mamy
t t

/(f(s) +eh(s))’ ds — /f(s)2ds)

! 0
(

S(F(f+en) = F(N))(t) =2

=1 /t(f(s)2 +2ef(s)h(s) +€°h(s)?) ds — /tf(s)2 ds)
0 0
= i(%o/f(s)h(s) cls—l—a€20/fL(s)2 ds)

0
gdzie L¢: X — X jest odwzorowaniem liniowym
t
(Lsh)(e) =2 [ £(s)hs)ds,
0
ktore jest ewidentnie ciagle:

(L) ()] < 2/\f<s>|!h<s>| ds < 2/|f(8)|!h(8)| ds < 2| f]1A].
0 0

Tak wice £ (F(f 4+ ¢h) — F(f)) — Lyh = eF(h). Teraz dla kazdego t € [0, 1]
t 1
@) < [ ns7ds < [ his)?ds < P
0 0
a stad
IE(E (S +2h) = F()) = Leh|| < ellk]* — 0,
czyli
lim 2(F(f +¢h) = F(f)) = L¢h
w X. Oznacza to, ze V,F(f) = Lyh.
Aby wykazaé, ze F' jest rozniczkowalne mozemy albo
e latwo sprawdzi¢, ze F(f + h) — F(f) — Lyh jest mala wyzszego rzedu niz h
lub
e skorzystaé¢ z twierdzenia, ze jesli staba pochodna zalezy w sposéb ciagly od punktu, to
odwzorowanie jest klasy C*.
Wybierajac drugi sposoéb sprawdzamy, ze
HLfl - szH < 2||f1 - f2||a
jako ze
t ¢ 1
‘2/f1(3)h(8) - 2/f2(5)h(5) < 2/|f1(5) = f2(s)||n(s)] ds < 2| f1 = fall[|A])-

0 0 0
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Zadanie 5. Niech ®: 10, +oo x ]0,2r[ — R\ {(£,0) [t > 0}

®(p, ) = (Rpcos® ¥, Rpsin® ).

Wtedy @~ 1(A) = {(p,¥)|p €]0,1], ¥ €]0,2x[}.
Dla dowolnej mierzalnej funkcji f na A mamy

£(@(p,0)|det ¥/ (p,0)] dpdes = [ f(a.9) dod.
3-1(4) A
Szukany moment bezwladnosci wyraza sie¢ calka po prawej stronie dla f(x,y) = 22, natomiast
, R cos®y  —3Rpsin) cos?
®(p, ) = [Rsin3 ¥ 3Rpcosisin® i
wiec
, _ Rcos®y) —3Rpsincos? )
det @'(p, ) = det {R sin®y  3Rpcosisin’ e

3.0 2
— 3Rpdet {R cos® 1 —sinep cos 1/)}

Rsin®¢y  costsin?y
3 : 2

op2 cos® 1 —sin cos” P

= 3R%pdet [sin3 ¥ costsin® }

ap2 5 cos Y —sinvy
= 3R%pcos™ ¢ det {Sin3 Y costpsin® 1/)]

 ap2 2, .9 cosyp —siny| 9 2, . 9
= 3R*pcos” ¢ sin” ¢ det {Simﬁ cosw} = 3R*pcos” ¢ sin” 9.
Stad
2 1
/ 22 dady = / dyp / dp R%p? cos® ¢ - 3R?p cos? 1 sin? 1)
A 0
2m 1

=3R* / dyp / dp p? cos® i sin® 1)

(=)

3R4 < p dp> ( cos8 (1 — cos? 1) d¢>
27
( cos® o dip 104 dz/;)
[
3R* < cosSpdip — | costOqp dzb)
fostvao- |

- g3 - ) = smg e

_ _pd 3357  _ _p4_ 337  _ _pd 63
=7R =7TR 5557685 = TR 1555




