FAQ ANALIZA R® - ZADANIA

Calki
wersja wstepna — uwaga na bledy !!!

Funkcje pierwotne

Zadanie 1. Rozgrzewka. Obliczy¢ calki nieoznaczone, tzn znalezé¢ funkcje pierwotne. W nawiasach wymienione sg
narzedzia jakie moga by¢ potrzebne przy rozwiazywaniu

(a) /(gc2 — 2z 4 3)e” dx (catkowanie przez czesci lub zgadywanie);
(b) /sin?’xdz (podstawienie);

(c) [ sin®zcos® zdx (suma Fouriera);

(d) / arcsin (1&1) dz (catkowanie przez czesci, podstawienie);

(e) z73 log(1 + /z) dz (catkowanie przez czesci, podstawienie, albo podstawienie i po drodze utamki proste...)

Zadanie 2. Calkowanie funkcji wymiernych: rozkladamy na utamki proste postaci

A Az + B
(x —a)k’ (22 +a?)F

Trudniejsze jest tylko catkowanie wyrazen z wielomianem kwadratowym w wyzszej potedze w mianowniku

20t — 22 41
(a)/udx;

4222 44
(d)/wd%

Zadanie 3. Funkcje wymierne od trygonometrycznych:

1+ s
(a) / _ Lsime
sinz(1 + cos x)
1
b —Fd
()/Sinxsin2x .

()/ 2tanz + 3 d
c ——————du;
sin?z + 2cos? x

Zadanie 4. podstawienia trygonometryczne i hiperboliczne dla catek z pierwiastkami. Gdy funkcja podcatkowa ma
posta¢ f(x) = R(z, vax? + bx + ¢) mozna sprobowac pozby¢ sie pierwiastka stosujac podstawienia trygonometryczne
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lub hiperboliczne. Obliczcie ponizsze catki uzywajac wskazanych podstawien i zastandwcie sie w jaki sposéb powinno
sie decydowacé, ktoérego z podstawien mozna i warto uzy¢ w konkretnym przypadku:

dx
/ x =btant, dwa przypadki 0 <a <b, 0<b<a;
(22 4+ a?)Va? + b?
dx
PR PR v tant
catka jak wyzej, x4+ 1 =sinht;

/1 dx it
— T = sint.
0 5+3vV1—2a2

Jako zadanie dodatkowe prosze zapisa¢ funkcje odwrotne do sinh i cosh z uzyciem logarytmow.

Zadanie 5. Obliczy¢ catki nieoznaczone:

(1) / (% — 2z + 3)e"dz  (2) / sin® x da (3) / Vr(logz)?dx
(4) / arcsin E dz  (5) / 2% log(1 + vz)dz  (6) / bgﬁiflx‘dx
O [z 07 [ o [

(10) /M: (11) /taandx (12) / (z 4+ 1)dx

zt 41 (242 +2)(2? 4+ 4z +5)
(13) /%arcsinxdx (14) \/% (15) /N%
1 [ an A a9 [ 50
(19) / Ciixm (20) / sin(log z)dz (11) / %
o [ e [R [,
® [smm ® [res O o
(28) / M;lz_iﬁ (29) / Ve 4 2ev + A dax

Calki oznaczone
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Zadanie 6. Obliczy¢ ponizsze calki oznaczone

arctan /z /2 dx
1 2 —dl R
S /0 1+z\fdx @ /0 1+tanpxdape
2+ /2 dx
dz 4 e
/ 2-x @ 1 23Vr? +1
log 2
T S— r—1d
(5) /03+2005a: (6) /0 ¢ o
- /71' Sinnmdx neN ®) /431 dr
o sinz o (I+z)V1+a2

(11) /Olmd:c (12) /Wdiﬂ

" d
(13) / -
o l+42sinz(sinz + cosx)

(14) / cos™ z cosnx dx
0

Zadanie 7. Podstawienie Eulera stuza do znajdowania funkcji pierwotnych do funkcji postaci

f(z) = R(z,Vaz? + bz + ¢),

gdzie R jest wymierng funkcja dwdch zmiennych. Chodzi o to, zeby funkcje zawierajaca pierwiastek sprowadzi¢ do
funkcji wymiernej. Jesli oznaczymy y := vax? + bz + ¢ sprowadza sie to do sparametryzowania fragmentu krzywej

x> (x,Vaz? + bx + c) € R?

dla y > 0 parametrem ¢ w taki sposob, aby x(t) i y(¢) byly wymierne.
(1) PIERWSZE PODSTAWIENIE EULERA dziala gdy a > 0, podstawiamy y = /ax + t. Wyznaczamy z(t), y(¢) i
dx = o' (t)dt;
(2) DRUGIE PODSTAWIENIE EULERA dziata gdy ¢ > 0, podstawiamy y = tx + 1/c;
(3) TRZECIE PODSTAWIENIE EULERA dziala gdy tatwo jest wybra¢ punkt (z¢, o) na krzywej, yo = v/az? + bxo + ¢,
podstawiamy y — yo = t(x — x¢). Prowadzac rachunki warto zapisa¢ y? w potegach x — x¢ zamiast .
Zadanie polega na obliczeniu trzema sposobami calki nieoznaczonej

dx .. .. . /1 dx
———— oraz jej wersji oznaczone e
/x+\/a:2—;v+l 9 ) ! 0o r+Vri—ax+1

Zadanie 8. Wyrazi¢ F,,11(x) przez F,(x), jesli:
(a) F,(z):= f(wgt—il) dx;

(
(b) Fu(x) == [ sty (wyliczy¢ Fy(z));
(C) Fn(x) = fﬁ;gz: p ER;
(d) Fp(z):= [aP e dz, p € [0,1];
() Fp(x):= fm (wyprowadzié wzor na F,(z)).
Zadanie 9. Znalez¢ wzor rekurencyjny, wyrazajacy Fyio(x) przez F,(x), jesli:
(a) Fo(z):= [cos" xdz;
(b) Fn(l') fsln :v;
(c) Fp(z) = [ % (znalezé wzory na Fop(x) 1 Fopy1(x));
— dx_.
(@) Fale) i= [ 2ot
(e) Fo(z):= [a"coszdx.



4 FAQ ANALIZA R®© - ZADANIA

Zadania rézne

Zadanie 10. Dla k € Z oznaczmy cj, := foa x¥ cos z dx, gdzie a := 5. Wykazac, ze:
)k 2k

(a) c2n = (=1)"(20)! Sy S
(b) eangr = (~1)" <2n+1>.(zk o St —1);
(C) _ k< kla®
)

= k+1)(k+2) aF T S era)D

k2
(d) limg o0 ek =a = 5.

Zadanie 11. Dowiesc¢, ze jesli funkcja f : R — R jest ciagla oraz spelnia warunek Vz € R : me f(t)dt = 0, to jest
okresowa.

Zadanie 12. Niech f : [0,00] — R bedzie funkcja ciagla. Wykaza¢, ze funkeja f : [0,00] — R, zadana wzorami
f0) := £(0), f(z) := %f f(t)dt dla = > 0, tez jest ciagla, przy czym jesli f jest niemalejaca, to f jest takze

niemalejaca.
Zadanie 13. Wykazad¢, ze jesli f : [a,b] — R jest rozniczkowalna, to

b
3eelad]: [ fa)dn=b-a)f@)+ 50— ©).

Zadanie 14. Niech dane f :[a,b] = Rin e N.
(a) Poda¢ interpretacje (pole wielokgta ograniczonego tamang . ..) wielkosci

n—1
b—a a)+2f(a+:(b—a)>+;f(b)].
k=1

Sn(f) =

(b) Dowiesé, ze
b

lim n Sn(f)f/f(ac)dac =0

n—oo
a

dla f € Ct[a,b]. Wywnioskowa¢ stad, ze
log 2 1 1 1 . 1
LT FL n+2 on L

T n n n _)1
n _— J— S S — -
4 n24+12 n2422 n2 + n? 4

Zadanie 15. Rozwazajac sumy Riemanna odpowiednio dobranej caltki wykazac, ze:
1 s

(a) lim, oo n Y pey e = 5

(b) Timyoo (k7 + by oo+ 45 ) =logh dla2 <k e N
k

() limy o0 Shoy 27 = 1ok

Zadanie 16. Dla ustalonych 0 < a < b niech H, i G,, oznaczaja, odpowiednio, §rednig harmoniczng i geometryczng
zn+1liczb a+ £(b—a), k € 0,n. Wykazaé¢, ze

1
b— 1 /b7 e b
Vab< lim Hy, = ——— 2 < lim Gn:(> <ot
n—o00 e

logb —loga ~— n—oo a® 2

Zadanie 17. Dowies¢, ze jesli funkcja f : [a,b] — R jest (stabo) rosnaca, to jest calkowalna w sensie Riemanna na
[a, b].

Zadanie 18. Dowies¢, ze jesli funkcja f : [a,b] — R jest ciagla i nieujemna, to lim, o { f:(f(x))"dx = sup f([a, ]).
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Zadanie 19. Niech f(z) := e2® Jo e 2 dt dla x € R. Dowies¢, ze:

(a) Dla n € N zachodzi wzor f(z) = ,_, % + rn(2), gdzie r,(z) := (2n 7 fo 2ne=3t" gy

2k1

(b) lim;, oo rn(x) = 0 dla z € R, skad wynika wzor f(z) => 7, oL
Calki niewlasciwe

Zadanie 20. Zbada¢ (w zaleznosci od p, ¢ € R) zbieznos¢ calki niewlasciwej:

1 1/ g 1 d
/ (1—=x)Pe ~roEw d (b) / T (c) / ’
0 o aP|log x| o [log(l—x)[P[logx|e

1 [eS) : o]
cos P (o) / arctan(sin z) i (f) / (1+pcosx)dx
-1 0 ™

(5+4cosx)x
o0 o0 . 9 d o0 d
/ —x Sln Idl‘ (h) / e*m sinT T €T (i) / € —
0 z+1 o 1+aPsin“z

o [a-ehE W /Olsm(xp)das o [T,

X

sin z dx

0 Va2+sin’z

Zadanie 21. Wykazaé¢ zbieznosé¢ i wyliczyé catke niewlasciwa:

(x4 1)dx (b) /Oo(li 1 ) dx (© /°° el//logz g,
(z2 4+1)3//2 z2+1 1

/ rz er*—1

(1 -2+ zlogz)dx * log x dx * a"dx
e I
0 0 0

(z+1)%(x—1)logz % 4 p?

> z"logxdx /Ooxlog?’:r ) /°° dx
h d i _
/0 (22 + p2)ntt ®) o xt+1 v ® o @3Vr2+1

> , > dx *  dx
' - Vag k / ——d 1 / —
0 [ e Vi W [ g 0 | =i
(m) /°° dx (n) /°° xtdx (o) /OO |z —1dx
0 623 +VaZ+1 o 28 +1 1 x+1a?

< dx
® [ =

Zadanie 22. Dowies¢, ze jesli funkcja f : [0, 00[— [0,00] jest (stabo) malejaca, to catka [[°[f(E(x)) — f(x)]dx jest
zbiezna.

Rozwigzania

(1)
(1) e®(z* — 4 +7);

(2) —%(2—&—sin2 x) Cos T;

(3) 2 3/2(9log :1:71210g:c+8)
-V
1og 1+\f)

(4) (z+ 1)arcsin

(5) loga —2(1+ f
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n—1
1 Y 1
(©) 10— log1 — ] ~loglal + 3 )

xrarctanz + 1 )

7
@ arctanz —x
e
(8) arctanz + T8
V2, 2t —av2+41
9) ~log o odstawi¢ t = z + ;
© x2+x\f p .
1
10) — arctan , podstawi¢ t = z — L;
(10) 7 x\[ p E
(11) tanz — a; (12) 247 VT arctan (2%1) — Larctan(z + 2);
1 1—+v1—22
(13) — arcsinx+long (14) 2 arcsin(z 3/2),
2 1+ an
(15) ——1log s giz ; (16) 2 arccos(z~™/?);
n "

1
(17) ilog(:r +V1+at);

1 2z —1 1 1
—arctan | ——— | + = log(z? —x + 1) — = log(z + 1);
g anctan (22 ) 4 G )~ 3 log(a + 1)
ztan z + log cos x;

g(sin log x — coslog x);
1
1 log |2 tan? 2z — 1|;
1 2
(22) E arcsin(\/;sin x);
1
(23) g log(2 + sin? x) — 5 sin? z;
no_k
e "
(24) —e Z K
" 15z 3(833 —dz + 5)@;
(26) © — V2?2 +x+ 3 log(l 122+ 222 + 2);
1 1
(27) 3 log(1 + 2/ — 2?) — 3 arcsin(1 — 2z);
x+2vx — 2 V=22

4
(28) —= arctan —————=—— — 2arctan ——— (zast. 3. podst. E.);

V3 /3 T

29) g — 2z +2log(2q — €* — 4) +log(q + € + 1), gdzie q := ve2* + 2e® + 4.
g

(a) Fnii() = 2;”11)n + ZELF, ();

(b) Fat1(z) = ggiyrye + Fal®), Fa(w) = log A3ls + Selbell

(€) Fpyi(z) = nﬁ’;z + 2 g,

(d) Foy1(w) = 71 (Fa(z) — a~);

(©) Fup1() = — 5k — Fu(e), Fulw) = (~1)"log 1 + 1] + Ypot C5°

— CoS +

(a) Frio(x) = %4’2 cos" T wsina + %Fn(m),
E {17) T (n+ ) sinn g

i En(@);

1kl

(©) Fura(a) = ~ s — Fule), Fan(@) = (~D)* aretans — T, gz

k ( 1)k l
Dol 3

(@) Fupse) = 25 (@ Ve 41— (n + 1)F, (2));

Fopqai(z) = (-1

||

241
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(e) Foio(z) = 2" (zsine + (n+2)cosz) — (n+2)(n + 1)F,(x).
(13) Wyrazi¢ wzorem Taylora F(b) — F(a) dla F(z) := [ f(¢

k
(15) (c) Sprawdzic, z nzfl 2 " dla 2 <k <n.
k

(16)1%” ilog G, sa sumami Riemanna dla catek fol a+zd(”£_a) — log g:z‘)g“ i fol log (a +x(b—a))de = —1+%.

(17) Jesli S*(f,P) i S«(f,P) oznaczaja gorna i dolng sume Riemanna odpow. podziatowi P = {a = ¢y < 71 <
< an =0}, 100 < S(f,P) = Su(f,P) = ooy (@ — wr1)(f(x) — flar-1)) < 6(P) 34y (f(zk) — flap-1)) =

8(P)(f(b) — f(a)), co dazy do 0 przy §(P) := supy (v — xx—1) — 0.

(18) Dla dowolnego 0 < K < M := sup f([a,b]) zbior f~1(]K,o00]) jest # 0 i otwarty w [a,b], wiec f(z) > K na

pewnym # () przedziale P C [a,b]; zatem (b — a)M™ < fb fm < |P|- K™, skad ...

(19) (a) Indukeja, (b) [rn(2)| < oy /f),,\fo 2rdt] = 2 5er 2,

(20) Wskazowki:

(a) log[(1 —a)f(2)] = a7 [(p + 1) log(1 — z) logz — 1];
podst. z = e~

lim, .o W =1, lim,_,;_ lllogfl = 1; skorzystaé z (b);

)

(c)

(d; hmx_)l_ % = ]., hmx_>_1+ % = 1,
)

(e) kr. Dirichleta;
) gp = ;’2’% jest okresowa, i fo% gp(@)dz = F(2 — p), wiec [ —”iz)da: jest zb. (kr. Dirichleta), za$ —g”i_m) =
5p—4 92(I)+2 p. 1.
6 6 )
(g) f(n - dI > f07r e—nﬂ'sinzxdm — fTr/Q > 2fﬂ/4 > 2]““’/4 e 2T — %(1 _ e—nﬂ'/?)’ bo Sil’lQJ,‘ < %.’E

na [0, h
(h) a, = fi:ﬂ)ﬂ flx)de < = (;r//Q —nwsin® @, < 2 [ e~ 4wt /7y — Cn=3/2 gdzie C := # I e~ dt;
(i) o(r):= 077 Hiﬁ = \/ﬁ’ wtedy f nH)ﬂ f(z)dz € [epi1, cnl, gdzie ¢, = p((nm)P) = Cn=?//2 dla p > 0;
(G) p> 0= lim, .o Lff)l =1, p < 0= podst. t =z daje (—) [7 st gy
(k) p > 0 = podst. t = aP daje %floo @dt; p < 0= lim, e z,ﬁ*) = 1; (m) spr. ze [;°(f(z)
bezwzgl. zb.

_ sinm)
T

dx jest

(20) Rozwiazania

(a) rozb.Vp € R (b) zb. <= (p<1)lub (p=1,¢>1) (c)zb. <= p<l,g<1
(d) zb. < |¢l<1+p (e) zb. (f) zb. <= p=2

(g) rozb. (h) zb. (i) zb. <= p>2
(j)zb. <= 0<p<l (k)zb. <= p#0 (1) zb. <= p#0
(m) 7b

(21) Wskazowki:
(b) limgo f(z) = %, limys— oo (2? + 1) f(2) = 1, limy_yo0(@® + 1) f(z) = 0, skad wynika zbieznos¢; podst. = = —y

x

daje I = [ (s — 1):8%, wice ...

(c) podst. t = loé$ (zal. rosnaca, dx—”” = %(1 + \/t;ﬁ)dt) daje sume dwoch zb. calek, z ktorych jedna jest
= 0;
(e) podstawi¢ x = 7 i poréwnac z wyjSciowa postacia I;
g+l _gn—t

(f) podst. x = ta(g) spr. wzor 4nf, (x) — (n —1)f, _o(x) = %W;

(h) podst. z = p daje [ = —1+.

(1) podst z=1; (i) 2. podst. E;

1) = +1—(ac +1) - (V22)%
(m) oy =

)

. podst. E.: 2+ V22 +1 = ¢, nastepnie u = t* daje [ = [;* %, (o) podst. = = 1 daje (!)

_ (142~ °)dx . . 1 _ .
=3 fo W, wigc mozna podst. z — = = u;

(n

N A
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(p) podst. t = /%=L

x+1"°
(21) Rozwigzania
(a) 2
() 1=3:
(c) %;
(e) 57;r
— —2k— —1)u
(8) Lpy1=27" 1#!1)”, Iy, =272k 17T(2(];k)1l? R
(h) |p|=" "1, log |p|, gdzie I, jest z (g);
(i) 0;
() % — 2log(V2+1);
(k) nl;
1) 37
(m) 32
(n) 37(37 +log 3);
() 5/1- 5
(p) %2— 1
(a) 373



