
FAQ ANALIZA R c© � ZADANIA

Caªki
wersja wst¦pna � uwaga na bª¦dy !!!

Funkcje pierwotne

Zadanie 1. Rozgrzewka. Obliczy¢ caªki nieoznaczone, tzn znale¹¢ funkcje pierwotne. W nawiasach wymienione s¡
narz¦dzia jakie mog¡ by¢ potrzebne przy rozwi¡zywaniu

(a)

∫
(x2 − 2x+ 3)ex dx (caªkowanie przez cz¦±ci lub zgadywanie);

(b)

∫
sin3 x dx (podstawienie);

(c)

∫
sin2 x cos4 x dx (suma Fouriera);

(d)

∫
arcsin

(
x

x+ 1

)
dx (caªkowanie przez cz¦±ci, podstawienie);

(e)

∫
x−

3
2 log(1 +

√
x) dx (caªkowanie przez cz¦±ci, podstawienie, albo podstawienie i po drodze uªamki proste...)

Zadanie 2. Caªkowanie funkcji wymiernych: rozkªadamy na uªamki proste postaci

A

(x− a)k
,

Ax+B

(x2 + a2)k
.

Trudniejsze jest tylko caªkowanie wyra»e« z wielomianem kwadratowym w wy»szej pot¦dze w mianowniku

(a)

∫
2x4 − x2 + 1

x3 − x
dx;

(b)

∫
(x− 1)2

(x+ 1)3(x− 4)
dx;

(c)

∫
1

x4 − 1
dx;

(d)

∫
x4 + 2x2 + 4

(1 + x2)3
dx;

(e)

∫
3x+ 1

x(1 + x2)2
dx;

Zadanie 3. Funkcje wymierne od trygonometrycznych:

(a)

∫
1 + sinx

sinx(1 + cosx)
dx;

(b)

∫
1

sinx sin 2x
dx;

(c)

∫
2 tanx+ 3

sin2 x+ 2 cos2 x
dx;

Zadanie 4. podstawienia trygonometryczne i hiperboliczne dla caªek z pierwiastkami. Gdy funkcja podcaªkowa ma
posta¢ f(x) = R(x,

√
ax2 + bx+ c) mo»na spróbowa¢ pozby¢ si¦ pierwiastka stosuj¡c podstawienia trygonometryczne
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lub hiperboliczne. Obliczcie poni»sze caªki u»ywaj¡c wskazanych podstawie« i zastanówcie si¦ w jaki sposób powinno
si¦ decydowa¢, którego z podstawie« mozna i warto u»y¢ w konkretnym przypadku:

∫
dx

(x2 + a2)
√
x2 + b2

x = b tan t, dwa przypadki 0 < a < b, 0 < b < a;∫
dx

x2 + 2x+ 2
, x+ 1 = tan t;

caªka jak wy»ej, x+ 1 = sinh t;∫ 1

0

dx

5 + 3
√
1− x2

, x = sin t.

Jako zadanie dodatkowe prosz¦ zapisa¢ funkcje odwrotne do sinh i cosh z u»yciem logarytmów.

Zadanie 5. Obliczy¢ caªki nieoznaczone:

(1)

∫
(x2 − 2x+ 3)exdx (2)

∫
sin3 x dx (3)

∫ √
x(log x)2dx

(4)

∫
arcsin

√
x

1 + x
dx (5)

∫
x−

3
2 log(1 +

√
x)dx (6)

∫
log |1− x|
xn+1

dx

(7)

∫
(

x

arctanx
− 1)−2dx (8)

∫
x4dx

x2 + 1
(9)

∫
(x2 − 1)dx

x4 + 1

(10)

∫
(x2 + 1)dx

x4 + 1
(11)

∫
tan2 x dx (12)

∫
(x+ 1)dx

(x2 + x+ 2)(x2 + 4x+ 5)

(13)

∫
1

x2
arcsinx dx (14)

∫ √
x dx√
1− x3

(15)

∫
dx

x
√
xn + 1

(16)

∫
dx

x
√
xn − 1

(17)
x dx√
1 + x4

(18)

∫
x dx

x3 + 1

(19)

∫
x dx

cos2 x
(20)

∫
sin(log x)dx (11)

∫
tan 2x dx

2− 3 cos2 x

(22)

∫
cosx dx√
2 + cos 2x

(23)

∫
sinx cos3 x dx

2 + sin2 x
(24)

∫
e−x

xn

n!
dx

(25)

∫
dx

x3
√
x2 + x

(26)

∫
dx

1 + x+
√
x2 + x

(27)

∫
dx

x+
√
x− x2

(28)

∫
dx

1 +
√
x− x2

(29)

∫ √
e2x + 2ex + 4 dx

Caªki oznaczone
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Zadanie 6. Obliczy¢ poni»sze caªki oznaczone

(1)

∫ 1

0

arctan
√
x

(1 + x)
√
x
dx (2)

∫ π/2

0

dx

1 + tanp x
dla p ∈ R

(3)

∫ 1

0

√
2 + x

2− x
dx (4)

∫ 2

1

dx

x3
√
x2 + 1

(5)

∫ π

0

dx

3 + 2 cosx
(6)

∫ log 2

0

√
ex − 1 dx

(7)

∫ π

0

sinnx

sinx
dx, n ∈ N (8)

∫ 3
4

0

dx

(1 + x)
√
1 + x2

(9)

∫ b

a

(x− a)m(b− x)ndx, m, n ∈ N, a < b (10)

∫ 1

0

(1− x2)ndx, n ∈ N

(11)

∫ 1

0

√
1 + 4x2dx (12)

∫ π

−π

dx

1 + sin2 x

(13)

∫ π

0

dx

1 + 2 sinx(sinx+ cosx)
(14)

∫ π

0

cosn x cosnx dx

Zadanie 7. Podstawienie Eulera sªu»¡ do znajdowania funkcji pierwotnych do funkcji postaci

f(x) = R(x,
√
ax2 + bx+ c),

gdzie R jest wymiern¡ funkcj¡ dwóch zmiennych. Chodzi o to, »eby funkcj¦ zawieraj¡c¡ pierwiastek sprowadzi¢ do
funkcji wymiernej. Je±li oznaczymy y :=

√
ax2 + bx+ c sprowadza si¦ to do sparametryzowania fragmentu krzywej

x 7→ (x,
√
ax2 + bx+ c) ∈ R2

dla y > 0 parametrem t w taki sposób, aby x(t) i y(t) byªy wymierne.

(1) Pierwsze podstawienie Eulera dziaªa gdy a > 0, podstawiamy y =
√
ax + t. Wyznaczamy x(t), y(t) i

dx = x′(t)dt;
(2) Drugie podstawienie Eulera dziaªa gdy c > 0, podstawiamy y = tx+

√
c;

(3) Trzecie podstawienie Eulera dziaªa gdy ªatwo jest wybra¢ punkt (x0, y0) na krzywej, y0 =
√
ax20 + bx0 + c,

podstawiamy y − y0 = t(x− x0). Prowadz¡c rachunki warto zapisa¢ y2 w pot¦gach x− x0 zamiast x.

Zadanie polega na obliczeniu trzema sposobami caªki nieoznaczonej∫
dx

x+
√
x2 − x+ 1

oraz jej wersji oznaczonej

∫ 1

0

dx

x+
√
x2 − x+ 1

.

Zadanie 8. Wyrazi¢ Fn+1(x) przez Fn(x), je±li:

(a) Fn(x) :=
∫ (

x2

x2+1

)n
dx;

(b) Fn(x) :=
∫

dx
x(x2+1)n (wyliczy¢ F4(x));

(c) Fn(x) :=
∫

xp dx
logn x , p ∈ R;

(d) Fn(x) :=
∫
xp−nexdx, p ∈ [0, 1[ ;

(e) Fn(x) :=
∫

dx
xn(1+x) (wyprowadzi¢ wzór na Fn(x)).

Zadanie 9. Znale¹¢ wzór rekurencyjny, wyra»aj¡cy Fn+2(x) przez Fn(x), je±li:

(a) Fn(x) :=
∫
cosn x dx;

(b) Fn(x) :=
∫

dx
sinn x ;

(c) Fn(x) :=
∫

dx
xn(x2+1) (znale¹¢ wzory na F2k(x) i F2k+1(x));

(d) Fn(x) :=
∫

xn dx√
x2+1

;

(e) Fn(x) :=
∫
xn cosx dx.
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Zadania ró»ne

Zadanie 10. Dla k ∈ Z+ oznaczmy ck :=
∫ a
0
xk cosx dx, gdzie a := π

2 . Wykaza¢, »e:

(a) c2n = (−1)n(2n)!
∑n
k=0

(−1)ka2k
(2k)! ;

(b) c2n+1 = (−1)n(2n+ 1)!
(∑n

k=0
(−1)ka2k+1

(2k+1)! − 1
)
;

(c) 0 ≤ a
(k+1)(k+2) −

ck
ak+1 ≤ k!a3

(k+4)! ;

(d) limk→∞
k2

ak+1 ck = a = π
2 .

Zadanie 11. Dowie±¢, »e je±li funkcja f : R → R jest ci¡gªa oraz speªnia warunek ∀x ∈ R :
∫ x+1

x
f(t)dt = 0, to jest

okresowa.

Zadanie 12. Niech f : [0,∞[ → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Wykaza¢, »e funkcja f̂ : [0,∞[ → R, zadana wzorami

f̂(0) := f(0), f̂(x) := 1
x

∫ x
0
f(t)dt dla x > 0, te» jest ci¡gªa, przy czym je±li f jest niemalej¡ca, to f̂ jest tak»e

niemalej¡ca.

Zadanie 13. Wykaza¢, »e je±li f : [a, b]→ R jest ró»niczkowalna, to

∃ ξ ∈ ]a, b[ :

∫ b

a

f(x)dx = (b− a)f(a) + 1

2
(b− a)2f ′(ξ).

Zadanie 14. Niech dane f : [a, b]→ R i n ∈ N.
(a) Poda¢ interpretacj¦ (pole wielok¡ta ograniczonego ªaman¡ . . . ) wielko±ci

Sn(f) :=
b− a
n

[
1

2
f(a) +

n−1∑
k=1

f

(
a+

k

n
(b− a)

)
+

1

2
f(b)

]
.

(b) Dowie±¢, »e

lim
n→∞

n

Sn(f)− b∫
a

f(x)dx

 = 0

dla f ∈ C1[a, b]. Wywnioskowa¢ st¡d, »e

n

(
log 2− 1

n+ 1
− 1

n+ 2
− · · · − 1

2n

)
−→ 1

4
,

n

(
π

4
− n

n2 + 12
− n

n2 + 22
− · · · − n

n2 + n2

)
−→ 1

4
.

Zadanie 15. Rozwa»aj¡c sumy Riemanna odpowiednio dobranej caªki wykaza¢, »e:

(a) limn→∞ n
∑n
k=1

1
n2+k2 = π

4 ;

(b) limn→∞

(
1

n+1 + 1
n+2 + · · ·+ 1

kn

)
= log k dla 2 ≤ k ∈ N;

(c) limn→∞
∑n
k=1

2
k
n

n+ 1
k

= 1
log 2 .

Zadanie 16. Dla ustalonych 0 < a < b niech Hn i Gn oznaczaj¡, odpowiednio, ±redni¡ harmoniczn¡ i geometryczn¡
z n+ 1 liczb a+ k

n (b− a), k ∈ 0, n. Wykaza¢, »e

√
ab ≤ lim

n→∞
Hn =

b− a
log b− log a

≤ lim
n→∞

Gn =
1

e

(
bb

aa

) 1
b−a

≤ a+ b

2

Zadanie 17. Dowie±¢, »e je±li funkcja f : [a, b] → R jest (sªabo) rosn¡ca, to jest caªkowalna w sensie Riemanna na
[a, b].

Zadanie 18. Dowie±¢, »e je±li funkcja f : [a, b]→ R jest ci¡gªa i nieujemna, to limn→∞
n

√∫ b
a
(f(x))ndx = sup f([a, b]).
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Zadanie 19. Niech f(x) := e
1
2x

2 ∫ x
0
e−

1
2 t

2

dt dla x ∈ R. Dowie±¢, »e:

(a) Dla n ∈ N zachodzi wzór f(x) =
∑n
k=1

x2k−1

(2k−1)!! + rn(x), gdzie rn(x) :=
e
1
2
x2

(2n−1)!!
∫ x
0
t2ne−

1
2 t

2

dt;

(b) limn→∞ rn(x) = 0 dla x ∈ R, sk¡d wynika wzór f(x) =
∑∞
k=1

x2k−1

(2k−1)!! .

Caªki niewªa±ciwe

Zadanie 20. Zbada¢ (w zale»no±ci od p, q ∈ R) zbie»no±¢ caªki niewªa±ciwej:

(a)

∫ 1

0

(1− x)pe−
1

log x dx (b)

∫ 1/

0

dx

xp| log x|q
(c)

∫ 1

0

dx

| log(1− x)|p| log x|q

(d)

∫ 1

−1
(cos

π

2
x)p+qxdx (e)

∫ ∞
0

arctan(sinx)

x
dx (f)

∫ ∞
π

(1 + p cosx)dx

(5 + 4 cosx)x

(g)

∫ ∞
0

e−x sin2 xdx (h)

∫ ∞
0

e−x sin2 x dx

x+ 1
(i)

∫ ∞
0

dx

1 + xp sin2 x

(j)

∫ ∞
0

(1− e− 1
x )
dx

xp
(k)

∫ 1

0

sin(xp)

x
dx (l)

∫ ∞
1

sin(xp)

x
dx

(m)

∫ ∞
0

sinx dx√
x2 + sin2 x

Zadanie 21. Wykaza¢ zbie»no±¢ i wyliczy¢ caªk¦ niewªa±ciw¡:

(a)

∫ ∞
−∞

(x+ 1)dx

(x2 + 1)3//2
(b)

∫ ∞
−∞

(
1

x
− 1

ex − 1
)

dx

x2 + 1
(c)

∫ ∞
1

e1// log xdx

x2 + e2// log x

(d)

∫ ∞
0

(1− x+ x log x)dx

(x+ 1)2(x− 1) log x
(e)

∫ ∞
0

log x dx

x2 + p2
(f)

∫ ∞
0

xndx

(x2 + 1)n+1

(g)

∫ ∞
0

xn log x dx

(x2 + p2)n+1
(h)

∫ ∞
0

x log3 x

x4 + 1
dx (i)

∫ ∞
0

dx

x3
√
x2 + 1

(j)

∫ ∞
0

e−
n
√
xdx (k)

∫ ∞
0

dx

x4 + 1
dx (l)

∫ ∞
0

dx

(x2 + 1)2

(m)

∫ ∞
0

dx

6x3 +
√
x2 + 1

(n)

∫ ∞
0

x4dx

x8 + 1
(o)

∫ ∞
1

√
x− 1

x+ 1

dx

x2

(p)

∫ ∞
0

dx

x3 + 1

Zadanie 22. Dowie±¢, »e je±li funkcja f : [0,∞[→ [0,∞[ jest (sªabo) malej¡ca, to caªka
∫∞
0

[f(E(x)) − f(x)]dx jest
zbie»na.

Rozwi¡zania

(1)

(1) ex(x2 − 4x+ 7);

(2) −1

3
(2 + sin2 x) cosx;

(3)
2

27
x3/2(9 log2 x− 12 log x+ 8);

(4) (x+ 1) arcsin

√
x

1 + x
−
√
x;

(5) log x− 2(1 +
1√
x
) log(1 +

√
x);
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(6)
1

n
[(1− x−n) log |1− x| − log |x|+

n−1∑
k=1

1

kxk
];

(7)
x arctanx+ 1

arctanx− x
;

(8) arctanx+
x3

3
− x;

(9)

√
2

4
log

x2 − x
√
2 + 1

x2 + x
√
2 + 1

, podstawi¢ t = x+ 1
x ;

(10)
1√
2
arctan

x2 − 1

x
√
2

, podstawi¢ t = x− 1
x ;

(11) tanx− x; (12) 2
√
7

21 arctan
(

2x+1√
7

)
− 1

3 arctan(x+ 2);

(13) − 1

x
arcsinx+ log

1−
√
1− x2
|x|

; (14) 2
3 arcsin(x

3/2);

(15) − 2

n
log

1 +
√
xn + 1

xn/2
; (16) 2

n arccos(x−n/2);

(17)
1

2
log(x2 +

√
1 + x4);

(18)
1√
3
arctan

(
2x− 1√

3

)
+

1

6
log(x2 − x+ 1)− 1

3
log(x+ 1);

(19) x tanx+ log cosx;

(20)
x

2
(sin log x− cos log x);

(21)
1

4
log |2 tan2 2x− 1|;

(22)
1√
2
arcsin(

√
2

3
sinx);

(23)
3

2
log(2 + sin2 x)− 1

2
sin2 x;

(24) −e−x
n∑
k=0

xk

k!
;

(25) − 2

15x3
(8x2 − 4x+ 5)

√
x2 + x;

(26) x−
√
x2 + x+

1

2
log(1 + 2x+ 2

√
x2 + x);

(27)
1

2
log(1 + 2

√
x− x2)− 1

2
arcsin(1− 2x);

(28)
4√
3
arctan

x+ 2
√
x− x2

x
√
3

− 2 arctan

√
x− x2
x

(zast. 3. podst. E.);

(29) q − 2x+ 2 log(2q − ex − 4) + log(q + ex + 1), gdzie q :=
√
e2x + 2ex + 4.

(8)

(a) Fn+1(x) = − x2n+1

2n(x2+1)n + 2n+1
2n Fn(x);

(b) Fn+1(x) =
1

2n(x2+1)n + Fn(x), F4(x) = log |x|√
x2+1

+ 6x4+15x2+11
12(x2+1)3 ;

(c) Fn+1(x) = − xp+1

n logn x + p+1
n F(x);

(d) Fn+1(x) =
1

n−p (Fn(x)− x
p−n);

(e) Fn+1(x) = − 1
nxn − Fn(x), Fn(x) = (−1)n log |1 + 1

x | +
∑n−1
k=1

(−1)n−k

kxk .

(9)

(a) Fn+2(x) =
1

n+2 cos
n+1 x sinx+ n+1

n+2Fn(x);

(b) Fn+2(x) = − cos x
(n+1) sinn+1 x

+ n
n+1Fn(x);

(c) Fn+2(x) = − 1
(n+1)xn+1 − Fn(x), F2k(x) = (−1)k arctanx −

∑k
l=1

(−1)k−l

(2l−1)x2l−1 , F2k+1(x) = (−1)k log |x|√
x2+1

−∑k
l=1

(−1)k−l

2l x2l ;

(d) Fn+2(x) =
1

n+2

(
xn+1

√
x2 + 1− (n+ 1)Fn(x)

)
;
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(e) Fn+2(x) = xn+1(x sinx+ (n+ 2) cosx)− (n+ 2)(n+ 1)Fn(x).

(13) Wyrazi¢ wzorem Taylora F (b)− F (a) dla F (x) :=
∫ x
a
f(ξ)dξ.

(15) (c) Sprawdzi¢, »e 2
k
n

n+ 1
k

> 2
k−1
n

n dla 2 ≤ k ≤ n.

(16) 1
Hn

i logGn s¡ sumami Riemanna dla caªek
∫ 1

0
dx

a+x(b−a) =
log b−log a

b−a i
∫ 1

0
log (a+ x(b− a)) dx = −1+ b log b−a log a

b−a .

(17) Je±li S∗(f,P) i S∗(f,P) oznaczaj¡ górn¡ i doln¡ sum¦ Riemanna odpow. podziaªowi P = {a = x0 < x1 <
· · · < xn = b}, to 0 ≤ S∗(f,P) − S∗(f,P) =

∑n
k=1(xk − xk−1)(f(xk) − f(xk−1)) ≤ δ(P)

∑n
k=1(f(xk) − f(xk−1)) =

δ(P)(f(b)− f(a)), co d¡»y do 0 przy δ(P) := supk(xk − xk−1)→ 0.

(18) Dla dowolnego 0 < K < M := sup f([a, b]) zbiór f−1( ]K,∞[ ) jest 6= ∅ i otwarty w [a, b], wi¦c f(x) > K na

pewnym 6= ∅ przedziale P ⊂ [a, b]; zatem (b− a)Mn ≤
∫ b
a
fn ≤ |P | ·Kn, sk¡d ...

(19) (a) Indukcja, (b) |rn(x)| ≤ ex
2/2

(2n−1)!! |
∫ x
0
t2ndt| = |x|2n+1

(2n+1)!!e
x2/2.

(20) Wskazówki:

(a) log[(1− x)f(x)] = 1
log x [(p+ 1) log(1− x) log x− 1];

(b) podst. x = e−t;

(c) limx→0+
| log(1−x)|

x = 1, limx→1−
| log x|
1−x = 1; skorzysta¢ z (b);

(d) limx→1−
f(x)

(1−x)p+q = 1, limx→−1+
f(x)

(1+x)p−q = 1;

(e) kr. Dirichleta;

(f) gp := 1+p cos x
5+4 cos x jest okresowa i

∫ 2π

0
gp(x)dx = π

3 (2 − p), wi¦c
∫∞
π

g2(x)
x dx jest zb. (kr. Dirichleta), za±

gp(x)
x =

5p−4
6 · g2(x)x + 2−p

6 ·
1
x ;

(g) an :=
∫ nπ
(n−1)π f(x)dx ≥

∫ π
0
e−nπ sin2 xdx = 2

∫ π/2
0
≥ 2

∫ π/4
0
≥ 2

∫ π/4
0

e−2nxdx = 1
n (1− e

−nπ/2), bo sin2 x ≤ 2
πx

na [0, π4 ];

(h) an :=
∫ (n+1)π

nπ
f(x)dx ≤ 2

nπ

∫ π//2
0

e−nπ sin2 xdx ≤ 2
nπ

∫∞
0
e−4nx

2/πdx = Cn−3/2, gdzie C := 1√
π

∫∞
0
e−t

2

dt;

(i) ϕ(r) :=
∫ π
0

dx
1+r sin2 x

= π√
1+r

, wtedy
∫ (n+1)π

nπ
f(x)dx ∈ [cn+1, cn], gdzie cn = ϕ((nπ)p) ≈ Cn−p//2 dla p > 0;

(j) p > 0⇒ limx→0
f(x)
xp−1 = 1, p < 0⇒ podst. t = xp daje (− 1

p )
∫∞
1

sin t
t dt;

(k) p > 0 ⇒ podst. t = xp daje 1
p

∫∞
1

f(t)
t dt; p < 0 ⇒ limx→∞

f(x)
xp−1 = 1; (m) spr. »e

∫∞
0

(f(x) − sin x
x )dx jest

bezwzgl. zb.

(20) Rozwi¡zania

(a) rozb.∀p ∈ R (b) zb. ⇐⇒ (p < 1) lub (p = 1, q > 1) (c) zb. ⇐⇒ p < 1, q < 1
(d) zb. ⇐⇒ |q| < 1 + p (e) zb. (f) zb. ⇐⇒ p = 2
(g) rozb. (h) zb. (i) zb. ⇐⇒ p > 2
(j) zb. ⇐⇒ 0 < p < 1 (k) zb. ⇐⇒ p 6= 0 (l) zb. ⇐⇒ p 6= 0
(m) zb.

(21) Wskazówki:

(b) limx→0 f(x) =
1
2 , limx→−∞(x2 + 1)f(x) = 1, limx→∞(x2 + 1)f(x) = 0, sk¡d wynika zbie»no±¢; podst. x = −y

daje I =
∫∞
−∞( ex

ex−1 −
1
x )

dx
x2+1 , wi¦c ...

(c) podst. t = log x− 1
log x (zal. rosn¡ca, dxx = 1

2 (1 +
t√
t2+4

)dt) daje sum¦ dwoch zb. caªek, z których jedna jest

= 0;
(e) podstawi¢ x = 1

t i porówna¢ z wyj±ciow¡ postaci¡ I;

(f) podst. x = p2

t ; (g) spr. wzór 4nf ′n(x)− (n− 1)f ′n−2(x) =
d
dx

xn+1−xn−1

(x2+1)n ;

(h) podst. x = p2

t daje I = −I + . . . ;

(i) podst. x = 1
t ; (j) 2. podst. E.;

(l) x4 + 1 = (x2 + 1)2 − (
√
2x)2;

(m) d
dx

x
(x4+1) = . . . ;

(n) 1. podst. E.: x +
√
x2 + 1 = t, nast¦pnie u = t2 daje I =

∫∞
1

(u+1)du
(3u−1)(u2−2u+3) ; (o) podst. x = 1

t daje (!)

I = 1
2

∫∞
0

(1+x−2)dx
x4+x−4 , wi¦c mo»na podst. x− 1

x = u;
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(p) podst. t =
√

x−1
x+1 .

(21) Rozwi¡zania

(a) 2;
(b) I = π

2 ;
(c) π

4 ;

(e) 1
2 ;

(f) π
2|p| log |p|;

(g) I2k+1 = 2−k−1 k!
(2k+1)!! , I2k = 2−2k−1π (2k−1)!!

(2k)!! ;

(h) |p|−n−1In log |p|, gdzie In jest z (g);
(i) 0;

(j) 1√
2
− 1

2 log(
√
2 + 1);

(k) n!;
(l) π

2
√
2
;

(m) 3
√
2

16 π;

(n) 1
11 (

5
√
2

4 π + log 9
2 );

(o) π
4

√
1− 1√

2
;

(p) π
2 − 1;

(q) 2π
3
√
3
.

(22) 0 ≤
∫ n+1

n
[f(n)− f(x)]dx ≤ f(n)− f(n+ 1).


