FAQ ANALIZA R©®

Liczby rzeczywiste, ciagi
Zadanie 1. Niech F(z) := ( maksymalna liczba calkowita < z). Narysowaé wy-
kresy funkcji
Rz~ E(x)eR
oraz
Rz B(z)— 3E(§) eR.
Wyprowadzi¢ wzory:
() 0< E(x +y) - E(z) - E(y) <1

(b) E(:E(nz)) = E(z) dlan € N;
() Xhlo E(x + &) = B(na);
(d) 25:1 E(#& + 3) = E(x), jesli liczba N € N jest dostatecznie duza.

Zadanie 2. Niech n € N. Wykazaé, ze jeSli a1 < ag < -+ < ayn, b < by <
-+ < by, oraz ciag (b, ..., b)) rozni sie od ciagu (b1, .. .,b,) jedynie kolejnoscia, to

rvn

D arbe > 270y arbj.

Zadanie 3. Jaki warunek muszg spetniaé liczby a, b € R, aby
Ve €]0,1]: 3k eN:a < kx <b?

Sprawdzi¢ a := blf%, beN.

Zadanie 4. Ktora z dwu liczb jest wieksza: °°%/10001, czy °°%/100007?

Zadanie 5. Niech n € N oraz dane dodatnie z1,...,z,; dla A\ > 0 oznaczmy:

M)\(xlw":xn) = 7\1/(/\4'-731) """ (A—an)—/\,

niech ponadto
1
A=Az, ..., x,) = ﬁ(:cl + ot xn), G:=G(x1,...,2pn) = VX1 Tpy.
Wykazag, ze:
(a) G <My < Adla>0;
(b) My(z1,...,2,) jest niemalejaca funkcja A;

(¢) imy—oo My(z1,...,2,) = A.

Data: 15 pazdziernika 2016 r.
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(a) Dla 1 < k < n nieréowno$¢ Cauchy’ego daje (Z)Gk < Zi1<"'<ik Tiq o

0 < X < pwynika My (z1, ..., zpn) — My(z1,.. ., zn) =My, (Y1, Yn) —G(y1,. .., yn), gdzie yp = X+ a3

..... n )
(¢) M — (>\+z§1:))\” (1>\+k$G"12 A , gdzie G :=GA+z1,..., A+ zp).

STy (b) Zauwazyé, ze z

Zadanie 6. Znalez¢ liczbe | € R oraz funkcje h : ]0,00[ — N takie, ze Ve > 0 :

Vn > h(e) : |y, — 1| <, jezeli ciag (x,) jest okreslony wzorem:
(a) 2 = 19 B( 520

(b) @, := V/n? + 3n —n;

(¢) zp, == ¥/n+ 100;

(d) @, == sin (rv/n2 + 1).

Zadanie 7. Wykazad, ze:

(a) im( "Y/nt00 4 n% —p) = ﬁ;

(b) limn (n+4vn? +n — 2v/n? —n — 3v/n? + 2n) = 2;
(¢) imn(2vn? —n+2-3Vn? + 1+ Vn?+2n) = —1;

(d) 1im(\/n2+\/n3+\/$—\/n2+\/7?> — L

(&) lim (/0 +2)(n + D0 +5) = /nln+ (0 +3)) = &

(f) limn? [(1+ 2)" — (14 £)"] = $pqg(q — p) dla p,q € N;
hm(\/n+\f—\/n— ) =1

(h) lim ¥/5a2" + 4a™ + 3 = max{1,a?} dla a € R;

(i) im(n” + 7)77y/(n + 2)100 — pl00 — 200n99 = 30v/22;

()

(k

PDIm Y/B+z)"+(1—z)"=2+|1+z|dazeR;

praf "+ tpraltt

) limw = max{ay,...,a,} oraz lim {L/pla{‘ + -+ pra? = max{ay,...

jesli r € N i liczby p;, a; sa dodatnie;

l)hm<\f1_ﬁ):%
w) 2 (14 ) (1+2) . (148) =0
lm< (1+21)(1+2)... (1+2) =+o0;

2n—1  2n-—2 no—:
2n+1 2n+2 """ 3n =

p) limn[(n + 1)ﬁ — nﬁ] = +o00;

: 1 1 1 — 9.
q lim (\/n27n+1 + n2—n+2 oot m) - 2’

() lim (35} + B+ ) =

n3+n

251 3%-1 n®=1 _ 2.
(8) im 5577 - 557y n3Fl . 3°

7a7‘}a
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(t) im /14 4244 .- 4 nt =1;
(w) lim 2 " /R 9= 1.

(h),(j),(k),(0),(a),(r),(t),(u) Wykorzysta¢ twierdzenie o trzech ciagach; (m),(n) Obliczyé 11m ; (s) Upro-

§ci¢ wzér na zn. 16. Cigg ( V/n + 100) jest malejacy (nier6wnos$é¢ Bernoulliego). Oszacowaé ”\L/ﬁ jako srednia

geometryczng m liczb n,1,...,1.

Zadanie 8. Zbada¢ ograniczono$¢ i wyznaczy¢ kresy zbioru: {{/n + 100 : n € N};
{57 2 € Ry {27 + + 217 . 1 € R} {g—: :n € N}; {7103?71 :n € N}
{vn—E(Vn—-1):neNk {785 m,neNh {%\/ﬁ—i- Wlm: m,n € N}.

Zadanie 9. Wyznaczy¢ kresy zbioru {z, : n € N}, zbiér punktéow skupienia ciagu
n) oraz liminf z,, i limsup z,,, jezeli:

Tn 1= Y
L (1+2603)

5.
€) T 1= COS 573

d) zn —f—E(f)
e) — (n=1)(nt5) 5E(L).

n n

a)
b)

8
Il

n -

8

8

(x
(
(
(
(
(

(e) x5k+r=r+4—ﬁ dla r € 0, 4.

Zadanie 10. Wykazaé, ze jesli ciag liczbowy (a,,) jest ograniczony, to ciag (z,) o
2" 'as+-+2an_1+an
T f2+1
la] < 2. Wskazéwka. %, := (1 —27™)x,, spelnia warunek Cauchy’ego.

wyrazach z, =: jest zbiezny. Obliczy¢ lim x,, jesli a, = o™,

naj+(n—1as+--+a, __
n+(n—1)+---+1 -

Zadanie 11. Wykazad, ze jesli cigg liczbowy (a,,) jest zbiezny, to lim
lim a,,.

Twierdzenie Stolza.

Zadanie 12. Wykazac, ze jesli ciag liczbowy (an) jest zbiezny, to zbiezny do tej sa-
mej granicy jest takze ciagg o wyrazach z, := 57 >_;_ (7)ar. Uwaga. Twierdzenie
Stolza pozwala tu jedynie stwierdzi¢, ze opuszczeme skoniczonej liczby poczatko-
wych wyrazéw ciagu (a,) nie wplywa ani na zbiezno$¢, ani na warto$¢ granicy
ciagu (z,,).

Zadanie 13. Sprawdzi¢, korzystajac z twierdzenia Stolza:

s 154254 4mb 1.
lim =7 = 5;

: 1°4254...4nb ny) _ 1.
lim (T —5)=

lim

1 1 — .
\f(\/n+ \/n+2+...+ﬁ) _2(\/5_1>’
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. V124423444 /n(n+1) -
lim =1;

n 2
lim\%(l+%+...+ﬁ):2;
lim YIEV2+4vn 2.

(nt)vm 3
li VCr=D! .

n e’
n(2n—1) _ &2

/(en) 27

lim

Zadanie 14. Dla danych liczb dodatnich a i b okreslmy rekurencyjnie dwa ciagi
(an) 1 (by), przyjmujac: ag :=a, by :=b, apt1 := “"'QH’”, bpi1 = 3“117" Wykazad,
ze ciagi (ay), (by) sa zbiezne oraz lima,, = vVab = limb,,.

Sprawdzi¢ monotonicznos$é tych ciagéw.

Zadanie 15. Wykazac ze jezeli ciag liczbowy (a,) jest ograniczony z dotu oraz
VneN:apy1 <ap+ to jest zbiezny.

nz;

Dobra¢ (bn) tak, by ciag (an + bn) byl malejacy i ograniczony.
Zadanie 16. Wykazaé zbieznos¢ ciagu (a,), jesli:
(@) an =1+ ) 1+5) - (1+5);
(b) an ::1+%+-'-+ﬁf\/ﬁ;

(¢) ap :=1+4 3+ -+ L —logn (liczba lima, ~ 0.57721566 nazywa si¢ statq
Eulera);

(d) an = goin v + L.

Zbadaé monotonicznosé ciagéow (apn) i (bp), gdzie: (a) by, = (1 + %)an; (b) by, = an + V2n — \2n + 1;

2
(©) by = ap — L5 (d) by = any/22FL.

Zadanie 17. Dowiesc, ze jesli ciag (a3 + - -+ + a,) jest ograniczony oraz a, \, 0
przy n — oo, to limna,, = 0.

Zadanie 18. Wykazag, ze:

E(an) a
(a) lim oy = 380y 0 70
(

E(V2n) _ 3

(b) lim ———* M)
(c) lhn(l—l-a)(l—l—a?)-u(l—&—a") = 0dla a > 0;

(d) lim

- e =0
n+1ln+2 2n ’
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Tn

14z,

(e) jesli zp > 0 oraz x4 = dla n € N, to limnz, = 1;

1+x2 —

(f) jesli xg > 01 wpy1 = T‘I dlan € N, to lim 2"x,, = arctan zg;

1 1 1
Hm(— + —— 4+ —) = log 2.
(8) im(s + — 5+ + 53-) = log

n+1 S

n

< log -2 dlan > 2.

n—1

(g) Wykazaé, ze log

Zadanie 19. Zbada¢ zbiezno$é ciagu (x,,), ewentualnie obliczy¢ granice:

2
(a) z, = nlog Ziﬁﬂ,
_ 2 3
(b) 2n = w55 — wary’

(©) an = G

B

d) x, = cos 2221?,
n = COS 7’;—123; (f) zp =sinTvn?2 +n+1;
r, = tan(§/n(n +1));

Tn = g — E(/n);

. n)!
(i) zn = %a
)

() zn = (2 — V10);
(k) @ = (logn) ' (14+ 4+ +---+ 1),

n

¢
~—
8

(a)1=2;(b) I = §; (c) I = log §//log §; (d) L = 0 (e),(f),(8),(h) rozbiezny; (i)(i) Pokazaé, ze xn < l=

1
= mE1°
05 (i) 1= 153 (k) 1=1.

Zadanie 20. Zbada¢ zbiezno$é¢ ciaggu okre§lonego rekurencyjnie:

— ZTpF2.

a) xo > 0 dane, 41 = inil’
b 0d = Lta,
) o > 0 dane, ;11 = 5™

c) rop > 2 dane, r,. ] =5— >

Ty’

— Zn 1.
g) zo >0 dane,azn+1 =5 + Zn0
2 2x,—1.
h) Lo 7é 3 da‘nea LTn+l = 3ZDZ—27
10 .
14227

1) ZTo € [_]-7 1] dane; Tn+l =
)

j) xo €]0,1[ dane, zp,41 = %xn(ll —Ty);
k) a >0,k € N,z > 0 dane, x,41 = *R/az,.
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(a),(b),(d) osc; (b) [Tp4a — 1] < %|zn — 1|; (¢) monotoniczny; (e),(j) rosnacy; (f) osc.; zaczaé¢ od zg € [0, 1];
zauwazy¢, ze g([0,1]) C [0,1] i g(z) < =z na [0, 1]; (g),(k) malejacy; (h) obliczyé¢ g := fo f; (i) Vn : |zn| < 1 lub

Ty > 5.

(a),(g) 1 = V25 (b),(j),(d) I = 1; (¢) I = 3; (e) Il = 25 (f) I = 0; (h) zbiezny <= z9 = % lub zg = 1;
(i) rozbiezny; (k) l = ¥a. 7. zp = nYapv* = nXpap(V* —n) = nY, %ﬁ;&ck) = 2/, + =z, gdzie
r 2 1 o1y 2 bpn+tc n—oo 1 2 "o apcp m—oo
T = g akbe(G3OE T oan) = T X akbh g aa Ay T Ty Xk akbh @ = n ik
3k akcy.

Zadanie 21. Korzystajac z nieréwnosci Bernoulliego wykazaé, ze Vo > —1 : Vn €
N:#2 < n(Y1+x —1) < z. Wywnioskowaé z tego, ze lima,(3/1+b, — 1) =

. apby . . . N o
lim 7 jesli lim,,_,oo b, = 0 i granica po prawej stronie istnieje. Sprawdzi¢, ze:
n

limn?(1 — ,"/nil) = 1; limn*(¥Yn+a — Vn+b) = a—b; limn*(V/n2+a —

Vn2+b)=a-—0b.

Zadanie 22. Dowies¢, ze:

(a) Jesli z,, > 0 oraz lim,_, x, = 0, to albo granica lim,_,~ /T, nie istnieje
(podaé przyktad), albo lim,, o, ¢/z, =:1 € [0, 1] (poda¢ przyktady pokazujace, ze
dopuszczalne sa tu wszystkie wartosci [ € [0, 1]).

(b) Jezeli lim,, o @, > 0, to lim, o /T, = 1.
(c) Jesli lim,, 00z, = 1, to lim,, oo n( /z,, — 1) = 0.

(b) Zauwazyé, ze | Vo — 1| < |z — 1| dla = > 0, gdyz V= € [1, z].
Zadanie 23. Wykazaé, ze jeslir € N, aq,...,a, sa dodatnie oraz p1 +---+p, = 1,

to lim(py /a1 4 - -+pp Yar)" = a¥* - - --aP. W szezegolnosci: lim( /a4 Vb—1)" =
ab (dla a,b > 0); lim(p{/a —p+1)" = a® (dla a,p € R,a > 0).

Zadanie 24. Niech dane r € N oraz ay, by, c, € Rdla k € 1,7, takie ze Y, _, ap =
. . - r 1 r
0, > p_qarby = 0. Wykazac, ze 1.17hmn;ak\/n2 +bpn+cp = fggakAk,

1.4 gdzie Ay := b% — 4c¢i.. Korzystajac z tego wzoru sprawdzié, ze:

limn(2v/n2 + 7n+3 — 5v/n? +n—4+3vn2 —3n+2) = 1;

limn(2v/n? + Tn — 2—=5v/n2 + n— 6+3v/n2 — 3n+2) = 1 = limn[2v/n2 + 9n + 6—
Vn—1(5v/n+ 4 — 3y/n)].

Zadanie 25. Oznaczmy z := vk — E(VE) dla k € N.

(a) Wykazaé¢, ze jesli a, dla n € N oznacza $rednia arytmetyczna liczb xj dla
ken? (n+1)2 -1, tzn. E(Vk) =n, to lim, e @y = 3.

(b) Wykazaé, ze lim, oo L (21 + 20+ - 4+ 2,) = %

n
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. yn(nt2) _ y2n 1 ; _ l l .
(@) Snoi=3, 57 @ = XiloT,2yy € non+ 5l gdys 2,2, = T € [gng7: 35 stad an €
=2 1] (b) Niech m := E(v/n), wtedy m? < n < m? + 2m, wigc 7TL_715;€§11+~~+I77/§§m: Sk
2n+41’ 2 k=1 k=1

stad oszacowanie Si daje 1 + -+ xp € [W’ W]

Zadanie 26. Wykazac, ze jesli Vn € N: z,. Ny = x,,, tzn. ciag (z,) jest okresowy,

to hmn—)oo Il+.ﬁ.+zn = I1+.I-\}+1N .

Sprawdzié, ze ciag (1 + - -+ + & — ns), gdzie s := % Zﬁzl Zy, jest okresowy, a wiec ograniczony.
Zadanie 27. Dla zadanieanych liczb z1,...,25 € R okreslmy ciag (x,,) rekurencja
1+ 2z + -+ 8z
1 L. . 1 2 8
Tntg = §(1'n + Tpg1 + oo+ Tpyr). Wykazaé, ze limx, = 1+2+.--18

dowodzac kolejno nastepujacych faktow:

(1) Ciag o wyrazach 8, := Zp, + 22511+ + -+ + 8Tn47 jest staly, wiec jezeli (x,,)
jest zbiezny, to s1 =lims, = (1 4+ 2+ --- 4 8) limx,;

(2) Jesli 6{z1,..., 28} = | Jnax |z; — ;| = max{z1,...,2g} —min{z,..., 28}, to
o{xs,...,x15} < %5{;101, co a8k

(3) {@rra1s - rrys}t < (L)70{@1, ..., x5} dlar € N; (4) |z —an| < ()70{z1, ..., x5}
dlareN, m,n>Tr.

(2)Dla8 <i<j<15mamy a; —a; = § SRy (2 — 25 _k); (4) Tn,@m € [min{@zry1, ..., 27pys}, max{x}].

Zadanie 28. Niech (z,) bedzie ciagiem liczbowym, takim ze x,, > 0, Zpin <
Tm + 2, dla m,n € N. Wykazac, ze ciag (“=) jest zbiezny, a jego granica jest
réowna inf{%= : n € N}.

Zadanie 29. Ciag liczbowy (z,,) nazwijmy quasi-rosngcym, jezeli VN € N : z,, >

n+1\100
rosnacy, chociaz z, < x,_1, gdy n nie jest wielokrotnoscia 100. Wykazaé, ze
jesli ciag quasi-rosnacy (z,) jest ograniczony z gory, to jest zbiezny oraz limx,, =
sup{z, : n € N}.

xy dla prawie wszystkich n € N. Sprawdzié, ze ciag (&E(L)) jest quasi-

Zadanie 30. Dowiesc, ze jesli ciag liczbowy (z,,) spelnia warunki: (a) lim(z,41 —
xn) =0oraz (b) AN e N:Vn > N : &, 42 € [Tn,Zni1], tO jest zbiezny. [Przyjmu-
jemy tu konwencje [a,b] == {x € R:a <z <blubb <z < a}]. Poda¢ przykltad
rozbieznego ciagu (x,) speliajacego warunki: lim(z,4+1 — x,) = 0, Vn € N:
(=)™ (xp41 — zpn) > 0.

Zadanie 31. Wykazag, ze:

(a) limsup Tntll o1 = limx,, = 0;
n—00 In
b) lim inf | 22+ >1 = ciag (x,) jest rozbiezny.
ag
n—o00 Ty




