FAQ ANALIZA R® - ZADANIA

Rachunek rézniczkowy
wersja wstepna — uwaga na bledy !!!

Zadania oznaczone (R) maja wskazowki lub rozwiazania na koncu pliku. Zadania rozwiazywali: Grzegorz Cieciura,
Katarzyna Grabowska, Alicja Dutkiewicz. Zapraszam do uzupelniania brakujacych rozwiazan i rozwijania wskazowek.

Rozniczkowalnosé, obliczanie pochodnych

Zadanie 1. (R) Udowodni¢, ze funkcja f(x) = (1 + )= okreslona na ] — 1,0[U]0, oo[ da sie przediuzyé do funkcji
rozniczkowalnej na | —1, oo[. Obliczy¢ f£(0), f/(0). Wykazadé, ze f jest malejaca, a z — (14z) f(x) rosngca. Wskazowka:
przydatne oszacowania

Lglog(ler)gx, 1+z<e” <

dl < 1.
1+« 1—=x aw

Zadanie 2. (R) Obliczy¢ pochodna f(z) = arctan(z) + arccos ( \/117) Na jakim zbiorze funkcja ta jest okreslona?

Zadanie 3. (R) Zbada¢ ciaglosé i rozniczkowalnosé funkeji

=4 (sm)” z#0

e z=0

4o

Zadanie 4. Wykazaé, ze jesli funkcja ¢ ma w otoczeniu zy druga pochodna ciagta, to istnieje granica

lim — (0 + B) + p(zo — h) — 2(0)).

Znalez¢ te granice. Wskazowka: Zastosowaé twierdzenie o wartosci §redniej do ¢(x) = p(x) — p(x — h).

Zadanie 5. (R) Wykazaé, ze (arctanz) = Tlﬁ Znalez¢ jawny wzor na n-ta pochodna funkcji arctanz. Zbadaé
rozniczkowalnosé funkceji:
[ arctanz lz] <1
fl@) = { Isgn o+ 3(x—1) |z[>1

Zadanie 6. (R) Zalozmy, ze funkcje f,g maja pochodne w punkcie a. Obliczy¢ granice:

a) lim zf(a)—af(x).
r—a T—a )

, L@@ —f(a)g(x)

r—a

b) lim,_,

Data: 8 wrzes$nia 2016 r.
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Zadanie 7. Dla wszystkich, ktorzy potrzebuja praktyki w rézniczkowaniu: Obliczy¢ pochodne ponizszych funkeji
wszedzie tam, gdzie sa one rézniczkowalne.

1—23 2 arctan
(a) f(z)= 1_.5 (b) fl(z)= m% (c) flz)= arcsing |
(d) f(z)=e*(sinz +cosxz); (e) f(u)=sin’5x; () f(z)=log(x + Vat+4);

(8) f(z)=log(log(loge));  (h) f(x)=sin(cosz) +cos(sinw); (1) fla)=2"";

() Flo)= e VT E) () = logaresin® VA, () f(@) =log(x +1/1+ p);

(m) f(z) = sinh®4z; (o) f(z)= tanhs(Ze\/E -1y (p) f(x)=sinh(log(z + Va2 + 1);
() fla) = (cos)7; (s) fla)=(x+1)ms; (®) fla)=a"""

() fla)=a"" (W) fl2)=a""; (x) f(x) =logy(z* +1);

() fl@)=log,(z*+1); (1) f(z)=Va?sinzloga;

Zadanie 8. (R) Obliczy¢:
(a) fUO(0) dla f(z) := 22 cos 2u;

2 _Tr+12
(100) (1) d1 R .
(b) f ()daf(a:)—m2 e 2

(©) F19(3) dia f(x) = /222,

Zadanie 9. (R) Niech g(z) = e 3% dlaw # 01 g(0) = 0. Wykazad, ze g jest gladka w zerze i ma wszystkie pochodne
réwne 0.

% - ez1,17 gdy x 7é 0

%, gdy =0
(wyliczyé f'(0)); (b) malejaca; (c) jednostajnie ciagla na R. Sprawdzi¢, ze funkcja R 3 z — f(x) — % € R jest
nieparzysta.

Zadanie 10. (R) Niech f : R — R, f(z) := { . Dowies¢, ze f jest: (a) klasy C! na R

Badanie funkcji

Zadanie 11. (R) Badajac wlasnosci funkcji 2 — e~ %z¢ stwierdzié, ktora z liczb e™ czy 7© jest wieksza.

Zadanie 12. (R) Wykazac¢ dla m,n € N nieréwnosé¢ 2" > (2)™.

m

Zadanie 13. Niech )
_ zlogx
f(l') - x2 —1
dla z € ]0,1[U]1,00[. Wykaza¢, ze funkcje f da sie dookreslic w punktach = 0 i = 1, tak aby byta ona ciagta

(ewentualnie jednostronnie). Zbadaé te funkcje i naszkicowaé¢ wykres.

Zadanie 14. Zbada¢ przebieg i narysowac¢ wykres funkcji

2z
22 +1
Zadanie 15. (R) Zbada¢ przebieg funkcji, naszkicowac¢ wykres:

$2 T
(a) fla) = 2L o Ry

(b) f(z):= (z+ 2)6%,2:5 eR\ {0};
() f(z):=(x— %)6*2, x € R\ {0};

g(x) = arcsin
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(d)
()

(z) := arcsin (1_3;22;)‘"’3;;/2, xz € R;
z):=(z+1)arctanz, z € R.
() == ( :

f
f

Zadanie 16. Niech funkcja f :]a, co[— R bedzie rézniczkowalna dwa razy i ma asymptote w nieskoniczonosci. Wykazac,
ze jesli f jest wypuktla, to wykres lezy nad asymptota, a jesli wklesta, to pod.

Zadanie 17. (R) Dowies¢, ze liczba rzeczywistych pierwiastkow W, (z) := >, %T jest réwna 0 lub 1, zaleznie od
parzystosci n € N.

Zadanie 18. Niech a,b € R. Dowiesé, ze: (1) jesli b > 0, to ab < e*~! + blogb; q(2) jedli a # b, to ez(ath) < % <
e+e’
eI

Zadanie 19. (R) Dowies¢, ze:

(a) =z — ””—22 <log(1+ z) dla z > 0;

(b) 10g(1+x)<x—§+z,—;dlam>—l;
(c) e <1t dla0 <z <1;

(d) (4 —cosz)¥2t < 3 dla x # 0;

(e) [z arctanz| < I dlaz < 1;

() 1+axlog(x+V1+22)>V1+a2

Zadanie 20. (R) Wykaza¢ nieréwnosci:
a) (a+ )% <a*"® dla a > e oraz x > 0;
b) 2¢71 < pTE +pTr <1, pe (0,1);
¢) 1+ zlog(x + 1+ 22) > /1 + 22.

Zadanie 21. (R) Dowies¢, ze funkcja f : R = R, f(z) := %’ ma trzy punkty przegiecia oraz ze leza one na jednej
prostej.

Granice

Zadanie 22. Obliczy¢ granice

lim 3 (\/x—|—2+ vr—2— 2\/5)

T—o0

trzema sposobami: (1) rozwijajac w szereg, (2) korzystajac z reguly de 'Hospitala oraz (3) stosujac zwykle zabiegi
algebraiczne.
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Zadanie 23. Obliczy¢ ponizsze granice (dowolnie wybrana metoda).

et — e 2 cosx sin?z — Ltanz
a) i im ———— b lim ———2 ——
(a) T r—a (2) z%COSfE*l (b) xl—r}% 1+ cos4dx
z -z r _ sinx — (1 %
(© lm S © lm S (@ 1t DT
z—0 log(1 + x) 0 x —sinx 20 T
() lim x sin(sin :U)G— sin?(z) (€ lim sin x —31’ cos T () lim e* — e*f — 2z
z—0 €T x—0 sin” ¢ z—0 Tr —Ssinx

log(1 + 22
mog(+:v)

(h) lim arcsin(2 — ) x4+ 2logx
z—0 cos3x — e~ *

—_— im
=2 /g2 — 3z + 2 @00 x

1 1 1 1
(G) lm (tanz — ——— (k) lim — (1) lim [ — —cot’z
P 1—sinz a=1\z—1 logzx z—0 \ z2
1 log(1 -1
1) lim _ Mg 42)N ) g (LT () Jim (S T
2—0 \ (1 + z) x? z—0 \ 22?2 z(e?m™= — 1) t—Z \cotx 2cosx
tanx
. 1 x 1 z® A 1 —
@ Jim s © Jim o o ()
1
. (T = o m . 1
(p) Th_)ngo (5 — arctan x) (r) xlg(r)lJr Yxlog™ x (s) Tll)n;o (1+4+2)
1
. . - r—a - . tan(2z) . tanx \ =*
(8) il_lg arcsin — cot(z — a) (t) zll_r}l% (tan ) (u) ili%( . )
I E tim (2 arctanz) lim (—log)”
(w) lim cos(ax)= (y) Jim | —arctanz (z) mg&(f ogx)
_a
7)) lim (z)" D () lim
@ B T

Zadanie 24. Obliczy¢ ponizsze granice (dowolnie wybrana metoda).

. 1— sin x
(a) lim 7= (b) lim (co—ix); (c) lim — ( — cot x) ;
z—1 z—0 x =0T \ T
1 1 r—1 1
. 2 4 —2\\ . . . . . . .
(d) a:lggo (2% —a"log(L+27%) 5 (o) }gnl <10gx x— 1) ’ ®) ilgll (log2 r T — 1) ’

—2
i 2e7) T o (oo 14 Dsna ) @ tm (ComT)
(8) i (1 +a%e") e (b) Jimy @ ( R) (oyﬂ%)(ebz_bx) ’

2
a®* — x® e~ /12 _ cosx

N . . . tan 2z |
Wl e Wi 0,23t
) g3 . 1 1 . (I —cosx) sin%
(m) ilg%)(l —xz+sinx)” (n) xlg{)lo <cos(x + ;) — cos(x — x)) ;i (o) 31:13% e
. cos(cosz) —sinz . cosz \ 1/ . 1 —coszcos2zcos3x
1 ; 1 ( ) ; 1 ;
() a:gng cost (@ 50 \ cosh z x o 1+cosz
3 4 _ 3 5 1—x %
(s) lim Veos dv — Veos x; (t) lim (tan E) ; (u) lim (Z — arctan x) s
z—0 1 —cos3x r—1— 2 z—00 \ 2

Zadania rézne
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Zadanie 25. (R) Sprawdzic, ze:

(a) L= (2" 1f (L)) = (—)rz 1 fW(L) dlan €N, jesli f:]0,00[ — R jest rézniczkowalna n-krotnie;
2
(b) S(f)=S(g), jesli S(f) := % -3 (%) , | jest 3-krotnie rozniczkowalna oraz g(z) = %.

Zadanie 26. (R) Dowies¢, ze jesli n € N oraz ay € R speliaja warunek ap + 5 + - + ;25 = 0, to 3z € ]0,1] :
> akz® = 0.

Zadanie 27. (R) Niech f :]0, 0o[ — R bedzie funkcjg dwukrotnie rozniczkowalna, taka ze f” jest ograniczona i istnieje
skoriczona granica lim, o, f(z). Wykazaé, ze lim, o, f'(x) = 0. Sprawdzi¢ te zalozenia i teze dla f(x) := L sin(z?).

Tz

Zadanie 28. (R) Dowies¢, ze jesli f : 0, 00[ — R jest rozniczkowalna oraz 3 ¢ > 0,0 < 1 : limy o0 [f(2) +cx® f'(z)] =
0, to lim,_, f(z) = 0. Skonstruowaé przyklady, uzasadniajace istotno$¢ poczynionych zatozen ¢ > 0, < 1.

Zadanie 29. (R) Dowies¢, ze jesli ciagta na [0,1] i dwukrotnie rézniczkowalna na ]0, 1[ funkcja f spelnia warunki
f(0) = f(1) = 0 oraz 0<inf<1f(as) = —1, to istnieje £ € ]0, 1], takie ze f”(§) > 8. Pokaza¢, ze tego oszacowania nie da

sie poprawic.

Zadanie 30. (R) Niech T' > 0, f:[0,7] — R dwukrotnie rézniczkowalna, przy czym f(T)— f(0) =: L > 0, f'(0) =
J/(T) = 0. Wykaza¢, ze istnieje ¢t € ]0, T takie, ze |f”(t)| > 4T~2L. Interpretacja. Punkt materialny, poruszajacy sie
tak, ze od startu do zatrzymania przebywa droge L w czasie T, musi mie¢ w pewnej chwili przyspieszenie > 4T 2L.

Zadanie 31. (R) Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ciagla i dwukrotnie rézniczkowalna na ]a, b[. Wykazac, ze jesli
f(a) = f(b) oraz My := sup |f"(z)| < +oo, to My := sup |f'(z)|< 25%M,. Sprawdzi¢ to dla f(z) := (z—a)(b—=2).

a<z<b a<z<b

Zadanie 32. (R) Niech funkcja f : R — R bedzie dwukrotnie rézniczkowalna; oznaczmy My, := sup, e |f*) ()| dla
k € {0,1,2}. Dowies¢, ze jesli kresy My i Mo sa skoriczone, to My < /2MyMs, przy czym oszacowania tego nie da sie
poprawic.

Zadanie 33. (R) Dowies¢, ze:
(a) Jeslin e N, 29 < x1 < -+ < Ty, funkcja f : [xo,z,] = R jest ciagla na [xg,z1] i n-krotnie rézniczkowalna na
|zo, z1[ oraz f(xo) = f(x1) = - = f(xn), to FE € |xg, x| fFM(€) = 0.
(b) Jesli ¢ : [a,b] — R jest ciagla na [a,b] i dwukrotnie rozniczkowalna na Ja,b[, to 3 € € Ja,b[ : ¢(a) — 2¢(%F2) +
o(b) = (#3%)°¢" (€).

Zadanie 34. (R) Zalozmy, ze f : |a,b] = R (moze by¢ a = —oo lub b = +00) jest ciagla oraz ma skoriczone granice
jednostronne ly := lim, 4 f(z),l3 := lim,—,— f(x). Dowiesé, ze:

(a) f jest ograniczona na la,b[;

(b) jesli Iy = lo, to f przyjmuje co najmniej jeden ze swoich kreséw na ]a, b[;

(c) jeslily =12 i f jest rozniczkowalna, to 3 & € a,b[: f/(§) = 0.

Zadanie 35. Dowies¢, ze jesli funkcja f : ]Ja,b] — R (dopuszczamy a = —oo lub b = +00) jest n-krotnie roznicz-
kowalna oraz Vk € 0,n — 1 : limgy_qr f®)(z) = 0 = limy_p f®(z), to f™ ma co najmniej n pierwiastkow w
la,b]. Korzystajac z tego pokazaé, ze tzw. wielomian Laguerra L, (x) := ez(ﬁc—nn (z"e~*) ma doktadnie n dodatnich
pierwiastkow.

Wskazowki i rozwigzania
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(1) Podstawmy ¢ = 1
1
lim f(z) = lim (1 +2)* = lim (14 -)Y = ¢

x—0 x—0 Yy—r00 Yy
Zeby f byla ciagla w 0, f(0) musi by¢ rowne e. Policzmy pochodna, i sprawdzmy, czy funkcja jest rézniczkowalna w
0.
1 v o In(l+ )

1 ! Lin(14=x . ,lflnl x 1 1 _ =
fla)=((+a)F) = (@m0 = 205 (14 a) + S ) = (1+a)? >

1 1 1 1
lim m —In(1+ ) 1- m —In(1+2z) Hoim @+D? ~ The H lim 2(3:+1)3 + arae _ -24+1 _ _1
z—0 2 2 z—0 2x z—0 2 2 2
1
lim f'(z) = lim f'(z) =—ze = f jest rézniczkowalna w 0.
z—0t1 z—0~ 2
N H_l —In(1+z)

& — —Im(l+2)<0ehl+a)> —

lej ! 1
f malejaca < f'(z) <0< (1+2)= = po po

Wiadomo, ze e* > 1 + a, w szczegdlnosci dla a = wiec powyzsza nieréwno$c jest prawdziwa.

e
(2) Proste rachunki pokazuja, ze funkcja ma pochodng réwna zero. Okreslona jest na R. Funkcja jest wiec stala, jej
warto$¢ mozna, okredli¢ znajdujac warto$¢ w jednym punkcie, np w 2 = 0: f(0) =0+ 5 =5

(5)

y = arctanx

7 twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej:

"= (arctanz) = 1t ! _ cos® y _ 1 1
v  (tany)’ (ELZZ)’ B % ©cos?y+sin’y  14tan’y 1+ 22

Szukamy wzoru na n-ta pochodnad:

, 1 1 Ctr—tr+s43 dir—i-z—i i 1 1
vo- L+22  (z+1)(z—1) x—i—i)(w—i)_ (x+i)(x—1) 2(x+i)(z—i) 2\z+i x—i

@\
Il
. N | .
/~
N
8
+
~.
\_/

t:\

Il
DO | =
/_\
/_\
H
_|_

@
/‘\ v P =
+
/\

Dowéd indukeyjny:
(1) Dlan=1:

y/:%*(_l)*O! <_x—1H+x1—z> - % (a:-li-z - xl—z)
(2) Zalozmy, ze postulowany wzor jest poprawny dla n = k. W takim razie:
y* = (;(_1)k(k - 1! <_(m i i)F + (z _1 Z)k>>l -
e (k) + (5]
= %(_1)k(k - 1)! (k (z +1i)k+1 - k(x _1Z~)k+1> =

i L 1 1
= 5(_1)k+ k! <_ (z + 9)F 1 + (z _Z')chrl)

(3) Na mocy indukcji matematycznej dowod jest poprawny dla dowolnego n.
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@) = arctan x lz] <1
T Zsgnazti(z—1) [z >1

Widaé, ze f jest ciagla i rozniczkowalna dla z z przedzialow (—oo, —1), (—=1,1) i (1, 00).

ra={ p sl
% || >1 <« funkcja sgn z jest ciagla na tych przedziatach
Sprawdzmy, czy jest ciagtaw z =11ix = —1.
s 1 s
li = i — —(x—-1) ) =—
e e L)
lim f(x) = lim arctanz = arctanl = T
r—1— r—1— 4
f(1) = arctanl = g
lim f(z) I t tan —1 = —
im r) = im arctanz = arctan—1 = ——
rz——11 rz——1+ 4
T 1 T
li = I — —(r—-1))=—-—-1
R R e
W punkcie z = —1 funkcja jest nieciagla, a wiec tez nier6zniczkowalna. W punkcie z = 1 granica gérna, dolna i
wartosc funkcji sa sobie rowne i funkcja jest cigglta. Sprawdzmy, czy jest rézniczkowalna:
1
li ! = -
A, (@) 2
1 1
li ! = lim —— ==
S = e e =

Granica gorna i dolna sa rowne, wiec f jest rézniczkowalna w z = 1.

(8) (a) (uv)™ =35 (Mu®v=R): (b) o = S0l (—)"u?", |ul < 1, u = —1; (c) podstawiajac = = 3 + 2u

n=0

mamy f(z) = (1+u)(1 — u2)~//2; zastosowa¢ wzér Maclaurina dla (14 v)~=.
(9)
1 .
In f(z) = Ine = —— ¥ _
7Z ciaglosci logarytmu wnioskujemy, ze

lim f(z) = 0= f(z)

x—0
czyli funkcja jest ciagta w = = 0. Rézniczkujemy:
2 1
/ €T = —_——_— eia‘,i2
HORENE-
2\ 1 2 L\ 627 —4 .
" _ - -5\ _ -
f(x) = <x3> e 1275 (6 OE2) = 26 e =2
P,
fM(z) = n§x) e 3" P, (z) jest wielomianem stopnia n
x n
P, (z) jest ograniczony kiedy x dazy do 0. Podstawmy t = %
1
e e 3"
lim = lim — =0 + bo funkcja wykladnicza rosnie szybciej niz wielomianowa
0 37 t—oo et

lim, o f™(x) =0 = £(™(0), wiec f(™ jest ciagta i rézniczkowalna. Z dowolnosci n wynika, ze f jest funkcja gtadka.
(6) a)

oaf@ —af@) L af(e) —af(a) +af(a) —af() _ (2= a)f(e) +alfle) = f(x) _

r—a r—a T—a r—a T—a T —a

= lim(f(a) + aM) = f(a) —af'(a)

z—a Tr—a
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b)
L f@() ~ f@g@) L f@)g(a) ~ fa)gla) + Fla)g(@) ~ fla)gla)
= i (o) LTy MV ZIE o ra) — (g (@)
(10) (¢) lim, o f(x) = 0, lim, oo f(z) = 1
(77) f(0) =&, f'(0) = —5.
(11) Wiadomo, ze:
e*>r+1
Weimy v = Z — 1.
et > g —1+1
ec >
(ef) > =
e > =

(12) Nalezy wykazac, ze 2 >z~ dla wszystkich z = %, m,n € N

(15)(a) Wart.kryt.: f(—3) = V11 (min.), f(1) = 5v/3 (maks.lok.), f(2) = £+/6 (min.lok.); p.przeg.: f(—1) = 13,
f’(f%) = %5, (7) = 13\F I (g) = 9\%; asymptoty: y = *+(x + 3) dla + — +oo; wykres nad asymptotami.
(b) f(—=1) = e~! (maks.lok.), f(2) = de2 (min.lok.); pprzeg.: f(—2) = %e

x =0 | as.pion. dla 2 — 0+. (c) f(1) = —2e~2 | jedyna wart.kryt. (min.lok.); p.przeg.: = = 6 £ /30; asympt.
dla © — +o0: y =  — 2 (przecina wykres dla x =~ 3.5). (d) f(i%) = %3 | maks. i min.; lim, .1+ f(2) = F5
(e) P.przeg.: f(1) = 5; min.: f(zg) = —0.23 dla 2 =~ —0.45; asymptota: y = —1 £ J(z +1).

(17) Zbada¢ x +— e ”Wn(x)

(18) (2) Pomnozy¢ stronami przez e

(20) a)

5

% 25 asympt.: y = 2 + 3 dla x = £o0;

-b

—~
S|
+
8

~—

s}
VAN
S]
IS}
+
8

Rozwazmy f(z) = aln(a + ) ig(z) = (a + ) Ina.

f(0)=g¢(0) = alna
fl@)=—— <1
g(x)=lna > 1 boa>e
fl@) < g'(x)
flx) < g(z)

b) Rozwazmy f(p) = p% +pﬁ =pT7 (p~' +1) oraz g(p) = In f(p).

1 1 1 P
g(p) = Inp+In(—+1) = Inp+In(p+1)—Inp = Inp+In(l1+p
1) = Tlp D) = e p I+ ) L tnp+n(1+ )
1 1 Inp 1 Inp 1 (1—p)?
/
= = = 1 =
g'(p) 1_p+1+p+(1_p)2 et (1_p2+np

(1-p? (1-p)32
1

1 (1—2p—p®+ 2p? p(p—1)
N (1—29)2( 1—p? i T (1-p)p? 1+21—p2 thp )=

1 p 1 p—1
= = (1-2-2 1 — np————1) <0
(1—p)? ( 1+p np) (1-p)? (np 1+p>

Z{ig%g(p) > g(p) > ;;Hll g(p) Z{lgg) f(p) > f(p) > glgll f(p)
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. plnp Inp _ _ _
hmlf( p) = limy, (61*1’ +61*P):6 el =2e71
p—
1
poniewaz  lim, mp = limy_; np = = hmpﬁl 1 =lim, ,; —p=-1
p P
In 3o -1 _
limy, 1 7> p = hmpﬁl = =limp ; — = —1
plnp
hn%]f( p) = lim, .o (el v +pT- P) =04+ =1
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¢) Rozwazmy f(z) =1+ zlog(x + V1 + 22) — V1 + 22.
x <1+ 2z ) 2x
z4+V1+a? 2V1+22) 2V/1+22
x x—i—m x

Jrx—!—\/1—|—a:2 . itz itz
f0)=0 flz)>0z>0 fl(z)<0&z2<0 = Veerf(z) >0

f(x) =log(x + V1 +22) + =log(x + 1+ 22) +

> = log(z + 1+ 22)

(19) f(x) := “tfarctanz; skoro f(—oo) = —F oraz f(1) = §, to wystarczy sprawdzi¢ monotonicznos¢ f; otoz

fl(x) = %g(x) g(x) = ;if —arctanz, ¢'(z) = %, wiec Vo < 1:g(x) > g(0) =0, czyli f'(z) > 0.
(21) Punkty przegiecia leza na prostej y = =(x — 1).

(25) (b) S(f) = D(f) — 1D(f)2 gdzie D(f ff—l,/ Lepszy sposob: sprawdzi¢, ze S(af +b) = S(f), S(f~1) = S(f),
po czym zauwazy¢, ze g — <t = ... dla a # 0. ‘

(26) Tw. Rolle’a.

(27) Ze wzoru Taylora Va,h > 0: 3¢ : |f/(2)| < +|f(z + h) — fl(ac)| + &1 £7(€)]; dla zadanego € > 0 wzigé h := 7,
M := sup; |f"(£)[.Dla ¢ # 0 niech f(z) := e9®) | gdzie g(x) := C”(”Tj;) gdy a # 1, g(z) := Llogz, gdy a = 1. Wtedy

f@) +cx®f(x) =0, alimg_ o f(x) jest =1 (gdy o > 1) lub = +o0 (gdy a < 1,¢ < 0).

il
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(28) Zastosowac tw. de I"'Hospitala, liczac lim, eg(;)(f)(x) dla g(z) == [ 4=
(29) Napisa¢ wzor Taylora dla f(0) i f(1)

(30) Wyrazi¢ f(T'//2) wzorem Taylora, biorac to = 0 (gdy f(T//2) — f(0) > L//2) lub to =T (w przec. razie).
(81) [£(x0) (b — a)l = 51" (&1)(a — 2)* — f"(&2) (b — 2)?| < 72 [(a — x0)* + (b~ 20)?], przy czym [...] < (b~ a)*.
(32) Vo, h: 3¢, & 1 flwth) = f@) f(@h+ 2 f"(&x). F/(@) = gf(@+h) = fla—h)] = 4[f"(&4) — (¢ stad
Vh>0:|f(z)] < + Mo+ &My, co daje | f'(z)| < v2MoMs. Rozwazyc f(z) = (-1)"(x—n)(n+1—2z), n:=E(x).
(33) (a) Indukcja wzgl. n. (b) Zastosowaé (a)p—2 do f(z) := ¢(x) — q(z), dobierajac trojmian kwadratowy ¢(z) tak,
by f(a) = f(%5%) = f(b).

(34) (a),(b) Funkcja F : |arctana,arctanb] — R, F(¢) := f(tant), przedtuza sie do funkcji ciaglej na (zwartym)
domknieciu swej dziedziny; (c) skorzystaé z tw.Fermata lub z tw. Rolle’a.



