
FAQ ANALIZA R c©

Topologia metryczna

Zadanie 1. Sprawdzi¢, »e d okre±la metryk¦ na R. Opisa¢ kule wzgl¦dem tej metryki.

d(x, y) =

{
|x− y|, xy ≥ 0,√
x2 + xy + y2, xy < 0.

Zadanie 2. Metryka rzymska. Niech X = R2, |x| =
√
x21 + x22,

d(x, y) =

{
|x− y|, x1y2 − y1x2 = 0,
|x|+ |y|, x1y2 − y1x2 6= 0.

Pokaza¢, »e d jest metryk¡, opisa¢ kule wzgl¦dem tej metryki.

Zadanie 3. Sprawdzi¢, »e funkcja

d : R× R→ R, d(x, y) =
|x− y|

1 + |x− y|
jest metryk¡ na R. Czy metryka ta jest równowa»na metryce ρ(x, y) = |x − y|? Czy topologia
zadawana przez t¦ metryk¦ jest identyczna z kanoniczn¡? Wskazówka: d(x, y) = f(|x − y|) dla

f(a) = a
1+a

. Dla dowodu nierówno±ci trójk¡ta przyda si¦ wykaza¢ najpierw, »e f(a+ b) ≤ f(a) + f(b)
i f jest rosn¡ca.

Zadanie 4. (metryka jeziora) Niech K = {(x1, x2) ∈ R2 : (x1)
2 + (x2)

2 < 1}. Sprawdzi¢, »e funkcja
d : K ×K → R, d(x, y) = min{‖x− y‖, 2− ‖x‖ − ‖y‖},

gdzie ‖x‖ =
√

(x1)2 + (x2)2, jest metryk¡ na K. Narysowa¢ kul¦ o ±rodku w (0, 3
4
) i promieniu 1

2
oraz

kul¦ o ±rodku w (1
2
, 0) i promieniu 1

4
. Obliczy¢ ±rednic¦ K. Czy (K, d) jest przestrzeni¡ zupeªn¡?

Zadanie 5. Sprawdzi¢, »e wzór

d(x, y) := ||x| − |y||+ |sgnx− sgny|
okre±la metryk¦ na R. Wyznaczy¢ kule (wzgl¦dem d) o ±rodku x0 = 4 i promieniach r = 3, 4, 5, 6.
Pokaza¢, »e K(4; r) jest przedziaªem ⇐⇒ 0 < r ≤ 2 lub r ≥ 6.

Zadanie 6. Niech Z b¦dzie dowolnym zbiorem niepustym, P := {A ∈ 2Z : A skoczony}. Wykaza¢,
»e wzór d(A,B) := |A ÷ B| okre±la metryk¦ w zbiorze P . Opisa¢ kule i odcinki w P wzgl¦dem tej
metryki.

Zadanie 7. Sprawdzi¢, »e wzór d(x, y) = min{|x − y|, 1 − ||x| − |y||} okre±la metryk¦ na zbiorze
M =]− 1, 1[⊂ R. Obliczy¢ ±rednic¦ tej przestrzeni metrycznej, tzn liczb¦ sup{d(x, y) : x, y ∈M}.
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Zadanie 8. Wykaza¢, »e wzór d(x, y) = min{|x− y|,=(x+ y)} okre±la metryk¦ w zbiorze H = {z ∈
C : =z > 0}. Wykaza¢ tak»e, »e ci¡g zn = n+ i

n
speªnia warunek Cauchy'ego, ale nie jest zbie»ny w

tej przestrzeni. Sprawdzi¢, »e metryka d i metryka euklidesowa nie s¡ równowa»ne w H ale zadaj¡
t¦ sam¡ topologi¦.

Zadanie 9. Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Odcinkiem metrycznym w X o ko«cach
a, b ∈ X nazywamy zbiór

[a, b] = {x ∈ X : d(a, b) = d(a, x) + d(x, b)}
Opisa¢ odcinki metryczne dla X = R2 i metryk d1, d2, d∞

Zadanie 10. (R) Udowodni¢, »e (a) zbiór wyrazów ci¡gu Cauchy'ego w przestrzeni metrycznej
jest ograniczony, (b) je±li (xn), (yn) s¡ ci¡gami Cauchy'ego w przestrzeni metrycznej (X, d) to ci¡g
liczbowy dn = d(xn, yn) jest zbie»ny.

Zadanie 11. Niech (xn) b¦dzie ci¡giem w przestrzeni metrycznej (X, d). Rozwa»my nast¦puj¡ce
warunki (Ca), (C1), (C2), (C3):
(Ca) ∀ε > 0 : ∃N ∈ N : ∀m,n ≥ N : d(xm, xn) ≤ ε;
(C1) ∀ε > 0 : ∃N ∈ N : ∀n ≥ N : d(xn, xN) ≤ ε;
(C2) ∀ε > 0 : ∃N ∈ N : ∃x ∈ X : ∀n ≥ N : d(xn, x) ≤ ε;
(C3) ∀ε > 0 : ∃N ∈ N : ∀n ≥ N : d(xn, xn+1) ≤ ε.

Wykaza¢, »e (C1) ⇐⇒ (C) ⇐⇒ (C2), (C) =⇒ (C3). Znale¹¢ przykªad pokazuj¡cy, »e nie
zachodzi (C3) =⇒ (C).

Zadanie 12. Niech (xn) b¦dzie ci¡giem w przestrzeni metrycznej (X, d). Zaªó»my, »e dwa podci¡gi
yk = xp(k), zk = xr(k), gdzie p, r s¡ rosn¡cymi funkcjami z N do N, zawieraj¡ ª¡cznie prawie wszystkie
wyrazy ci¡gu (xn). Wykaza¢, »e ci¡g (xn) jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy gdy (yk) i (zk) s¡ zbie»ne
i ich granice s¡ jednakowe.

Zadanie 13. Niech (xn) i (yn) b¦d¡ zbie»nymi ci¡gami w przestrzeni metrycznej (X, d). Zaªó»my
pondto, »e zbiory ich wyrazów s¡ równe, tzn

A = {xn : n ∈ N} = {yn : n ∈ N}.
Wykaza¢, »e granice (xn) i (yn) s¡ równe lub zbiór A jest sko«czony.

Zadanie 14. Niech (xn) b¦dzie ci¡giem w przestrzeni metrycznej (X, d). Wykaza¢, »e (a) Je»eli
lim d(xn, a) = +∞ dla pewnego a ∈ X to zbiór wyrazów ci¡gu (xn) jest domkni¦ty; (b) Je±li (xn)
jest zbie»ny to zbiór {xn : n ∈ N} ∪ {limxn} jest domkni¦ty.

Zadanie 15. (R) Niech (xn) b¦dzie ci¡giem w przestrzeni metrycznej (X, d). Dowie±¢, »e je±li ci¡g
liczbowy o wyrazach δn = d(x1, x2) + d(x2, x3) + · · · + d(xn, xn+1) jest zbie»ny to ci¡g (xn) speªnia
warunek Cauchy'ego.

Zadanie 16. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ i niech A oznacza podzbiór X. Dowie±¢, »e
(1) FrA = Ā \ IntA = (A \ IntA) ∪ (Ā \ A);
(2) Ā = A ∪ FrA;
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(3) IntA = A \ FrA;
(4) X = IntA ∪ FrA ∪ Int(X \ A);
(5) A jest domkni¦ty wtedy i tylko wtedy gdy FrA ⊂ A;
(6) A jest otwarty wtedy i tylko wtedy gdy A ∩ FrA = ∅.

Zadanie 17. Udowodni¢, »e odcinek metryczny z zadania 9 jest zbiorem domkni¦tym.

Zadanie 18. (R) Niech A i B b¦d¡ podzbiorami przestrzeni metrycznej X. Dowie±¢, »e je±li A i B
s¡ otwarte lub A i B s¡ domkni¦te to A \B i B \ A s¡ rozgraniczone.

Zadanie 19. (R) Niech (X, d), (Y, ρ) b¦d¡ przestrzeniami metrycznymi, f : X → Y odwzorowaniem,
a Graph(f) = {(x, y) ∈ X ×Y : y = f(x)} jego wykresem. Wykaza¢, »e je±li f jest odwzorowaniem
ci¡gªym to Graph(f) jest zbiorem domkni¦tym. Znale¹¢ kontrprzykªad pokazuj¡cy, »e twierdzenie
odwrotnie nie jest prawdziwe. Wykaza¢ tak»e, »e przy dodatkowym zaªo»eniu, »e Y jest zwarta,
twierdzenie odwrotne jest prawdziwe.

Zadanie 20. (R) Dowie±¢, »e (a) je±li podzbiory A i B przestrzeni Rn s¡ zwarte, to zbiór A+B :=
{a + b : a ∈ A , b ∈ B} te» jest zwarty; (b) je±li A jest zwarty, a B domkni¦ty, to A + B jest
domkni¦ty. Poda¢ przykªad domkni¦tych podzbiorów A,B ⊂ R2, dla których zbiór A + B nie jest
domkni¦ty.

Zadanie 21. (R) Niech (Fn)n∈N b¦dzie ci¡giem niepustych zbiorów zwartych, takich, »e dla ka»dego
n ∈ N zachodzi zawieranie Fn+1 ⊂ Fn. Udowodni¢, »e

⋂
n∈N Fn 6= ∅.

Zadanie 22. (R) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Udowodni¢ nast¦puj¡c¡ równowa»no±¢:

(X jest przestrzeni¡ zwart¡)⇐⇒
(

ka»dy ci¡g w X, maj¡cy dokªadnie
jeden punkt skupienia, jest zbie»ny

)
Wskazówka nieobowi¡zkowa: Dowodz¡c⇐ mo»na zacz¡¢ od pokazania, »e z warunku po prawej stronie

wynika, »e ka»dy ci¡g ma punkt skupienia.

Zadanie 23. Niech A,B b¦d¡ podzbiorami przestrzeni metrycznej X. Udowodni¢, »e je±li A,B s¡
spójne i A ∩B 6= ∅ to A ∪B te» jest spójny.

Zadanie 24. (R) W praktycznym dowodzeniu spójno±ci lub niespójno±ci przydaj¡ si¦ nast¦puj¡ce
dwa fakty: (1) Je»eli A jest spójny oraz A ⊂ O1 ∪ O2 oraz O1 i O2 s¡ rozgraniczone (to znaczy
O1 ∩ O2 = O1 ∩ O2 = ∅) to A ⊂ O1 lub A ⊂ O2. (2) Je±li A ⊂ O1 ∪ O2 oraz A1 = O1 ∩ A,
A2 = O2 ∩ A s¡ niepuste i ponadto O1, O2 s¡ rozgraniczone to A jest niespójny.

Zadanie 25. W zale»no±ci od warto±ci parametru p ∈ R zbada¢ ODZS zbioru

Ap = {t ∈ R : 2t2 − 3t ≤ pet}.

Zadanie 26. Zbada¢, czy podzbiór R ⊃ Zp = {px2 − 2x + (2p − 1) ≤ 0} jest otwarty, domkni¦ty,
zwarty, spójny, w zale»no±ci od warto±ci p ∈ R.
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Zadanie 27. (R) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ ograniczonych ci¡gów liczbowych metryk¡

d((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) = sup{|xn − yn|, n ∈ N}.
Zbada¢ ODZS zbioru ci¡gów zbie»nych do 0.

Zadanie 28. Opisa¢ otwarte, domkni¦te, zwarte i spójne podzbiory zbioru N z metryk¡

d(m,n) =

∣∣∣∣ 1

m
− 1

n

∣∣∣∣ .
Czy metryka ρ(m,n) = |m− n| zadaje t¦ sam¡ topologi¦?

Zadanie 29. W zbiorze C([0, 1]) funkcji ci¡gªych na odcinku [0, 1] wprowadzamy metryk¦ d(f, g) =
supt∈[0,1](|f(t) − g(t)|). Zbada¢ otwarto±¢, domkni¦to±¢, zwarto±¢ i spójno±¢ zbioru Z = {f ∈
C([0, 1]) : f(0)f(1) > 0}.

Zadanie 30. Na pªaszczy¹nie R2 wyposa»onej w odlegªo±¢ euklidesow¡ d dla dowolnego podzbioru
A ⊂ R2 i ε ≥ 0 de�niujemy

Aε = {x ∈ X : ∃a ∈ A : d(x, a) ≤ ε}
Rozwa»my nast¦puj¡ce implikacje: (D) A domkni¦ty⇒ Aε domkni¦ty; (O) A otwarty⇒ Aε otwarty;
(Z) A zwarty ⇒ Aε zwarty; (S) A spójny ⇒ Aε spójny. Udowodni¢, »e implikacje te s¡ prawdziwe.
Uwaga: nie jest to prawda w ka»dej przestrzeni wyposa»onej w odlegªo±¢ i topologi¦ zwi¡zan¡ z t¡

odlegªo±ci¡!

Zadanie 31. (R) Zbada¢, czy podane ni»ej podzbiory przestrzeni metrycznej (X, d) s¡ otwarte,
domkni¦te, zwarte, spójne:

(a) X = R, Ap = {x ∈ R : xex−x
2 ≤ p} w zale»no±ci od warto±ci p ∈ R;

(b) X = R, Zp = {x ∈ R : px2 − 2x+ 2p− 1 ≤ 0} w zale»no±ci od warto±ci p ∈ R;
(c) X = R, M = { n

m+n
+ p

m+n+p
, n,m, p ∈ N};

(d) X = C([0, 1],R), d(f, g) = supx∈[0,1] |f(x)− g(x)|, Z = {f ∈ X : f(0)f(1) > 1}.

Zadanie 32. Wykaza¢, »e je±li f : [a, b[→ [a, b[ jest ci¡gª¡ surjekcj¡ to f ma punkt staªy. Wskazówka:
wªasno±¢ Darboux dla funkcji ci¡gªych.

Zadanie 33. (R) Zbada¢ ci¡gªo±¢ nast¦puj¡cych funkcji f, g : R2 → R

f(x, y) =

{ xy

x2 + y2
(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
g(x, y) =

 xy2

x2 + y4
(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

Zadanie 34. Wyznaczy¢ punkty ci¡gªo±ci funkcji f : D → R, D ⊂ R, je±li

(1) f(x) := limn→∞
xn−x−n

xn+x−n dla x > 0;

(2) f(x) :=

{
x(x2 − 2), x ∈ Q
0, x ∈ R \Q;

(3) f(x) :=

{
0, x ∈ Q,
sin 1

x
, x ∈ R \Q.
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Zadanie 35. Wykaza¢, »e je»eli X i Y s¡ przestrzeniami metrycznymi, a f : X → Y � odwzo-
rowaniem, to nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne: (a) f jest ci¡gªe (tzn. przeciwobrazy zbiorów
otwartych w Y s¡ otwarte w X); (b) przeciwobrazy zbiorów domkni¦tych w Y s¡ domkni¦te w X;
(c) f(Ā) ⊂ f(A) dla ka»dego podzbioru A ⊂ X.

Zadanie 36. (R) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ zwart¡, a f : X → Y � odwzorowaniem ci¡gªym.
Wykaza¢, »e (a) je±li A ⊂ X jest domkni¦ty, to f(A) jest domkni¦ty; (b) je±li f jest injektywne, to
jest homeomor�zmem X na f(X).

Zadanie 37. (R) Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ zwart¡, a ϕ : X → X izometri¡.
Wykaza¢, »e ϕ jest surjekcj¡ (a wi¦c bijekcj¡, bo ka»da izometria jest injekcj¡).

Zadanie 38. (R) Wykaza¢, »e je±li X ⊂ R jest przedziaªem, a f : X → R ci¡gª¡ injekcj¡, to f jest
±ci±le monotoniczna.

Zadanie 39. (R) Niech I b¦dzie otwartym odcinkiem w R. Udowodni¢, »e je±li funkcja f : I → R
jest ci¡gªa i dla wszystkich a, b ∈ I, a < b, speªnia nierówno±¢ f(a+b

2
) ≤ f(a)+f(b)

2
. to funkcja jest

wypukªa.

Zadanie 40. (R) Wykaza¢, »e je±li f : R → R jest ci¡gªa oraz obraz ka»dego zbioru otwartego jest
domkni¦ty, to f jest staªa.

Zadanie 41. (R) Niech R2 ⊃ C = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} i f : C → R b¦dzie odwzorowaniem
ci¡gªym. Udowodni¢, »e f nie jest surjektywne ani injektywne.

Rozwi¡zania

(10) (a) Niech (xn) b¦dzie ci¡giem Cauchy'ego w przestrzeni metrycznej. Przypomnijmy warunek
Cauchy'ego:

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n,m > N d(xm, xn) < ε.

Ustalmy ε > 0 i we¹my stosowne N . Z warunku Cauchy'ego wynika, »e dla m > N d(xN+1, xm) < ε.
Niech R = max{d(xN+1, x1), d(xN+1, x2), . . . , d(xN+1, xN), ε}. R jest sko«czon¡ liczb¡ dodatni¡.
Wszystkie wyrazy ci¡gu nale»¡ do kuli K(xN+1, R), ci¡g jest wi¦c ograniczony. (b) Wyka»emy, »e
ci¡g liczbowy (dn) jest ci¡giem Cauchy'ego, co w zbiorze liczb rzeczywistych z normaln¡ topologi¡
jest równowa»ne zbie»no±ci. Potrzebne b¦d¡ nast¦uj¡ce rachunki:

d(xn, yn) ≤ d(xn, xm) + d(xm, yn) ≤ d(xn, xm) + d(xm, ym) + d(ym, yn)

zatem

(1) d(xn, yn)− d(xm, ym) ≤ d(xn, xm) + d(ym, yn).

Zamieniamy miejscami n i m

d(xm, ym) ≤ d(xm, xn) + d(xn, ym) ≤ d(xm, xn) + d(xn, yn) + d(yn, ym)

zatem

(2) d(xm, ym)− d(xn, yn) ≤ d(xm, xn) + d(yn, ym)

i ostatecznie z (1) i (2)

|d(xm, ym)− d(xn, yn)| ≤ d(xm, xn) + d(yn, ym).
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Ustalamy ε > 0, znajdujemy stosowne Nx i Ny wyst¦puj¡ce w warunkach Cauchy'ego dla ci¡gów
(xn) i (yn) dla ε

2
. De�niujemy nast¦pnie N = max{Nx, Ny}. Wiadomo wi¦c, »e

|dn − dm| = |d(xm, ym)− d(xn, yn)| ≤ d(xm, xn) + d(yn, ym) < ε.

Ci¡g (dn) speªnia wi¦c warunek Cauchy'ego.♣

(15) Niech δ b¦dzie granic¡ ciagu δn. Ustalmy ε > 0. Z de�nicji granicy ci¡gu wynika istnienie N
takiego, »e dla n > N δn ∈]δ − ε

2
, δ + ε

2
[. Je±li wi¦c n,m > N to |δn − δm| < ε. Dla ustalenia uwagi

przyjmijmy, »e m > n.

|δn − δm| = d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xm, xm+1).

Z nierówno±ci trójk¡ta, u»ytej wielokrotnie, dostajemy

d(xn+1, xm+1) ≤ d(xn+1, xn+2) + · · ·+ d(xm, xm+1) = |δn − δm| < ε

Powy»sza nierówno±¢ zachodzi dla m,n > N . Mamy wi¦c dla m,n > N + 1 nierówno±¢

d(xn, xm) ≤ ε,

tzn (xn) speªnia warunek Cauchy'ego. ♣

(18) Niech A,B b¦d¡ otwarte. Zaªó»my, »e A \ B i B \ A nie s¡ rozgraniczone, tzn. przynajmniej
jeden ze zbiorów A \B∩B\A jest B \ A∩A\B nie jest pusty. Bez straty ogólno±ci mo»emy przyj¡¢,
»e niepusty jest pierwszy z wymienionych zbiorów. Niech wi¦c x b¦dzie elementem A \B ∩ B \ A.
Punkt x nale»y wi¦c do B, nie nale»y do A, ale jest punktem skupienia A \B. Mo»emy wi¦c wybra¢
ci¡g (xn) zbie»ny do x i taki, »e wszystkie xn s¡ elementami A i nie s¡ elementami B. B jest otwarty,
zatem zawarty jest w B wraz z pewn¡ kul¡ o promieniu ε. Ze zbie»no±ci (xn) wynika, »e prawie
wszystkie elementy (xn) nale»¡ do kuli o ±rodku w x i promieniu ε, nale»¡ wi¦c te» do B. Jest to
jednak sprzeczne z de�nicj¡ xn.
Niech teraz A,B b¦d¡ domkni¦te. Podobnie zaªó»my, »e A \ B i B \ A nie s¡ rozgraniczone, tzn

istnieje x ∈ A \B ∩ B \ A. Skoro x jest w domkni¦ciu A \B, to jest granic¡ pewnego ci¡gu (xn) o
wyrazach z A \ B. W szczególno±ci ci¡g ten jest ci¡giem w A. A jest domkniete, wi¦c granica tego
ci¡gu, x, jest te» elementem A. Jednocze±nie nie mo»e wi¦c by¢ elementem B \ A. ♣

(19) Niech (x0, y0) b¦dzie dowolnym punktem skupienia zbioru Graph(f). Oznacza to, »e istnieje
ci¡g (xn, yn) zbie»ny do (x0, y0) i f(xn) = yn. Skoro xn → x0 i f jest ci¡gªa, to yn = f(xn) →
f(x0). Wnioskujemy zatem, »e y0 = f(x0), czyli (x0, y0) ∈ Graph(f). Wykres zawiera wszystkie
swoje punkty skupienia, jest wi¦c domkni¦ty. Twierdzenie odwrotne w ogólnym przypadku nie jest
prawdziwe, gdy» funkcja f : R → R zde�niowana wzorami f(x) = 0 dla x ≤ 0 i f(x) = 1

x
dla

x > 0 jest nieci¡gªa w x = 0 jednak jej wykres jest domkni¦ty w R2. Je±li jednak przestrze« warto±ci
funkcji f jest zwarta, twierdzenie odwrotne jest prawdziwe. Zaªó»my »e tak nie jest. Istnieje wi¦c
funkcja nieci¡gªa, której wykres jest domkni¦ty. Niech x0 b¦dzie punktem nieci¡gªo±ci f . Istnieje
wtedy ci¡g xn zbie»ny do f taki, »e f(xn) jest oddzielony od f(x0). Dokªadniej istnieje ε > 0 taki,
»e dla dowolnego n, |f(xn)− f(x0)| > ε. Ci¡g yn = f(xn) jest ci¡giem elementów zwartej przestrzeni
y, zawiera wi¦c podci¡g ynk

zbie»ny do pewnego y0. Ci¡g (xnk
, ynk

) jest ci¡giem punktów wykresu
zbie»nym do (x0, y0). Z domkni¦to±ci wykresu wynika, »e (x0, y0) nale»y do tego wykresu, wi¦c
f(x0) = y0. Jest to jednak sprzeczne z de�nicj¡ xn � warto±ci f na xn miaªy by¢ oddzielone od
f(x0).♣

(20) Je»eli punkt x nale»y do domkni¦cia A+B, to znaczy, »e istnieje ci¡g elementów A+B zbie»ny
do x. Ci¡g z A+B mo»na zawsze zapisa¢ jako sum¦ ci¡gów an z A i bn z B. Ci¡g an jest ci¡giem w
zbiorze zwartym wi¦c ... a skoro caªy ci¡g an+bn jest zbie»ny, to o bn wiadomo, »e ... a z domkni¦to±ci
B wynika »e ... ♣
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(21) Zbiór Ap mo»na zapisa¢ jako f−1(] − ∞, p]) dla funkcji rzeczywistej f(x) = e−t(2t2 − 3t).
Wiadomo wi¦c, »e niezale»nie od warto±ci p zbiór b¦dzie domkni¦ty. Co do reszty wªasno±ci mo»na
si¦ wypowiedzie¢ dopiero po dokªadniejszym zbadaniu zbioru Ap. W tym celu nale»y naszkicowa¢
wykres funkcji f . Okazuje si¦, »e funkcja ta jest ci¡gªa, ró»niczkowalna, w −∞ d¡»y do +∞, dalej
maleje poprzez miejsce zerowe dla x = 0a» do minimum (globalnego), które ma w punkcie x = 1

2
.

Dalej funkcja ro±nie poprzez miejsce zerowe do maksimum (lokalnego) w punkcie x = 3 i dalej maleje
do zera w +∞. Warto±¢ w minimum f(1

2
) = − 1√

e
i w maksimum f(3) = 9

e3
. Rozwi¡zanie:

p ∈ [ 9
e3
,∞] póªprosta domkni¦ta: Nieotwarty, Domkni¦ty, Niezwarty, Spójny

p ∈]0, 9
e3

[ suma póªprostej i odcinka: Nieotwarty, Domkni¦ty, Niezwarty, Niespójny

p ∈]− 1√
e
, 0] odcinek domkni¦ty: Nieotwarty, Domkni¦ty, Zwarty, Spójny

p = 1√
e

jeden punkt: Nieotwarty, Domkni¦ty, Zwarty, Spójny

p ∈]−∞, 1√
e
[ zbiór pusty: Otwarty, Domkni¦ty, Zwarty, Spójny.

♣
(22) Poniewa» metryka jest dziwna warto zacz¡¢ od zastanowienia si¦ jak wygl¡daj¡ kule otwarte w
tej metryce.

K(m, ε) = {n ∈ N : | 1
n
− 1

m
| < ε}.

Przy ustalonym m i ε znajd¹my oszacowania na n:

| 1
n
− 1

m
| < ε,

|n−m|
nm

< ε, |n−m| < mnε

i dalej
−nmε < m− n < nmε

n− nmε < m < n+ nmε
n(1−mε) < m < n(1 +mε).

Dalej lew¡ i praw¡ nierówno±¢ rozwa»amy oddzielnie. Zaczynamy od prawej:

m < n(1 +mε), n >
m

1 +mε
, n >

1

ε+ 1
m

.

Teraz lewa:

n(1−mε) < m, n <
m

1− εm
=
−1

ε− 1
m

dla promieni ε <
1

m
.

Dla promieni wi¦kszych b¡d¹ równych 1
m

nie ma górnej granicy n. Ostatecznie je±li f(ε) = 1
ε+ 1

m

i

g(ε) = −1
ε− 1

m

0 < ε < 1
m

K(m, ε) = {n : f(ε) < n < g(ε)}
ε = 1

m
K(m, ε) = {n : m

2
< n}

ε > 1
m

K(m, ε) = {n : f(ε) < n}.

W szczególno±ci okazuje si¦, »e dla ka»dego m istnieje taki promie« ε, »e kula o promieniu mniejszym
zawiera tylko punkt m, co oznacza, »e zbiór jednopunktowy jest otwarty. Rachunki pokazuj¡, »e taki
promie« jest równy 1

m(m+1)
. Dla ka»dego m istnieje tak»e promie« taki, »e kula o tym promieniu

zawiera caªy zbiór N. Topologia w której zbiory jednopunktowe s¡ otwarte nazywa si¦ dyskretna.
Konsekwencj¡ otwarto±ci zbiorów jednopunktowych jest otwarto±¢ wszystkich zbiorów, bo wszystkie
s¡ sumami jednopunktowych. Ostatecznie wszystkie zbiory s¡ otwarte a co za tym idzie wszystkie
s¡ domkni¦te. Jedynymi ci¡gami zbie»nymi w takiej topologii s¡ ci¡gi od pewnego miejsca staªe.
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Ma to wpªyw na kryterium zwarto±ci zbioru: zbiory zwarte s¡ to zbiory maj¡ce sko«czon¡ liczb¦
elementów. Tylko w takim przypadku ka»dy ci¡g zawiera podci¡g od pewnego miejsca staªy. Jedyne
zbiory spójne s¡ to zbiory jednopunktowe. Naturalna topologia indukowana z R, a wi¦c zadawana
przez metryk¦ ρ jest taka sama.♣
(24) Zanim udowodnimy powy»sze fakty zwró¢my uwag¦ na po»ytek jaki z nich b¦dziemy mie¢.
Otó» po ich udowodnieniu b¦dzie ªatwiej dowodzi¢ niespójno±ci lub spójno±ci zbiorów. B¦dziemy
szuka¢ podzbiorów O1, O2 przestrzeni X takich, »e A ⊂ O1 ∪ O2 i nie b¦dziemy musieli zajmowa¢
si¦ tym czy O1 i O2 s¡ otwarte jako podzbiory przestrzeni metrycznej w której si¦ to wszystko
dzieje. Nie b¦dziemy musieli te» pracowa¢ z topologi¡ indukowan¡ � wszystkie wªasno±ci topologiczne
o których mowa s¡ wzgl¦dem przestrzeni X. Zamiast topologii indukowanej rozwa»a¢ b¦dziemy
warunek rozgraniczono±ci. Przejd¹my teraz do dowodu pierwszego faktu: (1) Niech A, O1, O2 b¦d¡
jak w zaªo»eniach. Wtedy Oznaczamy A1 = A∩O1, A2 = A∩O2. Z zawierania A ⊂ O1∪O2 wynika
A = A1∪A2. Skoro O1 i O2 s¡ rozgraniczone, to w szczególno±ci O1∩O2 = ∅, czyli tak»e A1∩A2 = ∅.
Poka»emy, »e A1 i A2 s¡ otwarte i domkni¦te w topologi indukowanej na A z przestrzeni X. Niech Ad1
oznacza domkni¦cie zbioru A1 wzgl¦dem przestrzeni A. We¹my punkt a ∈ Ad1. Zauwa»my, »e skoro
a jest elementem domkni¦cia w topologii indukowanej, to znaczy »e jest elementem A. Nale»y wi¦c
do A1 albo do A2. Za chwile uzasadnimy, »e nie mo»e nale»e¢ do A2. Punkt nale»y do domkni¦cia
je±li istnieje ci¡g (xn) punktów zbioru A1 zbie»ny do a. Ci¡g zbie»ny w topologii indukowanej jest
te» zbie»ny w topologii X. Ci¡g (xn) ma elementy w zbiorze A1, zatem tak»e w zbiorze O1, jego
granica a nale»y wi¦c do O1. Zbiór A2 jest podzbiorem O2 a O2 ∩O1 = ∅ zatem tak»e A2 ∩O1 = ∅.
St¡d wniosek, »e a /∈ A2. Okazuje si¦ wi¦c, »e a ∈ A1, czyli Ad1 = A1, innymi sªowy zbiór A1 jest
domkni¦ty jako podzbiór A w topologii indukowanej. To samo rozumowanie mo»na przeprowadzi¢
dla zbioru A2. Poniewa» A1 jest dopeªnieniem A2 i odwrotnie (w przestrzeni A), to oba s¡ nie tylko
domkni¦te, ale i otwarte. Otrzymali±my w ten sposób rozkªad A na sum¦ otwarto-domkni¦tych
rozª¡cznych podzbiorów. Je±li A jest spójny, to który± z tych podzbiorów musi by¢ pusty. Je±li
A1 = ∅ to A ⊂ O2, je±li A2 = ∅ to A ⊂ O1. (2) Dowód drugiego faktu zostaª ju» w du»ej mierze
przeprowadzony w dowodzie faktu pierwszego. �eby pokaza¢, »e A jest niespójny, trzeba pokaza¢,
»e A1, A2 s¡ otwarto-domkni¦te jako podzbiory A. Zostaªo to zrobione powy»ej. ♣
(27) Oznaczmy przez W zbiór o którym mowa, tzn zbiór ci¡gów zbie»nych do zera. Zacznijmy od
domkni¦to±ci: Ci¡g (yn) nale»y do domkni¦cia W je±li jego odlegªo±¢ od W jest zero, to znaczy
je±li dla ka»dego ε > 0 istnieje ci¡g xn zbie»ny do zera i taki, »e supn∈N |xn− yn| < ε. We¹my ci¡g yn
z domkni¦cia i sprawd¹my, czy jest on zbie»ny do zera. Ustalamy ε > 0 i bierzemy ci¡g (xn) zbie»ny
do zera i oddalony od yn nie wi¦cej ni» ε

2
. Skoro supn∈N |xn − yn| < ε

2
to znaczy w szczególno±ci, »e

∀n ∈ N |xn − yn| < ε
2
. Skorzystajmy z nierówno±ci obowi¡zuj¡cej dla liczb rzeczywistych:

||a| − |b|| ≤ |a− b| dla a = xn, b = yn,

tzn
∀n ∈ N ||xn| − |yn|| ≤ |xn − yn| <

ε

2
czyli ||xn| − |yn|| <

ε

2
.

Dalej mamy

−ε
2
< |xn| − |yn| <

ε

2
, |xn| −

ε

2
< |yn| <

ε

2
+ |xn|

We¹my teraz n wystarczaj¡co du»e, »eby |xn| < ε
2
, wtedy ostatni¡ nierówno±¢ mo»na zast¡pi¢ przez:

|yn| < ε.

Pokazali±my zatem, »e dla ka»dego ε > 0 dla wystarczaj¡co du»ych n warto±¢ bezwzgl¦dna yn jest
mniejsza ni» ε. Ci¡g yn jest wi¦c zbie»ny do zera i nale»y do W . W jest wi¦c zbiorem domkni¦tym.
Nie jest to zbiór otwarty, gdy» na przykªad kula o ±rodku w ci¡gu staªym o wyrazach równych zero
i promieniu r zawiera ci¡g staªy o wyrazach równych r

2
. Ci¡g ten nie jest elementem W . Poniewa»
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r mo»e by¢ dowolnie maªe, »adna kula o ±rodku w 0 nie jest caªkowicie zawarta w W . Zbiór W
jest spójny, gdy» jest ªukowo-spójny. Je±li (xn) i (yn) s¡ ci¡gami zbie»nymi do zera to tak»e ci¡g
fn(t) = txn + (1 − t)yn jest ci¡giem zbie»nym do zera dla ka»dego t. Odwzorowanie t 7→ fn(t) jest
ci¡gªe, 1 7→ xn i 0 7→ yn. Punkty (xn), (yn) mo»na wi¦c poª¡czy¢ ci¡gªym obrazem odcinka. Zbiór W
nie jest zwarty, gdy» dla ustalonego (xn) zbie»nego do zera i ró»nego od ci¡gu staªego równego zero,
ci¡g ci¡gów xn, 2xn, 3xn, ... nie zawiera podci¡gu zbie»nego: Odlegªo±¢ dwóch ró»nych wyrazów

d(kxn, lxn) = sup
n∈N
|kxn− lxn| = |k − l| sup

n∈N
|xn| ≥ sup

n∈N
|xn|.

♣
(31) Zadanie dotyczy poj¦cia spójno±ci. Niech X0 = A ∪ B b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ z od-
legªo±ci¡ i topologi¡ indukowan¡ z X. Naszym zadaniem jest udowodni¢, »e X0 jest przestrzeni¡
spójn¡. Dowód przeprowadzimy metod¡ ad absurdum. Zaªó»my wi¦c, »e przestrze« X0 nie jest
spójna. Oznacza to, »e jest sum¡ dwóch zbiorów O1, O2 otwartych i maj¡cych puste przeci¦cie:

X0 = O1 ∪O2, O1 ∩O2 = ∅.
Zauwa»my, »e zbiory O1, O2 s¡ jednocze±nie domkni¦te (jako podzbiory X0), gdy» O1 jest dopeªnie-
niem O2 i odwrotnie.

A jest zbiorem spójnym i A ⊂ O1 ∪ O2 Oznacza to, »e A ⊂ O1 lub A ⊂ O2. Gdyby oba zbiory
A1 = A ∩ O1 i A2 = A ∩ O2 byªy niepuste, przeczyªoby to spójno±ci A. Mieliby±my bowiem
A = A1 ∪ A2 gdzie A1, A2 s¡ rozª¡czne jako pozdzbiory zbiorów rozª¡cznych i ponadto A1, A2 s¡
otwarte w A z topologi¡ indukowan¡ z X0. (Z de�nicji topologia indukowana zadawana jest przez
przeci¦cia zbiorów otwartych w wi¦kszej przestrzeni z mniejsz¡ przestrzeni¡). Podobnie rzecz si¦ ma
z B. Gdyby teraz A ⊂ O1 i B ⊂ O2, to A i B musiaªyby by¢ rozª¡czne jako podzbiory zbiorów
rozª¡cznych. To oznacza, »e A i B nale»¡ oba do O1 lub oba do O2. W pierwszym przypadku
warunki:

X0 = A ∪B ⊂ O1, X0 = O1 ∪O2, O1 ∩O2 = ∅ daj¡ O2 = ∅.
W drugim przypadku otrzymamy O1 = ∅. Okazuje si¦ wi¦c, »e A ∪ B nie jest niespójny, gdy» takie
zaªo»enie doprowadziªo do sprzeczno±ci.♣
(33) (a) ]0, 1[ ∪ ]1,∞[; (b) {−

√
2, 0,
√

2}; (c) { 1
nπ

: n ∈ Z, n 6= 0}♣
(36) (a) Wzi¡¢ y z domkni¦cia f(A) i ci¡g elementów f(A) zbie»ny do y. Ci¡g ten jest obrazem
pewnego ci¡gu elementów z A. A jest domkni¦tym podzbiorem przestrzeni zwartej, wi¦c ... a to
powoduje »e ci¡g elementów z A ... no i dalej chyba wiadomo. W punkcie (b) nale»y wiedzie¢, »e
homeomor�zm to jest ci¡gªa bijekcja, której odwrotno±¢ te» jest ci¡gªa. Przykªad, »e je±li X nie
jest zwarta, to wynikanie nie zachodzi mo»e by¢ taki: X = [0, 1]∪]2, 3] z topologi¡ indukowan¡ z R,
Y = R, f(x) = x dla x ∈ [0, 1] i f(x) = x − 1 dla x ∈]2, 3]. Wtedy f(X) = [0, 2] f−1(x) = x dla
x ∈ [0, 1] i f−1(x) = x+ 1 dla x ∈]1, 2]. Chodzi o to, »e X jest w dwóch kawaªkach i niezwarte.♣
(37) Zauwa»my najpierw, »e rzeczywi±cie ka»da izometria jest injekcj¡. Gdyby istniaªy dwa ró»ne
punkty x 6= y takie, »e ϕ(x) = ϕ(y), to d(ϕ(x), ϕ(y)) = 0 podczas gdy d(x, y) 6= 0 co prowadzi
do sprzeczno±ci. Zauwa»my tak»e, »e izometria jest odwzorowaniem ci¡gªym w ka»dym punkcie.
W de�nicji ci¡gªo±ci wystarczy wzi¡¢ δ = ε. Dowód surjektywno±ci przeprowadzimy ad absurdum.
Zaªó»my zatem, »e istnieje punkt x0, który nie nale»y do obrazu ϕ. Zauwa»my tak»e, »e δ =
d(x0, imϕ) > 0, gdy» ze zwarto±ci X wynika, »e imϕ jest zwarty, jako obraz zbioru zwartego przy
odwzorowaniu ci¡gªym. Zbiór zwarty jest domkni¦ty. Gdyby wi¦c d(x0, imϕ) = 0 oznaczaªoby to,
»e x0 ∈ imϕ = imϕ. Element nie nale»¡cy do obrazu musi by¢ wi¦c w niezerowej odlegªo±ci od
tego obrazu. De�niujemy teraz ci¡g (xn) wzorem xn = ϕn(x0), czyli x1 = ϕ(x0), . . . , xn = ϕ(xn−1).
Obliczmy odlegªo±¢ mi¦dzy dwoma dowolnymi wyrazami tego ci¡gu. Niech n,m ∈ N, n > m
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d(xn, xm) = d(ϕn(x0), ϕ
m(x0)) = d(ϕn−1(x0), ϕ

m−1(x0)) = · · · = d(ϕn−m(x0), x0) ≥ δ

gdy» oczywi±cie ϕn−m(x0) ∈ imϕ. Ci¡g ten nie mo»e wi¦c zawiera¢ podci¡gu zbie»nego, skoro jego
dwa dowolne wyrazy s¡ odlegªe o co najmniej δ. Pozostaje to w sprzeczno±ci ze zwarto±ci¡ przestrzeni
X, w której ka»dy ci¡g ma podci¡g zbie»ny. Okazuje si¦, »e zaªo»enie o istnieniu punktu poza obrazem
ϕ prowadzi do sprzeczno±ci. Udowodnili±my wi¦c, »e izometria ϕ jest surjekcj¡.♣

(38) Zacznijmy od sytuacji, kiedy przedziaª X na którym okre±lona jest funkcja jest zwarty, tzn
X = [a, b]. Zaªó»my te» dla ustalenia uwagi, »e f(a) < f(b). (Dowód dla przypadku f(a) > f(b)
jest bardzo podobny). Dla ka»dego x ∈]a, b[ warto±¢ f(x) musi by¢ zawarta mi¦dzy f(a) i f(b), tzn.
f(a) < f(x) < f(b). Gdyby tak nie byªo, to znaczy gdyby np. f(x) > f(b), to warto±¢ f(b) byªaby
przyjmowana raz gdzie± na odcinku ]a, x[ (wªasno±¢ Darboux), a drugi raz w punkcie b, co przeczy
injektywno±ci. Podobnie gdyby f(x) < f(a), to warto±¢ f(a) byªaby przyjmowana raz w punkcie a a
drugi raz gdzie± na odcinku ]x, b[. Je±li teraz we¹miemy dwa dowolne punkty x1 < x2 z odcinka ]a, b[.
Otrzymamy f(x1) < f(x2), gdy» przedstawione powy»ej rozumowanie mo»na zastosowa¢ do odcinka
]a, x2[ do którego nale»y x1. Oznacza to, »e f jest ±ci±le rosn¡ca. Je±li zacz¦liby±my od f(a) > f(b)
otrzymaliby±my f ±ci±le malej¡c¡.♣

Niech teraz X b¦dzie dowolnym przedziaªem niezwartym. Wybierzmy [a, b] ⊂ X i zaªó»my, »e f(a) <
f(b). Tak jak poprzednio nie zmniejsza to ogólno±ci dowodu. Z przeprowadzonych powy»ej rozwa»a«
wynika, »e f jest ±ci±le rosn¡ca na [a, b]. We¹my teraz dowolny przedziaª [a′, b′] zwarty zawieraj¡cy
[a, b]. Wtedy f(a′) < f(a). Gdyby bowiem byªo odwrotnie to mniejsza z liczb {f(a′), f(b)}, byªaby
przyjmowana dwukrotnie: raz na odcinku [a′, a] i raz na [a, b]. Podobnie f(b′) > f(b). Mamy
wi¦c f(a′) < f(b′), czyli f jest ±ci±le rosn¡ca na [a′, b′]. We¹my teraz dowolne x1, x2 ∈ X takie,
»e x1 < x2. Oznaczamy a′ = min{x1, a}, b′ = max{x2, b}. Wtedy [a′, b′] ⊃ [a, b] i x1, x2 ∈ [a′, b′],
czyli f(x1) < f(x2). f jest wi¦c ±ci±le rosn¡ca. Podobnie jak poprzednio przyjmuj¡c na pocz¡tku
zaªo»enie f(a) > f(b) otrzymaliby±my funkcj¦ ±ci±le malej¡c¡.♣

(39) We¹my dwa punkty a, b ∈ I, a < b. Naszym zadaniem jest pokaza¢, »e na odcinku ]a, b[ wykres
funkcji f le»y pod prost¡ przechodz¡c¡ przez punkty (a, f(a)), (b, f(b). Prosta ta ma równanie

y0(x) =
f(b)− f(a)

b− a
x+

af(b)− bf(a)

b− a
.

Niech x b¦dzie dowolnym, ale od tego momentu ustalonym, punktem odcinka ]a, b[. Niech c0 oznacza
warto±¢ y0(x). Naszym zadaniem jest pokaza¢, »e c0 ≥ f(x). We¹my teraz ±rodek odcinka ]a, b[, tzn.
punkt a+b

2
. S¡ trzy mo»liwo±ci:

(1) x =
a+ b

2
, (2) x <

a+ b

2
, (3) x >

a+ b

2
.

W pierwszym przypadku dowód jest zako«czony (korzystamy z zaªo»enia). W drugim, oznaczamy

a1 = a, b1 =
a+ b

2

i konstruujemy prost¡ y1 przechodz¡c¡ przez punkty (a1, f(a1)) i (b1, f(b1)). Oznaczamy przez c1
warto±¢ y1(x). Poniewa» punkt (b1, f(b1)) le»y poni»ej prostej y1, to prosta y1 na prawo od a le»y
poni»ej y0, oznacza to, »e c1 ≤ c0. W trzecim przypadku oznaczamy

a1 =
a+ b

2
, b1 = b

i konstruujemy prost¡ y1 przez punkty (a1, f(a1), (b1, f(b2)). Oznaczamy c1 = y1(a1). �atwo pokaza¢,
»e, podobnie jak poprzednio c1 ≤ c0. Wyznaczamy teraz ±rodek odcinka ]a1, b1[. Wiadomo, »e x
nale»y do tego odcinka, wi¦c caª¡ procedur¦ mo»emy powtórzy¢ konstruuj¡c punkty a2, b2 i warto±¢
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c2 ≤ c1. Ci¡g (an) jest ci¡giem rosn¡cym i ograniczonym, ci¡g (bn) jest malej¡cy i ograniczony, oba
s¡ wi¦c zbie»ne. Ponadto

bn − an =
b− a

2n
n→∞−→ 0,

co oznacza, »e ci¡gi te s¡ zbie»ne do tej samej granicy. Skoro dla wszystkich n an ≤ x ≤ bn to
oznacza, »e lim an = lim bn = x. Ci¡g cn ma t¦ wªasno±¢, »e dla wszystkich n cn nale»y do odcinka
o ko«cach f(an), f(bn). Z ci¡gªo±ci f wynika, »e lim f(an) = lim f(bn) = f(x). St¡d wniosek, »e
lim cn = f(x). Ci¡g cn jest wi¦c malej¡cym ci¡giem zbie»nym. Jego pierwszy wyraz jest zatem nie
mniejszy ni» jego granica: c0 ≥ f(x), a to wªa±nie mieli±my udowodni¢.

Niech teraz w(q) oznacza warunek wypukªo±ci, tzn.

f(qa+ (1− q)b) ≤ qf(a) + (1− q)f(b).

Jest jasne, »e je±li funkcja speªnia w(q) dla ka»dego q ∈ [0, 1] to speªnia w(1
2
). Pokazali±my, »e funkcja

ci¡gªa speªniaj¡ca w(1
2
) speªnia w(q) dla q ∈ [0, 1]. Powstaje pytanie, czy zaªo»enie o ci¡gªo±ci jest

konieczne. Mo»na udowodni¢, »e funkcja wypukªa, czyli speªniaj¡ca w(q) dla ka»dego q ∈ [0, 1] jest
ci¡gªa. Czy zatem ci¡gªo±¢ wynika te» z w(1

2
)? Je±li nie, to powinno si¦ da¢ skonstruowa¢ funkcj¦

nieci¡gª¡, która speªnia w(1
2
) ale nie jest wypukªa. ♣

(40) Dowodzimy metod¡ ad absurdum. Zaªó»my, »e w zbiorze warto±ci funkcji f s¡ przynajmniej
dwie ró»ne liczby. Oznaczmy je y1 i y2. Zaªó»my dla ustalenia uwagi, »e y1 < y2. Funkcja jest
ci¡gªa, zatem przyjmuje wszystkie warto±ci z odcinka ]y1, y2[ (wªasno±¢ Darboux), innymi sªowy
]y1, y2[⊂ f(R). Z ci¡gªo±ci funkcji f wynika, »e f−1(]y1, y2[) jest zbiorem otwartym. f(f−1(]y1, y2[))
jest wi¦c zbiorem domkni¦tym. Ale skoro ]y1, y2[⊂ f(R) to f(f−1(]y1, y2[)) =]y1, y2[, który nie jest
zbiorem domkni¦tym � sprzeczno±¢.♣
(41) Przypomnie¢ sobie jak zachowuj¡ si¦ wªasno±ci topologiczne (otwarto±¢, domkni¦to±¢, zwarto±¢,
spójno±¢) wzgl¦dem odwzorowa« ci¡gªych i sprawdzi¢ czy to si¦ da u»y¢ do odpowiedzi na które±
z pyta«. Wybra¢ dwa punkty na okr¦gu. Je±li warto±¢ funkcji w tych punktach jest taka sama,
to funkcja jest nieinjektywna. Je±li warto±ci s¡ ró»ne, to wykaza¢, »e liczba pomi¦dzy warto±ciami
w tych punktach musi by¢ przyjmowana dwa razy: raz na ka»dym z dwóch ªuków ª¡cz¡cych dwa
wybrane punkty. Tu mo»na wykorzysta¢ wªasno±¢ Darboux.♣


