FAQ ANALIZA R®

Topologia metryczna

Zadanie 1. Sprawdzi¢, ze d okresla metryke na R. Opisac¢ kule wzgledem tej metryki.
’l’ — y’a Ty > 07

dw.y) = { 2 +ay+y? ay <O0.
Zadanie 2. Metryka rzymska. Niech X = R? |z| = /22 + 23,

— _ — O
d(z,y) = lz—yl, T1y2 — 172 )
(.9) { 2|+ |yl, z1y2 — w2 # 0.

Pokazac, ze d jest metryka, opisa¢ kule wzgledem tej metryki.

Zadanie 3. Sprawdzi¢, ze funkcja

d:RxR—R, d(az,y):M
1+ |z —yl
jest metryka na R. Czy metryka ta jest rownowazna metryce p(z,y) = |z — y|? Czy topologia

zadawana przez te metryke jest identyczna z kanoniczna? Wskazowka: d(x,y) = f(|lz — y|) dla

f(a) = 157 Dla dowodu nierdwnosci trajkgta przyda si¢ wykazaé najpierw, ze f(a+0b) < f(a)+ f(b)

i f jest rosngca.

Zadanie 4. (metryka jeziora) Niech K = {(z1,79) € R* 1 (21)? + (22)* < 1}. Sprawdzi¢, ze funkcja
d: Kx K =R, dxy)=min{llz—yl, 2— ] - yll},
gdzie ||z|| = \/(x1)2 + (72)2, jest metryka na K. Narysowaé kule o srodku w (0, 2) i promieniu 1 oraz
kule o srodku w (3,0) i promieniu ;. Obliczy¢ érednice K. Czy (K, d) jest przestrzenia zupeing?
Zadanie 5. Sprawdzi¢, ze wzor
d(x,y) = |lx| = [yl| + [sgnz — sgny|

okresla metryke na R. Wyznaczy¢ kule (wzgledem d) o $rodku xy = 4 i promieniach r = 3,4,5,6.
Pokaza¢, ze K (4;r) jest przedziatem <= 0 <r <2 lubr > 6.

Zadanie 6. Niech Z bedzie dowolnym zbiorem niepustym, P := {A € 2% : A skoczony}. Wykaza¢,
ze wzor d(A, B) := |A =+ B| okresla metryke w zbiorze P. Opisa¢ kule i odcinki w P wzgledem tej
metryki.

Zadanie 7. Sprawdzi¢, ze wzor d(x,y) = min{|x — y|,1 — ||z] — |y||} okresla metryke na zbiorze
M =| —1,1[C R. Obliczy¢ $rednice tej przestrzeni metrycznej, tzn liczbe sup{d(x,y) : x,y € M}.

Data: 2 listopada 2016 r.
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Zadanie 8. Wykaza¢, ze wzor d(z,y) = min{|z — y|, S(z + y)} okresla metryke w zbiorze H = {z €
C: Sz > 0}. Wykaza¢ takze, ze ciag z, = n+ % spetnia warunek Cauchy’ego, ale nie jest zbiezny w
tej przestrzeni. Sprawdzi¢, ze metryka d i metryka euklidesowa nie sg rownowazne w H ale zadaja
te sama topologie.

Zadanie 9. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Odcinkiem metrycznym w X o koncach
a,b € X nazywamy zbior

la,b) ={z € X : d(a,b) =d(a,x) +d(z,b)}
Opisaé¢ odcinki metryczne dla X = R? i metryk d, do, do

Zadanie 10. (R) Udowodnié¢, ze (a) zbior wyrazow ciggu Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej
jest ograniczony, (b) jesli (z,), (y.) sa ciagami Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej (X, d) to ciag
liczbowy d,, = d(x,,y,) jest zbiezny.

Zadanie 11. Niech (z,,) bedzie ciagiem w przestrzeni metrycznej (X, d). Rozwazmy nastepujace
warunki (Ca), (C), (Cy), (Cs):

(Ca) Ye >0:3IN e N:Vm,n > N : d(zp, x,) < €

(C}) Ye>0:3dN e N:Vn > N :d(z,, zy) <€

(Cy) Ve>0:aAN eN:Jz e X :Vn> N :d(x,,x) < ¢

(C3) Ve >0:3aN e N:Vn > N :d(z,, p1) < €.
Wykazaé, ze (C)) <= (C) < (Cy), (C) = (C3). Znalez¢ przyktad pokazujacy, ze nie
zachodzi (C3) = (C).

Zadanie 12. Niech (x,) bedzie ciagiem w przestrzeni metrycznej (X, d). Zaléozmy, ze dwa podciagi
Yk = Tp(k)» 2k = Tp(k)» &dzie p, 7 sg rosngcymi funkcjami z N do N, zawierajg tacznie prawie wszystkie
wyrazy ciagu (x,). Wykazaé, ze ciag (x,,) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy (yx) i (zx) sa zbiezne
iich granice sa jednakowe.

Zadanie 13. Niech (z,,) i (y,) beda zbieznymi ciagami w przestrzeni metrycznej (X, d). Zalozmy
pondto, ze zbiory ich wyrazéw sg rowne, tzn

A={z,: neN}={y,: neN}

Wykazac, ze granice (z,) i (y,) sa rowne lub zbiér A jest skoniczony.

Zadanie 14. Niech (z,) bedzie ciagiem w przestrzeni metrycznej (X,d). Wrykazac, ze (a) Jezeli
limd(z,,a) = 400 dla pewnego a € X to zbior wyrazéow ciagu (z,,) jest domkniety; (b) Jesli (x,)
jest zbiezny to zbior {x, : n € N} U {limz,} jest domkniety.

Zadanie 15. (R) Niech (z,) bedzie ciagiem w przestrzeni metrycznej (X, d). Dowiesé, ze jesli ciag
liczbowy o wyrazach 0, = d(z1,xs) + d(zg,x3) + -+ - + d(x,, x,11) jest zbiezny to ciag (x,) spelnia
warunek Cauchy’ego.

Zadanie 16. Niech X bedzie przestrzenia topologiczng i niech A oznacza podzbior X. Dowiesé¢, ze
(1) FrA= A\ IntA = (A\ IntA) U (A\ A);
(2) A= AUFrA4;
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) IntA = A\ FrA;

) X =IntAUFrAUInt(X \ A);

) A jest domkniety wtedy i tylko wtedy gdy FrA C A;
)

3
4
5)
6) A jest otwarty wtedy i tylko wtedy gdy ANFrA = (.

(
(
(
(

Zadanie 17. Udowodnié, ze odcinek metryczny z zadania 9 jest zbiorem domknietym.

Zadanie 18. (R) Niech A i B beda podzbiorami przestrzeni metrycznej X. Dowiesé, ze jesi Ai B
sa otwarte lub A i B sa domkniete to A\ B i B\ A sa rozgraniczone.

Zadanie 19. (R) Niech (X, d), (Y, p) beda przestrzeniami metrycznymi, f : X — Y odwzorowaniem,
a Graph(f) = {(z,y) € X xY : y = f(x)} jego wykresem. Wykaza¢, ze jesli f jest odwzorowaniem
ciagtym to Graph(f) jest zbiorem domknietym. Znalez¢ kontrprzyktad pokazujacy, ze twierdzenie
odwrotnie nie jest prawdziwe. Wykaza¢ takze, ze przy dodatkowym zaltozeniu, ze Y jest zwarta,
twierdzenie odwrotne jest prawdziwe.

Zadanie 20. (R) Dowies¢, ze (a) jesli podzbiory A i B przestrzeni R" sa zwarte, to zbior A+ B :=
{a+b : a€ A, be B} tez jest zwarty; (b) jesli A jest zwarty, a B domkniety, to A + B jest
domkniety. Poda¢ przyklad domknietych podzbiorow A, B C R?, dla ktorych zbiér A + B nie jest
domkniety.

Zadanie 21. (R) Niech (F},),en bedzie ciagiem niepustych zbioréw zwartych, takich, ze dla kazdego
n € N zachodzi zawieranie F,; C F,. Udowodni¢, ze [, oy Fn # 0.

Zadanie 22. (R) Niech X bedzie przestrzeniag metryczng. Udowodni¢ nastepujaca réwnowaznosc:

kazdy ciag w X, majacy doktadnie >

(X jest proestrzenia zwarta) <= ( jeden punkt skupienia, jest zbiezny

Wskazowka nieobowigzkowa: Dowodzgc <= mozna zaczqé od pokazania, zZe z warunku po prawej stronie
wynika, ze kazdy cigg ma punkt skupienia.

Zadanie 23. Niech A, B beda podzbiorami przestrzeni metrycznej X. Udowodnié, ze jesli A, B sa
spojnei AN B # () to AU B tez jest spojny.

Zadanie 24. (R) W praktycznym dowodzeniu spéjnosci lub niespojnosci przydaja sie nastepujace
dwa fakty: (1) Jezeli A jest spojny oraz A C O; U Oy oraz Op i Oy sa rozgraniczone (to znaczy
O1N0;=0,N0; =0)to AC O lub AC Oy (2) Jedli A C O, UO, oraz A = O; N A,
As = O5 N A sa niepuste i ponadto Oy, O, sa rozgraniczone to A jest niespojny.

Zadanie 25. W zaleznosci od wartosci parametru p € R zbada¢ ODZS zbioru

A, ={teR: 2t* -3t < pe'l}.

Zadanie 26. Zbada¢, czy podzbior R D Z, = {pz? — 2z + (2p — 1) < 0} jest otwarty, domkniety,
zwarty, spojny, w zaleznosci od wartosci p € R.
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Zadanie 27. (R) Niech X bedzie przestrzenia ograniczonych ciggow liczbowych metryka

d((#n)nZ1; (Yn)nzr) = sup{|zn — yn|, n € N}
Zbada¢ ODZS zbioru ciagéw zbieznych do 0.

Zadanie 28. Opisaé¢ otwarte, domkniete, zwarte i sp6jne podzbiory zbioru N z metryka

1 1
dim,n) =|— — —|.

m n

Czy metryka p(m,n) = |m — n| zadaje te sama topologie?

Zadanie 29. W zbiorze C([0, 1]) funkgji ciagltych na odcinku [0, 1] wprowadzamy metryke d(f, g)
supte[0 (If(t) — g(t)]). Zbadaé otwartos¢, domknietosé, zwartos¢ i spojnos¢ zbioru Z = {f

c(o1): F(0)7(1) > 0},

m |l

Zadanie 30. Na plaszczyznie R? wyposazonej w odlegtosé euklidesows d dla dowolnego podzbioru
A CR?i¢e > 0 definiujemy

A.={re X :Ja€ A:d(x,a) <&}
Rozwazmy nastepujace implikacje: (D) A domkniety = A. domkniety; (O) A otwarty = A, otwarty;
(Z) A zwarty = A, zwarty; (S) A spojny = A. spojny. Udowodnié, ze implikacje te sa prawdziwe.
Uwaga: nie jest to prawda w kazdey przestrzeni wyposazonej w odleglosé i topologie zwigzang z tg
odlegtoscig!

Zadanie 31. (R) Zbada¢, czy podane nizej podzbiory przestrzeni metrycznej (X,d) sa otwarte,
domkniete, zwarte, spojne:

(a) X =R, A, = {z € R: ze** < p} w zaleznoéci od wartoéci p € R;
(b) X =R, Z,={z €R: px? — 2x+2p — 1 < 0} w zaleznosci od wartosci p € R;
() X =R, M={"+ n,m,p € N}
(d) X

_p
m+n m+n+p’
d

= C([0,1],R), d(f,9) = sup,ejo |f(x) — g(x)], Z ={f € X : f(0)f(1) > 1},

Zadanie 32. Wykazad, ze jesli f : [a, b|— |[a, b] jest ciagla surjekcja to f ma punkt staly. Wskazowka:
wlasnosé Darboux dla funkeji ciaghych.

Zadanie 33. (R) Zbada¢ ciaglosé¢ nastepujacych funkcji f,g: R* — R
2

f(x,y)z{ g @000 ) o @) £ 00
0

(x, )_ 2 4
(.5) = (0,0) T = 0.0

Zadanie 34. Wyznaczy¢ punkty ciagtosci funkeji f: D — R, D C R, jesli
(1) f(z) :==lim, 0 =2 dla z > 0;

@0 ={ "M e g

@0 ={%: TiRe
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Zadanie 35. Wykazaé, ze jezeli X 1Y sa przestrzeniami metrycznymi, a f : X — Y — odwzo-
rowaniem, to nastepujace warunki sg rownowazne: (a) f jest ciagle (tzn. przeciwobrazy zbiorow
otwartych w Y sa otwarte w X); (b) przeciwobrazy zbiorow domknietych w Y sa domkniete w X;

(c) f(A) C f(A) dla kazdego podzbioru A C X.

Zadanie 36. (R) Niech X bedzie przestrzenia zwarta, a f : X — Y — odwzorowaniem ciaglym.
Wykazac, ze (a) jesli A C X jest domkniety, to f(A) jest domkniety; (b) jesli f jest injektywne, to
jest homeomorfizmem X na f(X).

Zadanie 37. (R) Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna zwarta, a ¢ : X — X izometria.
Wykazac, ze ¢ jest surjekcja (a wiec bijekcja, bo kazda izometria jest injekcja).

Zadanie 38. (R) Wykaza¢, ze jesli X C R jest przedzialem, a f : X — R ciagla injekcja, to f jest
Scisle monotoniczna.

Zadanie 39. (R) Niech I bedzie otwartym odcinkiem w R. Udowodni¢, ze jesli funkcja f: I — R
jest ciagla i dla wszystkich a,b € I, a < b, spelnia nieréwnos¢ f(“TH’) < w to funkcja jest
wypukta.

Zadanie 40. (R) Wykaza¢, 7e jesli f : R — R jest ciagta oraz obraz kazdego zbioru otwartego jest
domkniety, to f jest stala.

Zadanie 41. (R) Niech R? D C = {(z,y) € R*: 22+ y* =1} i f : C — R bedzie odwzorowaniem
ciggltym. Udowodnié¢, ze f nie jest surjektywne ani injektywne.

Rozwigzania

(10) (a) Niech (z,) bedzie ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej. Przypomnijmy warunek
Cauchy’ego:
Ve>0dINeN: Vnom>N d(xy,,z,) <e.

Ustalmy € > 0 i wezmy stosowne N. Z warunku Cauchy’ego wynika, ze dla m > N d(xyy1,2m) < €.
Niech R = max{d(zyy1,71),d(TN11,%2),...,d(TNs1,2N),€}. R jest skonczona liczba dodatnia.
Wszystkie wyrazy ciagu naleza do kuli K(zyy1, R), ciag jest wiec ograniczony. (b) Wykazemy, ze
ciag liczbowy (d,,) jest ciggiem Cauchy’ego, co w zbiorze liczb rzeczywistych z normalng topologia
jest rownowazne zbieznosci. Potrzebne beda nasteujace rachunki:

d(Zn, Yn) < d(@n, ) + ATy Yn) < d(T0, T) + ATy Yi) + A Y, Yn)

zatem
(1) (T, Yn) — ATy Ym) < d(@0, T) + A(Yim, Yn)-
Zamieniamy miejscami n i m

ATy Ym) < d( T, ) + AT, Ym) < d(Tpn, T0) + d( @, Yn) + A Yy Ym)

zatem

(2) (T, Ym) — ATy Yn) < AT, T0) + d(Ynis Yrm)
i ostatecznie z (1) i (2)
(T, Ym) — d( @0, yn)| < d(@m, 20) + d(Yns Ym)-
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Ustalamy ¢ > 0, znajdujemy stosowne N, i N, wystepujace w warunkach Cauchy’ego dla ciaggow
(2n) i (yn) dla §. Definiujemy nastepnie N = max{N,, N,}. Wiadomo wiec, ze

\dy, — din| = |d( @, Ym) — d(@n, Yn)| < (T, T0) + A(Yny Ym) < €.
Ciag (d,,) spelia wiec warunek Cauchy’ego.éde

(15) Niech § bedzie granica ciagu d,. Ustalmy e > 0. Z definicji granicy ciagu wynika istnienie N
takiego, ze dlan > N 9§, €]6 — 5,0 + 5[. Jesli wiec n,m > N to |0, — 6| < €. Dla ustalenia uwagi
przyjmijmy, ze m > n.

100 — 0| = d(Tps1, Tna2) + -+ d(Xn, Tong1)-
7 nieréwnosci trojkata, uzytej wielokrotnie, dostajemy
Ad(Tpi1, Tmr1) < d(Tpg1, Tpyo) + -+ ATy Tigr) = |0 — 0| < €
Powyzsza nieréwnos¢ zachodzi dla m,n > N. Mamy wiec dla m,n > N + 1 nieréwnos¢
d(zp, xm) <&,
tzn (x,) spelnia warunek Cauchy’ego. &

(18) Niech A, B beda otwarte. Zalozmy, ze A\ B i B\ A nie sa rozgraniczone, tzn. przynajmniej
jeden ze zbiorow A\ BN B\ A jest B\ AN A\ B nie jest pusty. Bez straty ogélnosci mozemy przyjac,
ze niepusty jest pierwszy z wymienionych zbioréw. Niech wiec x bedzie elementem A\ BN B\ A.
Punkt x nalezy wiec do B, nie nalezy do A, ale jest punktem skupienia A\ B. Mozemy wiec wybra¢
ciag (z,) zbiezny do x i taki, ze wszystkie x,, sa elementami A i nie sa elementami B. B jest otwarty,
zatem zawarty jest w B wraz z pewna kula o promieniu €. Ze zbieznosci (x,) wynika, ze prawie
wszystkie elementy (x,) naleza do kuli o $rodku w = i promieniu ¢, naleza wiec tez do B. Jest to
jednak sprzeczne z definicjag x,,.

Niech teraz A, B beda domkniete. Podobnie zatozmy, ze A\ B i B\ A nie sa rozgraniczone, tzn
istnieje z € A\ BN B\ A. Skoro z jest w domknieciu A\ B, to jest granica pewnego ciagu (z,) o
wyrazach z A\ B. W szczeg6lnosei ciag ten jest ciagiem w A. A jest domkniete, wiec granica tego
ciagu, x, jest tez elementem A. Jednoczesnie nie moze wiec by¢ elementem B\ A. &

(19) Niech (xg,yo) bedzie dowolnym punktem skupienia zbioru Graph(f). Oznacza to, ze istnieje
ciag (x,,y,) zbiezny do (xg,y0) i f(xn) = yn. Skoro z, — x¢ i f jest ciagla, to y, = f(z,) —
f(xo). Wnioskujemy zatem, ze yo = f(x¢), czyli (zo,y0) € Graph(f). Wykres zawiera wszystkie
swoje punkty skupienia, jest wiec domkniety. Twierdzenie odwrotne w ogblnym przypadku nie jest
prawdziwe, gdyz funkcja f : R — R zdefiniowana wzorami f(z) = 0 dla z < 01 f(z) = % dla
x > 0 jest nieciagta w = 0 jednak jej wykres jest domkniety w R2. Jedli jednak przestrzen wartosci
funkcji f jest zwarta, twierdzenie odwrotne jest prawdziwe. Zal6zmy ze tak nie jest. Istnieje wiec
funkcja nieciagla, ktorej wykres jest domkniety. Niech xg bedzie punktem niecigglosci f. Istnieje
wtedy ciag z, zbiezny do f taki, ze f(z,) jest oddzielony od f(z¢). Dokladniej istnieje ¢ > 0 taki,
ze dla dowolnego n, | f(z,) — f(xo)| > €. Ciag y, = f(x,) jest ciagiem elementéw zwartej przestrzeni
y, zawiera wiec podciag y,, zbiezny do pewnego yo. Ciag (v, ,yn,) jest clagiem punktow wykresu
zbieznym do (xg,yo). Z domknietosci wykresu wynika, ze (xg,yo) nalezy do tego wykresu, wiec
f(xo) = yo. Jest to jednak sprzeczne z definicja x, — wartosci f na x, mialy byé¢ oddzielone od

f(xo)-&

(20) Jezeli punkt = nalezy do domkniecia A+ B, to znaczy, ze istnieje ciag elementow A+ B zbiezny
do z. Ciag z A+ B mozna zawsze zapisa¢ jako sume ciagow a, z Aib, z B. Ciag a, jest ciaggiem w
zbiorze zwartym wiec ... a skoro caly ciag a,,+0b, jest zbiezny, to o b, wiadomo, ze ... a z domknietosci
B wynika ze ... &
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(21) Zbior A, mozna zapisa¢ jako f~'(] — oo,p]) dla funkeji rzeczywistej f(z) = e *(2t* — 3t).
Wiadomo wiec, ze niezaleznie od wartosci p zbiér bedzie domkniety. Co do reszty wlasnosci mozna
sie wypowiedzie¢ dopiero po dokladniejszym zbadaniu zbioru A,. W tym celu nalezy naszkicowaé
wykres funkcji f. Okazuje sie, ze funkcja ta jest ciggta, rozniczkowalna, w —oo dazy do +oo, dalej
maleje poprzez miejsce zerowe dla x = 0az do minimum (globalnego), ktore ma w punkcie x = %
Dalej funkcja ro$nie poprzez miejsce zerowe do maksimum (lokalnego) w punkcie z = 3 i dalej maleje

s .. 1\ 1 - . 9 . . .
do zera w +o0o. Warto$¢ w minimum f(3) = — 7z 1 W maksimum f(3) = . Rozwiazanie:

pE [e%, oo] polprosta domknieta: Nieotwarty, Domkniety, Niezwarty, Spojny
p €0, 6%[ suma polprostej i odcinka: Nieotwarty, Domkniety, Niezwarty, Niespojny
p €| — \/ig, 0] odcinek domkniety: Nieotwarty, Domkniety, Zwarty, Spojuy

jeden punkt: Nieotwarty, Domkniety, Zwarty, Spojny

<)

e

p €] — o0, zbior pusty: Otwarty, Domkniety, Zwarty, Spojny.

<

L3

(22) Poniewaz metryka jest dziwna warto zacza¢ od zastanowienia sie jak wygladaja kule otwarte w
tej metryce.

1 1
Km,e)={neN: |- — —| <e}.
(m,e) = fneN: |2 - —| <e)
Przy ustalonym m i € znajdZzmy oszacowania na n:

1 1 |n —m)|
‘___|<57
nom

<e, In —m| < mne
nm

i dalej
—nme < m—n < nme
n—nme < m < n+nme
n(l—me) < m < n(l+me).
Dalej lewa i prawg nier6wnos¢ rozwazamy oddzielnie. Zaczynamy od prawej:

m 1
m < n(1+4 me), n > , n > T
1+ me €+
Teraz lewa:
m —1 .. 1
n(l —me) < m, n < = — dla promieni ¢ < —.
l—em &e— m
Dla promieni wiekszych badZ réwnych % nie ma gornej granicy n. Ostatecznie jesli f(g) = . Jrlg i
g(e) = —r
0<e<<L K(mye)={n:f(e) <n<gle)}
e=1 K(m,e) ={n: % <n}
e>1 K(m,e) ={n: f(e) <n}.

W szczegolnosci okazuje sie, ze dla kazdego m istnieje taki promienl €, ze kula o promieniu mniejszym
zawiera tylko punkt m, co oznacza, ze zbiér jednopunktowy jest otwarty. Rachunki pokazuja, ze taki
promien jest réwny m Dla kazdego m istnieje takze promien taki, ze kula o tym promieniu
zawiera caly zbior N. Topologia w ktorej zbiory jednopunktowe sa otwarte nazywa sie dyskretna.
Konsekwencja otwartosci zbiorow jednopunktowych jest otwartosé¢ wszystkich zbioréw, bo wszystkie
sg sumami jednopunktowych. Ostatecznie wszystkie zbiory sa otwarte a co za tym idzie wszystkie

sg domkniete. Jedynymi ciggami zbieznymi w takiej topologii sa ciagi od pewnego miejsca stale.
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Ma to wplyw na kryterium zwartosci zbioru: zbiory zwarte sg to zbiory majace skonczong liczbe
elementow. Tylko w takim przypadku kazdy ciag zawiera podciag od pewnego miejsca staly. Jedyne
zbiory spojne sa to zbiory jednopunktowe. Naturalna topologia indukowana z R, a wiec zadawana
przez metryke p jest taka sama.de

(24) Zanim udowodnimy powyzsze fakty zwroé¢my uwage na pozytek jaki z nich bedziemy mieé.
Ot6z po ich udowodnieniu bedzie tatwiej dowodzi¢ niespdjnosci lub spojnosci zbioréw. Bedziemy
szuka¢ podzbiorow Oy, O, przestrzeni X takich, ze A C O; U O, i nie bedziemy musieli zajmowac
sie tym czy Op i Oy sa otwarte jako podzbiory przestrzeni metrycznej w ktorej sie to wszystko
dzieje. Nie bedziemy musieli tez pracowaé z topologia indukowana — wszystkie wlasnosci topologiczne
o ktorych mowa sa wzgledem przestrzeni X. Zamiast topologii indukowanej rozwaza¢ bedziemy
warunek rozgraniczonosci. Przejdzmy teraz do dowodu pierwszego faktu: (1) Niech A, O;, O, beda
jak w zatozeniach. Wtedy Oznaczamy A; = ANO;, Ay = ANO,y. Z zawierania A C O; U O wynika
A= A;UA,. Skoro O i O, sg rozgraniczone, to w szczegblnosci O1NOy = 0, czyli takze Ay N Ay = 0.
Pokazemy, ze A; i As sa otwarte i domkniete w topologi indukowanej na A z przestrzeni X. Niech A¢
oznacza domkniecie zbioru A; wzgledem przestrzeni A. Wezmy punkt a € A¢. Zauwazmy, ze skoro
a jest elementem domkniecia w topologii indukowanej, to znaczy ze jest elementem A. Nalezy wiec
do A; albo do As. Za chwile uzasadnimy, ze nie moze naleze¢ do As. Punkt nalezy do domkniecia
jesli istnieje ciag (x,) punktow zbioru A; zbiezny do a. Ciag zbiezny w topologii indukowanej jest
tez zbiezny w topologii X. Ciag (z,) ma elementy w zbiorze A;, zatem takze w zbiorze Oq, jego
granica a nalezy wiec do O;. Zbiér A, jest podzbiorem O, a Oy N O = () zatem takze Ay N O; = 0.
Stad wniosek, ze a ¢ A,. Okazuje sie wiec, ze a € Ay, czyli A2 = A;, innymi stowy zbior A; jest
domkniety jako podzbior A w topologii indukowanej. To samo rozumowanie mozna przeprowadzi¢
dla zbioru Ay. Poniewaz A; jest dopelnieniem Aj i odwrotnie (w przestrzeni A), to oba sa nie tylko
domkniete, ale i otwarte. OtrzymaliSmy w ten sposob rozklad A na sume otwarto-domknietych
roztacznych podzbioréw. Jedli A jest spéjny, to ktorys z tych podzbioréw musi byé pusty. Jesli
A =0 to AC Oy, jesli Ay =0 to A C Op. (2) Dowdd drugiego faktu zostal juz w duzej mierze
przeprowadzony w dowodzie faktu pierwszego. Zeby pokazaé, ze A jest niespojny, trzeba pokazac,
ze Ay, A sa otwarto-domkniete jako podzbiory A. Zostato to zrobione powyzej. &

(27) Oznaczmy przez W zbior o ktorym mowa, tzn zbior ciggow zbieznych do zera. Zacznijmy od
domknietosci: Ciag (y,) nalezy do domkniecia W jesli jego odlegltosé od W jest zero, to znaczy
jesli dla kazdego € > 0 istnieje ciag x,, zbiezny do zera i taki, ze sup,,cy |2, — yn| < €. Wezmy ciag y,
7z domkniecia i sprawdzmy, czy jest on zbiezny do zera. Ustalamy ¢ > 0 i bierzemy ciag (z,) zbiezny
do zera i oddalony od y, nie wiecej niz 5. Skoro sup,,cy |2, — ¥n| < § to znaczy w szczegolnosci, ze
Vn € N |z, — yn| < 5. Skorzystajmy z nieréwnosci obowigzujacej dla liczb rzeczywistych:

la| = [pll < la—b] dla  a=,, b=y,

tzn
€ ) €
Vi € N [faal = lyall < Jon =gl < 5 cali o] = lyall < 5.
Dalej mamy
€ €
2 2’
Wezmy teraz n wystarczajaco duze, zeby |z,| < §, wtedy ostatnia nieréwnos$¢ mozna zastapi¢ przez:

9 €
<ol =gl <5, lmul = 5 < Iyl < 5+ J2al

lyn| < e.

Pokazalismy zatem, ze dla kazdego ¢ > 0 dla wystarczajaco duzych n warto$¢ bezwzgledna vy, jest
mniejsza niz €. Ciag y, jest wiec zbiezny do zera i nalezy do W. W jest wiec zbiorem domknietym.
Nie jest to zbiér otwarty, gdyz na przyklad kula o srodku w ciggu stalym o wyrazach réwnych zero
i promieniu r zawiera ciag staly o wyrazach rownych 7. Ciag ten nie jest elementem W. Poniewaz
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r moze by¢ dowolnie male, zadna kula o srodku w 0 nie jest calkowicie zawarta w W. Zbior W
jest spojny, gdyz jest tukowo-spdjny. Jesli (z,) i (y,) sa ciagami zbieznymi do zera to takze ciag
fu(t) = tx, + (1 — t)y, jest ciagiem zbieznym do zera dla kazdego t. Odwzorowanie ¢t — f,(t) jest
ciagte, 1 — z,, i 0 — y,,. Punkty (z,), (y,) mozna wiec poltaczy¢ ciaglym obrazem odcinka. Zbior W
nie jest zwarty, gdyz dla ustalonego (x,,) zbieznego do zera i roznego od ciagu stalego rownego zero,
ciag ciagdw x,, 2x,, 3x,, ... nie zawiera podciagu zbieznego: Odlegtos¢ dwoch réznych wyrazow

d(kx,,lz,) = sup |kxn — len| = |k — [| sup |x,| > sup |z,|.
neN neN neN

&

(31) Zadanie dotyczy pojecia spojnosci. Niech Xy = A U B bedzie przestrzenia metryczna z od-
legtoscia i topologia indukowana z X. Naszym zadaniem jest udowodnié, ze X, jest przestrzenia
spojna. Dowdd przeprowadzimy metoda ad absurdum. Zaltdézmy wiec, ze przestrzen X, nie jest
spojna. Oznacza to, ze jest suma dwoch zbioréw Op, Oy otwartych i majacych puste przeciecie:

X():OlUOQ, OlmOQZQ

Zauwazmy, ze zbiory O, Os sa jednoczesnie domkniete (jako podzbiory Xj), gdyz O; jest dopelnie-
niem Oy i odwrotnie.

A jest zbiorem spojnym i A C O; U Oy Oznacza to, ze A C O; lub A C O,. Gdyby oba zbiory
A = ANO; i Ay = AN Oy byly niepuste, przeczytoby to spojnosci A. Mieliby$émy bowiem
A = A U A, gdzie Ay, Ay sa roztaczne jako pozdzbiory zbioréw roztacznych i ponadto A;, Ay sa
otwarte w A z topologia indukowana z Xy. (Z definicji topologia indukowana zadawana jest przez
przeciecia zbiorow otwartych w wiekszej przestrzeni z mniejsza przestrzenia). Podobnie rzecz sie ma
z B. Gdyby teraz A C O 1 B C O, to A i B musialyby by¢ roztaczne jako podzbiory zbioréw
roztacznych. To oznacza, ze A i B naleza oba do O; lub oba do O;. W pierwszym przypadku
warunki:
XOZAUBCOl, X0:O1UOQ, 01ﬂ02:® daJ@ 02:@

W drugim przypadku otrzymamy O; = (). Okazuje si¢ wiec, ze AU B nie jest niespojny, gdyz takie
zalozenie doprowadzilo do sprzecznosci.de

(33) (a) 10,1[U]1,00f; (b) {=V2,0,v2}; (¢) {;5:n€Z,n# 0}

(36) (a) Wzia¢ y z domkniecia f(A) i ciag elementow f(A) zbiezny do y. Ciag ten jest obrazem
pewnego ciggu elementow z A. A jest domknietym podzbiorem przestrzeni zwartej, wiec ... a to
powoduje ze ciag elementéw z A ... no i dalej chyba wiadomo. W punkcie (b) nalezy wiedzie¢, ze
homeomorfizm to jest ciagta bijekcja, ktorej odwrotnosé tez jest ciggta. Przyktad, ze jesli X nie
jest zwarta, to wynikanie nie zachodzi moze by¢ taki: X = [0, 1]U]2, 3] z topologia indukowana z R,
Y =R, f(x) =z dlaz € [0,1]i f(z) =2 —1dlax €]2,3]. Wtedy f(X) =1[0,2] f~(z) = x dla
r e 0,11 fYz) =2+ 1dlaz €]l,2]. Chodzi o to, ze X jest w dwoch kawalkach i niezwarte.d

(37) Zauwazmy najpierw, ze rzeczywiscie kazda izometria jest injekcja. Gdyby istnialy dwa rozne
punkty = # y takie, ze p(z) = ¢(y), to d(p(z),p(y)) = 0 podczas gdy d(z,y) # 0 co prowadzi
do sprzecznosci. Zauwazmy takze, ze izometria jest odwzorowaniem ciaglym w kazdym punkcie.
W definicji ciaglosci wystarczy wzia¢ 6 = €. Dowod surjektywnosci przeprowadzimy ad absurdum.
Zaltozmy zatem, ze istnieje punkt xg, ktory nie nalezy do obrazu . Zauwazmy takze, ze § =
d(xg,ime) > 0, gdyz ze zwartosci X wynika, ze imyp jest zwarty, jako obraz zbioru zwartego przy
odwzorowaniu ciggtym. Zbior zwarty jest domkniety. Gdyby wiec d(xg,imy) = 0 oznaczaltoby to,
7e Ty € imp = imy. Element nie nalezacy do obrazu musi byé¢ wiec w niezerowej odleglosci od
tego obrazu. Definiujemy teraz ciag (x,) wzorem x,, = ¢"(x¢), czyli 1 = ©(x0), ..., Tn = ©(Tp_1).
Obliczmy odlegto$é¢ miedzy dwoma dowolnymi wyrazami tego ciaggu. Niech n,m € N, n > m
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Ad(@n, 2m) = d(@"(20), @™ (20)) = d(" H(x0), " (x0)) = -+ = d(&" ™ (x0), ) > 6

gdyz oczywiscie ¢" ™ () € imp. Ciag ten nie moze wiec zawiera¢ podciagu zbieznego, skoro jego
dwa dowolne wyrazy sg odlegte o co najmniej 6. Pozostaje to w sprzecznosci ze zwartoscig przestrzeni
X, w ktorej kazdy ciag ma podciag zbiezny. Okazuje sie, ze zatozenie o istnieniu punktu poza obrazem
© prowadzi do sprzeczno$ci. Udowodniliémy wiec, ze izometria ¢ jest surjekcja.de

(38) Zacznijmy od sytuacji, kiedy przedzial X na ktorym okreslona jest funkcja jest zwarty, tzn
X = [a,b]. Zalozmy tez dla ustalenia uwagi, ze f(a) < f(b). (Dowdd dla przypadku f(a) > f(b)
jest bardzo podobny). Dla kazdego = €]a, b[ wartos¢ f(z) musi by¢ zawarta miedzy f(a) i f(b), tzn.
f(a) < f(x) < f(b). Gdyby tak nie byto, to znaczy gdyby np. f(x) > f(b), to wartos¢ f(b) bylaby
przyjmowana raz gdzie$ na odcinku |a, z| (wlasnos¢ Darboux), a drugi raz w punkcie b, co przeczy
injektywnosci. Podobnie gdyby f(x) < f(a), to wartos¢ f(a) bytaby przyjmowana raz w punkcie a a
drugi raz gdzies na odcinku |z, b[. Jesli teraz wezmiemy dwa dowolne punkty z; < x5 z odcinka |a, b[.
Otrzymamy f(z1) < f(z2), gdyz przedstawione powyzej rozumowanie mozna zastosowa¢ do odcinka
la, z5] do ktorego nalezy x1. Oznacza to, ze f jest $cisle rosnaca. Jesli zaczelibySmy od f(a) > f(b)
otrzymaliby$my f $ciSle malejaca.de

Niech teraz X bedzie dowolnym przedziatem niezwartym. Wybierzmy [a,b] C X i zaltozmy, ze f(a) <
f(b). Tak jak poprzednio nie zmniejsza to ogolnosci dowodu. Z przeprowadzonych powyzej rozwazan
wynika, ze f jest $cisle rosnaca na [a,b]. Wezmy teraz dowolny przedzial [/, V'] zwarty zawierajacy
la,b]. Wtedy f(a') < f(a). Gdyby bowiem bylo odwrotnie to mniejsza z liczb {f(a’), f(b)}, bytaby
przyjmowana dwukrotnie: raz na odcinku [d’,a] i raz na [a,b]. Podobnie f(b') > f(b). Mamy
wiec f(a') < f(V'), czyli f jest $cidle rosnaca na [a’,b']. Wezmy teraz dowolne x;, 2z, € X takie,
ze 1 < T3. Oznaczamy o' = min{zy,a}, V' = max{zy,b}. Wtedy [¢/,V'] D [a,b] i z1,29 € [d, V],
czyli f(x1) < f(x2). f jest wiec cisle rosnaca. Podobnie jak poprzednio przyjmujac na poczatku
zatozenie f(a) > f(b) otrzymaliby$my funkcje $cisle malejaca.db

(39) Wezmy dwa punkty a,b € I, a < b. Naszym zadaniem jest pokaza¢, ze na odcinku ]a, b[ wykres
funkeji f lezy pod prosta przechodzaca przez punkty (a, f(a)), (b, f(b). Prosta ta ma réwnanie

_ fb) = fla)  af(b)—0bf(a)
Yolw) = b—a T b—a
Niech x bedzie dowolnym, ale od tego momentu ustalonym, punktem odcinka |a, b[. Niech ¢y oznacza

wartos¢ yo(z). Naszym zadaniem jest pokazac, ze ¢ > f(x). Wezmy teraz srodek odcinka a, b[, tzn.
punkt “TH’ Sa trzy mozliwosci:

a+b a+b a+b
1 = 2 < 3 > .
M) e="2" @ o< @) a>T
W pierwszym przypadku dowdd jest zakonczony (korzystamy z zalozenia). W drugim, oznaczamy
a+b
a; = a, bl = B

i konstruujemy prostg y; przechodzaca przez punkty (ai, f(a1)) i (b1, f(b1)). Oznaczamy przez c;
wartos¢ yi(x). Poniewaz punkt (b, f(b1)) lezy ponizej prostej yi, to prosta y; na prawo od a lezy
ponizej 1o, oznacza to, ze ¢; < c¢g. W trzecim przypadku oznaczamy

a+b
2 Y
i konstruujemy prosta y; przez punkty (a1, f(a1), (b1, f(b2)). Oznaczamy ¢; = y1(a;). Latwo pokazac,

ze, podobnie jak poprzednio ¢; < ¢y. Wyznaczamy teraz $rodek odcinka Jaq, b[. Wiadomo, ze x
nalezy do tego odcinka, wiec cata procedure mozemy powtorzy¢ konstruujac punkty as, by i wartosé

blzb

a)p =
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c2 < 1. Ciag (a,) jest ciagiem rosnacym i ograniczonym, ciag (b,) jest malejacy i ograniczony, oba
sg wiec zbiezne. Ponadto

b_ n—o0
b, — a, = 2na =20,

co oznacza, ze ciggi te sa zbiezne do tej samej granicy. Skoro dla wszystkich n a, < x < b, to
oznacza, ze lima, = limb, = x. Ciag ¢, ma te wlasnosé¢, ze dla wszystkich n ¢, nalezy do odcinka
o koncach f(ay), f(bs). 7Z ciagtosci f wynika, ze lim f(a,) = lim f(b,) = f(z). Stad wniosek, ze
lime, = f(z). Ciag ¢, jest wiec malejacym ciagiem zbieznym. Jego pierwszy wyraz jest zatem nie
mniejszy niz jego granica: ¢y > f(x), a to wlasnie mielismy udowodnic.

Niech teraz w(q) oznacza warunek wypuktosci, tzn.

flga+ (1 —q)b) < qf(a) + (1 —q) f(b).
Jest jasne, ze jesli funkcja spetnia w(q) dla kazdego ¢ € [0, 1] to spelnia w(%) Pokazalismy, ze funkcja
ciagla speliajaca w(3) spelnia w(q) dla ¢ € [0,1]. Powstaje pytanie, czy zalozenie o ciaglosci jest
konieczne. Mozna udowodnié¢, ze funkcja wypukla, czyli spetniajaca w(q) dla kazdego ¢ € [0,1] jest
ciagta. Czy zatem ciaglos¢ wynika tez z w(%)? Jesli nie, to powinno sie da¢ skonstruowac¢ funkcje
nieciagla, ktora spelnia w(3) ale nie jest wypukla. &

(40) Dowodzimy metoda ad absurdum. Zalézmy, ze w zbiorze wartosci funkcji f sa przynajmniej
dwie rozne liczby. Oznaczmy je y; i yo. Zalézmy dla ustalenia uwagi, ze y; < y». Funkcja jest
ciagla, zatem przyjmuje wszystkie wartosci z odcinka |yi, yo| (wlasnos¢ Darboux), innymi stowy
Jy1, 92[C f(R). Z ciaglosci funkeji f wynika, ze f~'(Jy1, y2[) jest zbiorem otwartym. f(f~'(Jyi, y2[))
jest wige zbiorem domknietym. Ale skoro Jyi, y2[C f(R) to f(f " (Jyi, y2])) =]y, y=[, ktory nie jest
zbiorem domknietym — sprzeczno$c.de

(41) Przypomnie¢ sobie jak zachowuja sie wlasnosci topologiczne (otwartosé¢, domknietosé, zwartosé,
spojnosé) wzgledem odwzorowarn ciaglych i sprawdzi¢ czy to sie da uzy¢ do odpowiedzi na ktores
z pytai. Wybra¢ dwa punkty na okregu. Jesli warto$¢ funkcji w tych punktach jest taka sama,
to funkcja jest nieinjektywna. Jesli wartosci sa rézne, to wykazaé, ze liczba pomiedzy wartosciami
w tych punktach musi by¢ przyjmowana dwa razy: raz na kazdym z dwoch tukéw taczacych dwa
wybrane punkty. Tu mozna wykorzysta¢ wlasnosé Darboux.éde



