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FAQ ANALIZA R c© � ZADANIA

Zbiory

Zadanie 1. Opisa¢ zbiory A ∪B, A ∩B, A \B, B \A je±li

A = {x ∈ R : x2 − 3x < 0, };
B = {x ∈ R : x2 − 3x+ 4 ≥ 0}

Zadanie 2. Niech A, B, C, D b¦d¡ podzbiorami przestrzeni X. Udowodni¢, »e
A \D zawiera si¦ w (A \D) ∩ (D \B).

Zadanie 3. Upro±ci¢ warunki

(a) (A1 ∪B) ∩ (A2 ∪B) = B,
(b) (A \ C) ∪B = A ∪B,
(c) [(A ∩B) ∪ C] \A = (A ∩B) \ C.

Zadanie 4. Wyrazi¢ poprzez teoriomnogo±ciowe operacje na zbiorach A,B,C ⊂ X
nast¦puj¡ce zbiory

(a) {x ∈ X : x ∈ A⇒ x ∈ B},
(b) {x ∈ X : x ∈ A⇔ x ∈ B},
(c) {x ∈ X : x ∈ A albo x ∈ B},
(d) {x ∈ X : x ∈ A⇒ (x ∈ B ⇔ x ∈ C)}.

Zadanie 5. Wykaza¢ to»samo±ci

(a) A ∪ (B \ C) = [(A ∪B) \ C] ∪ (A ∩ C),
(b) A \ [B \ (C \D)] = (A \B) ∪ [(A ∩ C) \D],
(c) A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An = (A1 \ A2) ∪ (A2 \ A3) ∪ · · · ∪ (An−1 \ An) ∪ An, dla

n ≥ 2,
(d) A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An = [A1 \ (A2 ∪A3 ∪ · · · ∪An)] ∪ · · · ∪ [An−1 \An] ∪An,
(e) A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An = (A1 \A2)∪ (A2 \A3)∪ · · · ∪ (An−1 \An)∪ (An \A1)∪

(A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An).

Zadanie 6. Wykaza¢, »e

(a)
⋃

i∈I(Ai \Bi) ⊂ (
⋃

i∈I Ai) \ (
⋂

i∈I Bi), lecz równo±¢ nie musi zachodzi¢.
(b)

⋃
i∈I(Ai∩Bi) ⊂ (

⋃
i∈I Ai)∩ (

⋃
i∈I Bi). Poda¢ przykªad, gdy zawieranie nie

jest równo±ci¡.
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Zadanie 7. Niech k, l, n ∈ N takie, »e n+ 1 = k + 1 oraz A1, . . . , An dane zbiory.
Wykaza¢, »e L = P je±li

L =
⋃

i1<i2<...ik
(Ai1 ∩Ai2 ∩ · · · ∩Aik),

P =
⋂

j1<j2<...jl
(Aj1 ∪Aj2 ∪ · · · ∪Ajk).

Zadanie 8. Wykaza¢, »e A÷B ⊂ (A÷ C) ∪ (C ÷B) oraz, »e nast¦puj¡ce zdania
s¡ równowa»ne:

(a) �skªadniki sumy po prawej stronie s¡ rozª¡czne�
(b) �inkluzja staje si¦ równo±ci¡�,
(c) A ∩B ⊂ C ⊂ A.

Zadanie 9. Dla danego ci¡gu zbiorów A1, A2, . . . okre±lmy

lim inf An =
⋃
n∈N

⋂
k≥n

Ak, lim supAn =
⋂
n∈N

⋃
k≥n

Ak.

Wykaza¢, »e zawsze
⋂

nAn ⊂ lim inf An ⊂ lim supAn ⊂
⋃

nAn. Przekona¢ si¦ o
tym dla

An =

[
(−1)nn
n+ 1

,
4n− 15

2n− 7

]
.

Zadanie 10. Wykaza¢, »e dla dowolnych rodzin zbiorów (An)n∈N, (Bn)n∈N zacho-
dz¡ wzory

(a) lim inf(An ∩Bn) = lim inf An ∩ lim inf Bn,
(b) lim inf(An ∪Bn) ⊃ lim inf An ∪ lim inf Bn,
(c) lim sup(An ∩Bn) ⊂ lim supAn ∩ lim supBn,
(d) lim sup(An ∪Bn) = lim supAn ∪ lim supBn.

Zadanie 11. Opisa¢ i naszkicowa¢ na pªaszczy¹nie zbiór

X =
⋃
n∈N

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 − 3nx+ 4ny ≤ 25

}

Zadanie 12. Znale¹¢ zbiór

Y =
⋃

t∈[0,+∞)

At, gdzie At =
{
(x, y) : x2 + y2 ≤ 2t(2x− t)

}
.

Zadanie 13. Naszkicowa¢ zbiory

(a)
⋃

n∈Z
{
x ∈ R2 : (x1)

2 + (x2)
2 ≤ n(x1 − x2)

}
(b)

⋃
n∈N

{
x ∈ R2 : (x1)

2 + 2(x2)
2 − 3nx1 + 4nx2 ≤ 0

}
,

(c)
⋃

n∈N
{
x ∈ R2 : x2 ≤ nx1

}
,

Zadanie 14. Znale¹¢ zbiory
⋃

t∈[0,1]At i
⋂

t∈[0,1]At
je±li At = [t, 2t+1]× [−t, t+1].
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Zadanie 15 (zadanie Lewisa Carolla). W pewnej bitwie co najmniej 80% walcz¡-
cych straciªo r¦k¦, co najmniej 85% walcz¡cych straciªo nog¦, co najmniej 70%
straciªo oko, co najmniej 75% straciªo ucho. Oszacowa¢ liczb¦ tych uczestników
bitwy, którzy odnie±li wszystkie cztery obra»enia.

Zadanie 16 (Ilustracja do twierdzenia Cantora-Bernsteina-Schroedera). : Niech

X = Y = {(xn)∞n=0, xi ∈ {0, 1}}.
Niech tak»e

ϕ : X → Y, φ(xn) = (0, x1, x2, . . .).

Przyjmuj¡c ψ = ϕ skonstruowa¢ bijekcj¦ jak w dowodzie twierdzenia CBS.

Relacje, odwzorowania

Zadanie 17. NiechR b¦dzie dowoln¡ relacj¡ w zbiorze {−1, 0, 1} Okre±lmy funkcj¦
dR : R2 × R2 → R wzorem

dR(x, y) :=

{
‖x− y‖ gdy ( sgnx, sgny ) ∈ R
‖x‖+ ‖y‖ w przeciwnym przypadku

gdzie ‖x‖ :=
√
x21 + x22. Wykaza¢, »e:

(a) (dR(x, y) = 0⇔ x = y)⇔ R jest zwrotna,
(b) (dR jest symetryczna, tzn. dR(x, y) = dR(y, x))⇔ R jest symetryczna,
(c) dR speªnia nierówno±¢ trójk¡ta ⇔ R jest przechodnia.

Zadanie 18. Zbada¢ injektywno±¢ i surjektywno±¢ odwzorowania, opisa¢ jego zbiór
warto±ci i poziomice:

f : R −→ R2, f(t) =
(

1−t2
1+t2 ,

2t
1+t2

)
,

g : R2 \ {(0, 0)} −→ R, g(x, y) = x
x2+y2 ,

h : Z −→ Z, h(k) = 2k2 − 3k + 1.

Zadanie 19. Odwzorowanie f : X → X speªnia warunek

∀x ∈ X ∃n ∈ N fn(x) = x.

Udowodni¢, »e odwzorowanie f jest bijekcj¡. Symbol fn oznacza tu n−krotne
zªo»enie odwzorowania f ze sob¡, tzn f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

×n

Zadanie 20. Poda¢ przykªad bijekcji mi¦dzy zbiorami X i Y je±li

(a) X = [0, 1[, Y = [0, 1],
(b) X =]0, 1[, Y = [−2, 2] \ {−1, 2},
(c) X = N× N, Y = N.

Zadanie 21. Znale¹¢ najmniejsz¡ relacj¦ równowa»no±ci w {a, b, c, d} zawieraj¡c¡
(a, c) oraz (a, d).
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Zadanie 22. W N× N wprowadzamy relacj¦

(n,m) ∼ (m′, n′) ⇐⇒ m+ n′ = m′ + n.

Sprawdzi¢, »e jest to relacja równowa»no±ci. W przestrzeni N×N/∼ klas abstrakcji
wprowadzi¢ dziaªania dodawania i mno»enia tak, aby zbiór ten byª izomor�czny z
Z.

Zadanie 23. Podobnie skonstruowa¢ mo»na Q, wprowadzaj¡c stosown¡ relacj¦ w
Z× N. Zde�niowa¢ t¦ relacj¦.

Zadanie 24. W zbiorze Q de�niujemy relacj¦

R = {(x, y) : ∃n ∈ N 10n(x− y) ∈ Z}.

Sprawdzi¢, »e jest to relacja równowa»no±ci. Opisa¢ klasy równowa»no±ci.

Zadanie 25. Wykaza¢, »e odwzorowanie

f : R+ × R+ −→ R+ × R, f(x, y) = (x+ y,
1

x
− 1

y
)

jest bijekcj¡. Wyliczy¢ f−1.

Indukcja

Zasada indukcji matematycznej Zasada indukcji wyra»a jedn¡ z podstawowych
wªasno±ci zbioru liczb naturalnych N. Jest ona b¡d¹ aksjomatem, b¡d¹ twierdze-
niem, zale»nie od tego jak de�niowany jest zbiór N. A oto podstawowe sformuªo-
wanie zasady indukcji (ZI): Je»eli T jest podzbiorem N speªniaj¡cym warunki (1)
1 ∈ T , (2) ∀n ∈ N n ∈ T ⇒ n+1 ∈ T , to T jest caªym zbiorem liczb naturalnych,
tzn T = N. ZI oznacza, »e ka»d¡ liczb¦ naturaln¡ mo»na osi¡gn¡¢ wychodz¡c od
1 i poruszaj¡c si¦ odpowiednio dªugo �w prawo� z krokiem równym 1. Dokªadniej:
N jest najmniejszym zbiorem liczb, który zawiera 1 i wraz z ka»dym elementem n
zawiera jego nast¦pnik n+ 1

Zadanie 26. Udowodni¢, »e

13 + 33 + · · ·+ (2n− 1)3 = n2(2n2 − 1)

dla wszystkich n ∈ N.

Zadanie 27. Niech (xn) b¦dzie ci¡giem okre±lonym nast¦puj¡cymi warunkami:

x1 = 0, xn+1 =
5

4− xn
dla n ∈ N.

Wykaza¢, »e

∀n ∈ N : x2n =
5− x2n
4− 2xn

.
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Rozwi¡zanie Indukcja: Nale»y sprawdzi¢, »e x2n = g(xn) ⇒ x2n+2 = g(xn+1);

je±li oznaczymy f(x) := 5
4−x , g(x) :=

5−x2

4−2x , to ostatnia równo±¢ oznacza f◦f(x2n) =
g◦f(xn), wystarczy wi¦c sprawdzi¢ równo±¢ f ◦f ◦g(x) = g◦f(x). �atwy rachunek

pokazuje, »e oba te wyra»enia s¡ równe 5x2−40x+55
4x2−22x+24 , gdy» f(x) = 20−5x

11−4x . Uwaga.

x1 = 0, x2 = 5
4 , x3 = 20

11 , x4 = 55
24 , x5 = 120

41 , x6 = 205
44 ; ci¡g (xn) jest rozbie»ny!

♣

Zadanie 28. Dowie±¢, »e je±li (xn)n≥1 jest ci¡giem, okre±lonym rekurencyjnie:

x1 = 1, xn+1 =
2 + xn
1 + xn

dla n ∈ N,

to xm+n = 2+xmxn

xm+xn
dla ka»dej pary m,n ∈ N.

Rozwi¡zanie: Ustalmy m ∈ N i zastosujmy indukcj¦ wzgl¦dem n ∈ N: Dla n = 1
wzór

Wn : xm+n =
2 + xmxn
xm + xn

ma posta¢

xm+1 =
2 + xm
1 + xm

,

wi¦c jest prawdziwy zgodnie ze wzorem rekurencyjnym. Wyka»emy implikacj¦
Wn ⇒Wn+1:

xm+n+1 =
2 + xm+n

1 + xm+n
=

2 + 2+xmxn

xm+xn

1 + 2+xmxn

xm+xn

=
2xm + 2xn + 2 + xmxn
xm + xn + 2 + xmxn

wskutek Wn, wi¦c

2 + xmxn+1

xm + xn+1
=

2 + xm
2+xn

1+xn

xm + 2+xn

1+xn

=
2(1 + xn) + xm(2 + xn)

xm(1 + xn) + (2 + xn)
= xm+n+1.

♣

Zadanie 29. Dowie±¢, »e je±li (xn)n≥1 jest ci¡giem, okre±lonym rekurencyjnie:

x1 = 1, xn+1 =
2 + xn
1 + xn

dla n ∈ N,

to x2n =
2+x 2

n

2xn
dla ka»dego n ∈ N.

Rozwi¡zanie: Indukcja: Dla n = 1 wzór x2 =
2+x2

1

2x1
jest prawdziwy, bo x1 = 1,

x2 = 3
2 ; je±li za± jest prawdziwy dla pewnego n ∈ N, to

x2(n+1) = x2n+2 =
2 + x2n+1

1 + x2n+1
=

2 + 2+x2n

1+x2n

1 + 2+x2n

1+x2n

=
4 + 3x2n
3 + 2x2n

=
4 +

3(2+x2
n)

2xn

3 +
2(2+x2

n)
2xn

=
3x2n + 8xn + 6

2x2n + 6xn + 4
,
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z drugiej za± strony

2 + x2n+1

2xn+1
=

2 +
(

2+xn

1+xn

)2
2
(

2+xn

1+xn

) =
2(1 + xn)

2 + (2 + xn)
2

2(1 + xn)(2 + xn)
=

3x2n + 8xn + 6

2x2n + 6xn + 4
,

czyli x2(n+1) =
2+x2

n+1

2xn+1
. ♣

Zadanie 30. Dowie±¢, »e je±li (xn)n≥1 jest ci¡giem, okre±lonym rekurencyjnie:

x1 = 0, xn+1 =
1

2 + xn
dla n ∈ N,

to 2x2n =
1+x 2

n

1+xn
dla ka»dego n ∈ N.

Rozwi¡zanie: Sprawdzenie kroku indukcyjnego: Je±li 2x2n =
1+x 2

n

1+xn
, to

2x2n+2 =
2

2 + x2n+1
=

2

2 + 1
2+x2n

=
4 + 2x2n
5 + 2x2n

=
4(1 + xn) + 1 + x2n
5(1 + xn) + 1 + x2n

,

z drugiej za± strony

1 + x 2
n+1

1 + xn+1
=

1 + 1
(2+xn)2

1 + 1
2+xn

=
(2 + xn)

2 + 1

(2 + xn)(3 + xn)
,

sk¡d wida¢, »e 2x2(n+1) =
1+x 2

n+1

1+xn+1
.

Uwaga: Mo»na dowie±¢ (np. indukcyjnie), »e xn = an−1−bn−1

an−bn , gdzie a := 1 +
√
2,

b := 1 −
√
2; wykorzystanie tego wzoru do dowodu tezy zadania jest mo»liwe, ale

do±¢ uci¡»liwe. ♣

Zadanie 31. Na pªaszczy¹nie le»y n kóª o jednakowych promieniach i rozª¡cznych
wn¦trzach. Wykaza¢, »e mozna tak pokolorowa¢ te koªa 4 barwami, by »adna para
kóª stycznych nie byªa w jednym kolorze.

Liczby rzeczywiste.

Zadanie 32. Zbada¢ ograniczono±¢ i ewentualnie wyznaczy¢ kresy zbiorów

X = { m

(n+m)n
, m, n ∈ N}, Y = {

√
n− E(

√
n− 1), n ∈ N},

gdzie E(x) oznacza najwi¦ksz¡ liczb¦ caªkowit¡ nie wi¦ksz¡ od x.

Zadanie 33. Udowodni¢ nierówno±¢ Bernoulliego

∀n ∈ N ∀x ≥ −1 (1 + x)n ≥ 1 + nx.
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Zadanie 34. Dla a1, a2, . . . , an > 0 de�niujemy

A(a1, a2, . . . , an) =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
,

G(a1, a2, . . . , an) = n
√
a1a2 · · · an,

H(a1, a2, . . . , an) =
n

1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

.

Udowodni¢ nierówno±ci

A(a1, a2, . . . , an) ≥ G(a1, a2, . . . , an) ≥ H(a1, a2, . . . , an).

Zadanie 35 (Nierówno±¢ Jensena). Funkcj¦ f : I → R nazywamy wypukª¡ na I,
je±li dla dowolnych a, b ∈ I oraz q ∈ [0, 1] zachodzi

f(qa+ (1− q)b) ≤ qf(a) + (1− q)f(b).
Udowodni¢, »e je±li f jest wypukªa, to dla a1, a2, . . . , an ∈ I oraz q1, q2, . . . , qn ∈
[0, 1] takich, »e q1 + q2 + · · ·+ qn = 1 zachodzi nierówno±¢

f(q1a1 + q2a2 + · · ·+ qnan) ≤ q1f(a1) + q2f(a2) + · · ·+ qnf(an).

Zadanie 36. Dowie±¢, »e liczby Fibonacciego, zde�niowane rekurencj¡ F0 = F1 = 1,
Fn+1 = Fn + Fn−1, mog¡ by¢ otrzymane ze wzorów

Fn =

n∑
k=0

(
n− k
k

)
.

Zwró¢my uwag¦, »e zgodnie z de�nicj¡(
m

k

)
:=

m(m− 1) . . . (m− k + 1)

k!
, dla k ∈ Z+ m ∈ Z.

Skªadniki
(
n−k
k

)
znikaj¡ dla n

2 < k ≤ n

Rozwi¡zanie: Wida¢, »e dla n = 0 i n = 1 wzory s¡ prawdziwe. Je±li n ≥ 1
oraz Fn =

∑n
k=0

(
n−k
k

)
i Fn−1 =

∑n−1
k=0

(
n−1−k

k

)
, to przemianowuj¡c k na k − 1

mamy Fn−1 =
∑n

k=1

(
n−k
k−1
)
, wi¦c z elementarnej wªasno±ci

(
m
k

)
+
(

m
k−1
)
=
(
m+1
k

)
dla

m = n− k dostajemy Fn+1 = Fn +Fn−1 =
(
n−0
0

)
+
∑n

k=1

(
n+1−k

k

)
=: R. Poniewa»(

n
0

)
= 1 =

(
n+1
0

)
oraz

(
n+1−k

k

)
= 0 dla k = n + 1, wi¦c mo»emy R zapisa¢ jako∑n+1

k=0

(
n+1−k

k

)
.♣

Zadanie 37. Zaªó»my, »e dla pewnego a ∈ R, a3 + a i a2 + a s¡ wymierne. Udo-
wodni¢, »e a jest wymierne.


