FAQ ANALIZA R® - ZADANIA

Zbiory

Zadanie 1. Opisa¢ zbiory AUB, ANB, A\ B, B\ A jesli

A={zeR: 22 -32<0,};
B={zeR:2?—-3x+4>0}

Zadanie 2. Niech A, B, C, D beda podzbiorami przestrzeni X. Udowodni¢, ze
A\ D zawiera sie w (A\ D)N (D \ B).

Zadanie 3. Uprosci¢ warunki
(a) (A, UB)N (A3 UB) = B,
(b) (AN\C)UB=AUB,
(c) [ANBYUC|I\A=(ANnB)\C.

Zadanie 4. Wyrazi¢ poprzez teoriomnogosciowe operacje na zbiorach A, B,C C X
nastepujace zbiory

(a) {xreX: z€ A=z € B},
(b) {re X: € As x € B},
(c) {xeX: z e Aalboz e B},
(d){zreX: zeA=>(reBezec()}.

Zadanie 5. Wykazaé¢ tozsamosci

(a) AU(B\C)=[(AUB)\ClU(ANCQC),

(b) A\[B\(C\D)] = (A\B)U[(ANC)\ D],

(C) A1UA2U-"UAn:(A1\Ag)U(AQ\Ag)U"'U(An_l\A.,L)UAn,dla,
n>2,

(d) A{UAsU---UA, =[A1\ (A2UA3U---UA)| U U[Ap_1 \ Ap] U Ay,

() AjUAsU---UA, = (A1 \ A2)U(A2\ A3)U---U(An_1\An)U(A,\ A1) U
(A1NAsn---NAp).

Zadanie 6. Wykazac, ze
(@) Uier(Ai\ Bi) C (Ujer Ai) \ (Nies Bi), lecz réwnos¢ nie musi zachodzic.
(b) User(AinB;) C (User Ai) N (U;er Bi)- Podac przyktad, gdy zawieranie nie
jest rownoscia.
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Zadanie 7. Niech k,l,n € N takie, ze n+ 1 =k + 1 oraz A4,..., A, dane zbiory.
Wykazaé, ze L = P jesli

L= Ui1<i2<...ik (A NA, M- N Ay,

P = nj1<j2<.4.jl (Ajl U Aj2 U---u AJk)

Zadanie 8. Wykaza¢, ze A+ B C (A+ C)U (C + B) oraz, ze nastepujace zdania
sg rOwnowazne:

(a) ,sktadniki sumy po prawej stronie sg rozlaczne”
(b) ,inkluzja staje sie r6wnoscia”,
(¢ AnNBCCCA.

Zadanie 9. Dla danego ciagu zbioréw Ap, As, ... okreslmy
liminf A,, = U ﬂ Ap, limsup A, = ﬂ U Ay
neN k>n neN k>n

Wykazaé, ze zawsze [, A, C liminf A,, C limsup 4,, C |J,, A,. Przekonac¢ si¢ o

tym dla
A, = (—1)"n74n—15 .
n+1l 2n—-7

Zadanie 10. Wykazac, ze dla dowolnych rodzin zbioréw (A, )nen, (Bn)nen zacho-
dza wzory

(a) liminf(A, N B,,) = liminf A,, Nliminf B,,,
(b) lim 1nf(A U By,) D liminf A, Uliminf B,
(c) limsup(A, N By,) C limsup A, Nlimsup B,,
(d) limsup(A, U B,) = limsup A, Ulimsup B,,.

Zadanie 11. Opisaé i naszkicowaé na plaszczyznie zbior

X = U {(xvy) eR?: 1’2+y2—3nz+4ny§25}
neN

Zadanie 12. Znalezé zbioér

Y = U Ay, gdzie Ay ={(z,y):2®+y> <22z —t)}.
t€[0,400)

Zadanie 13. Naszkicowaé zbiory
(a) UnEZ {.Z € RQ : (1.1)2 + (1'2)2 < n(xl - $2)}
(b) Unen{z € R*: (21)* +2(22)* — 3na1 + dnas < 0},
(©) Unen {9: eR?: z5< nxl},

Zadanie 14. Znalez¢ zbiory ;e(o 1) At 1 Nepo,1)a, JeSH A = [t 2t + 1] x [, t +1].
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Zadanie 15 (zadanie Lewisa Carolla). W pewnej bitwie co najmniej 80% walcza-
cych stracito reke, co najmniej 85% walczacych stracilo noge, co najmniej 70%
stracito oko, co najmniej 75% stracilo ucho. Oszacowaé liczbe tych uczestnikow
bitwy, ktorzy odniesdli wszystkie cztery obrazenia.

Zadanie 16 (Ilustracja do twierdzenia Cantora-Bernsteina-Schroedera). : Niech

X =Y ={(zn)pro, x €{0,1}}.
Niech takze
SOZX—>Y7 qs(xn):(oﬂ‘rtha"')'
Przyjmujac ¢ = ¢ skonstruowaé bijekcje jak w dowodzie twierdzenia CBS.

Relacje, odwzorowania

Zadanie 17. Niech R bedzie dowolng relacjg w zbiorze {—1, 0,1} Okreslmy funkcje
dr : R? x R? - R wzorem

dp(z,y) =4 [z vl ady (seno,seny) € R
' |zl + lly]] w przeciwnym przypadku

gdzie ||z := /2% + 23. Wykaza¢, ze:
(a) (dr(z,y) =04 z=y) < R jest zwrotna,

(b) (dg jest symetryczna, tzn. dg(z,y) = dr(y,z)) < R jest symetryczna,
(¢) dgr spelnia nieréwnosé trojkata < R jest przechodnia.

Zadanie 18. Zbada¢ injektywnos§¢ i surjektywnosé odwzorowania, opisaé jego zbior
warto$ci i poziomice:

42
fiR—R?, 1) = (55 2)
gRQ\{(O’O)} —>Ra g(zay) = ﬁ7
hiZ7— 1, h(k) = 2k2 — 3k + 1.

Zadanie 19. Odwzorowanie f: X — X spelnia warunek
VeeX dneN fi(z)==x.
Udowodni¢, ze odwzorowanie f jest bijekcja. Symbol f™ oznacza tu n—krotne
zlozenie odwzorowania f ze sobg, tzn fo fo---o f
—_—

Xn

Zadanie 20. Poda¢ przyktad bijekcji miedzy zbiorami X i Y jesli
(a) X =10,1], Y—[,],
(b) X =]0,1], =[-2,2]\ {-1,2},
(c) X =NxN, Y =N

Zadanie 21. ZnaleZ¢ najmniejsza relacje rownowaznosci w {a, b, ¢, d} zawierajaca
(a,c) oraz (a,d).
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Zadanie 22. W N x N wprowadzamy relacje
(n,m)~(m',n') <= m+n =m+n.

Sprawdzi¢, ze jest to relacja rownowaznosci. W przestrzeni N x N/ klas abstrakeji
wprowadzié¢ dzialania dodawania i mnozenia tak, aby zbior ten byt izomorficzny z
Z.

Zadanie 23. Podobnie skonstruowa¢ mozna Q, wprowadzajac stosowng relacje w
Z x N. Zdefiniowaé te relacje.

Zadanie 24. W zbiorze Q definiujemy relacje
R={(z,y): IneN 10%(z—y) € Z}.

Sprawdzi¢, ze jest to relacja rownowaznosci. Opisaé¢ klasy rownowaznosci.

Zadanie 25. Wykazaé, ze odwzorowanie

1 1
fiRy xRy DR xR f@y)= @ty - )

jest bijekcja. Wyliczyé f~1.

Indukcja

Zasada indukcji matematycznej Zasada indukeji wyraza jedna z podstawowych
wlasnosci zbioru liczb naturalnych N. Jest ona badz aksjomatem, badz twierdze-
niem, zaleznie od tego jak definiowany jest zbiér N. A oto podstawowe sformuto-
wanie zasady indukcji (ZI): Jezeli T jest podzbiorem N spetniajgcym warunki (1)
1€T,(2)VneN neT = n+l1eT,toT jest catym zbiorem liczb naturalnych,
tzn T = N. ZI oznacza, ze kazda liczbe naturalng mozna osiagna¢ wychodzac od
1 i poruszajac sie odpowiednio dlugo ,w prawo” z krokiem réwnym 1. Dokladniej:
N jest najmniejszym zbiorem liczb, ktéry zawiera 1 i wraz z kazdym elementem n
zawiera jego nastepnik n 4 1

Zadanie 26. Udowodni¢, ze
P43+ 4+ 2n—-12=n*2n%*-1)
dla wszystkich n € N.

Zadanie 27. Niech (z,) bedzie ciagiem okreslonym nastepujacymi warunkami:

dla n € N.

21 =0, Tpy =
44—z,
Wykazag, ze

5—z2
VTLEN .Tanﬁ.



FAQ ANALIZA R® - ZADANIA 5

Rozwigzanie Indukcja: Nalezy sprawdzi¢, ze xa, = ¢(2n) = Tant2 = §(Tni1);
jesli oznaczymy f(x) := ﬁ, g(z) = Z:gi, to ostatnia rownosé oznacza fof(xe,) =

go f(xy,), wystarczy wiec sprawdzi¢ rownosé¢ fo fog(x) = go f(x). Latwy rachunek

. . . . . 2_ . . —
pokazuje, ze oba te wyrazenia sa réwne %, gdyz f(x) = %?j’é. Uwaga.

20 55 120 205.

_ _ 5 _ _ _ _ . « .
vy =0, 20 = 5, T3 = {7, T4 = 55, Ts = 41, Te = 5; ciag (v,) jest rozbiezny!

&

Zadanie 28. Dowies¢, ze jesli (z,,)n>1 jest ciagiem, okreslonym rekurencyjnie:

24 x,
14z,

r1 =1, Zpy1= dlan € N,

24T Ty

P dla kazdej pary m,n € N.

to Tm+n =

Rozwiazanie: Ustalmy m € N i zastosujmy indukcje wzgledem n € N: Dlan =1
wzOr

2+,
W, : Tm4n = —
T + T
ma postac
24 x,
Tmtl = +
m

wiec jest prawdziwy zgodnie ze wzorem rekurencyjnym. Wykazemy implikacje
W, = Wn+1:

. _2+xm+n_2+2;w#$” 2T + 220 + 2 + Ty,
m+n-+1 1+ Lot 1+ 2I+xr;n T + T + 2+ T Th
wskutek W,,, wiec
2+ Tonpy1 24+ ?Iﬁ: 2004 an) F T2+ 2,) .
Tn + Tnt1 T + TH2n Tm(l4+zp) + (24 z0) mAntl

&

Zadanie 29. Dowies¢, ze jesli (2,,)n>1 jest ciagiem, okreslonym rekurencyjnie:

2+ x,
=1, = dlan € N,
1 Tn+1 1+ T, n
2
10 oy = 2;5" dla kazdego n € N.
2
Rozwigzanie: Indukcja: Dla n = 1 wzér zo = 2;;61 bo z1 =1,
Ty = %; jesli zas jest prawdziwy dla pewnego n € N, to
. ., :2+$2n+1:2+?i§§::4+3$2n
D) T T g1 1+ Thw 3+ 202
2
a2 g gy 4

T3y 2C+e) T 222 4 6, + 4

2xy,
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z drugiej zas strony

24z,
2422, 2t (1+wn) 214 3,)% + (2+20)? 33248z, +6
201 9 (2+xn) 2004z (2+2,) 222 463, + 4
1+x,

. 2+r2+1
czyli To(ni1) = S &

Zadanie 30. Dowies¢, ze jesli (x,,),>1 jest ciagiem, okreSlonym rekurencyjnie:

1
x; =0, an:Z—i—x dlan € N,

n

t0 229, = :LJ_Z"Q dla kazdego n € N.

2
Rozwiazanie: Sprawdzenie kroku indukcyjnego: Jesli 2o, = %, to

2 2 A+ 2m0, Al +4wmy)+1+af

2+ ot 2+ g—  5+2w2  S(lta) +14ad’

2%on42 =

z drugiej za$ strony

1+a2, 1tomgr  Q+4w.)2+1

14 Tpa1 1+ 57 2+ 2,) 3+ x,)’
c 1. _ 1+93n2+1
skad widac, ze 2wy, 41) = FE=—

an—l_pn—1

Uwaga: Mozna dowies¢ (np. indukcyjnie), ze x, = “——5—, gdzie a := 1 + V2,
b := 1 — v/2; wykorzystanie tego wzoru do dowodu tezy zadania jest mozliwe, ale
do$é uciazliwe. &

Zadanie 31. Na plaszczyznie lezy n kot o jednakowych promieniach i roztacznych
wnetrzach. Wykazaé, ze mozna tak pokolorowaé te kota 4 barwami, by zadna para
kot stycznych nie byta w jednym kolorze.

Liczby rzeczywiste.

Zadanie 32. Zbada¢ ograniczono$¢ i ewentualnie wyznaczy¢ kresy zbiorow
={ , m,n € N}, Y ={vn—-FEn-1), neN},

gdzie E(x) oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od .

(n+m)n

Zadanie 33. Udowodni¢ nieré6wnoé¢ Bernoulliego

VneN Ve>—-1 (1+2)">1+nz.
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Zadanie 34. Dla aq, a9, ..., a, > 0 definiujemy
a1 +ax+---+an

)

A(al,ag,...,an): "

G(al,(IQ,--.,CLn) = /4102 - Qp,

H(ay,az,...,an) = 5

Udowodnié¢ nieréwnosci

A(ay,as,...,a,) > G(ay,az,...,an) > H(ay,az,...,a,).

Zadanie 35 (Nierowno$¢ Jensena). Funkcje f : I — R nazywamy wypukta na I,
jesli dla dowolnych a,b € I oraz g € [0, 1] zachodzi

flga+ (1 —q)b) < qf(a) + (1 —q) f(b).
Udowodni¢, ze jesli f jest wypukta, to dla ay,as,...,a, € I oraz q1,q92,...,Gn €
[0, 1] takich, ze g1 + g2 + - - - 4+ ¢ = 1 zachodzi nieréwnos¢

flqrar + qeas + - - - + quan) < quf(a1) + q2f(a2) + -+ + gn f(an).

Zadanie 36. Dowiesé, ze liczby Fibonacciego, zdefiniowane rekurencjg Fy = F; = 1,
Fny1 = F, + F,_1, moga by¢ otrzymane ze wzoréw

Fn:}g)(n;k)'

Zwroémy uwage, ze zgodnie z definicja

(m) _mm=1)...(m—k+1)

i i ,dlakeZ; meZ.

Sktadniki (", *) znikaja dla 2 <k <n

Rozwiazanie: Widaé, 7e dla n = 0 i n = 1 wzory sa prawdziwe. Jesli n > 1
oraz F, = > }_, (”;k) iF, i = Z;é (”*ifk), to przemianowujac k na k — 1
mamy F,,_1 =) ,_, (Z:’f), wiec z elementarnej wlasnosci (7) + () = (") dla
m =n —k dostajemy F,, .1 = F,, + F,,_1 = ("60) +3 ("Jr;*k) =: R. Poniewaz
(1) =1=("") oraz ("*}7%) = 0 dla k = n + 1, wigc mozemy R zapisa¢ jako

o (T

Zadanie 37. Zalézmy, ze dla pewnego a € R, a® 4+ a i a® + a s3 wymierne. Udo-
wodnié¢, ze a jest wymierne.



