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1 Geometria hiperboli

Zastanéwmy sie nad nastepujacym faktem. Zauwazmy, jak podobne sg réwnania okregu jednostkowego i hiperboli jed-

nostkowej:
2yt =1 (Okrag)

-yt =1 (Hiperbola)

Mozna wiec spytaé, czy analogicznie do funkcji trygonometrycznych na okregu, istnieja funkcje hiperboliczne na hi-

perboli? Okazuje sie, ze tak.

Narysujmy hiperbole jednostkowa i oznaczmy na jej prawej galezi punkt o dodatnich wspélrzednych (z,y):

7(xy)

Hiperbola o réwnaniu 22 —y2 =1

OznaczyliSmy pole czerwonej figury przez 5. Wyznaczmy ja w zaleznosci od x. Z addytywnosci p6l mamy
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Ale punkt (x,y) lezy na hiperboli; spelnia wigc jej réwnanie, w szczegélnosci y = va? — 1, stad
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gdzie S jest polem pod wykresem funkcji v/#2 — 1 od 1 do x. Stad otrzymujemy

xr
a=z\Vz2— —2/ V2 —1dt.
1

Calkujac otrzymang funkcje w odpowiednich granicach, dochodzimy do wzoru na pole w zaleznoéci od x:

a=log(x++vz2—1)

My chcemy z tego réwnania wyznaczy¢ x. Zauwazmy wiec, ze
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Postepujac podobnie z y, tj. wyznaczajac  od y i przerachowujac wszystkie wzory, otrzymalibysSmy réwniez

xTr =

a=1log(z+Va2+1)

Otrzymalismy zatem parametryzacje hiperboli (a przynajmniej jej prawej galezi), w zaleznosci od pola przez nig za-
kreslanego! Pamigtamy ze parametryzacja okregu odbywala si¢ poprzez (cost,sint)). Niech wige przez analogie hiperbola
bedzie parametryzowana przez nowo nazwane funkcje (cosht,sinht), gdzie

ty =t
cosht := % (1.1)
b =t
sinht = &S (1.2)
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Oraz odpowiednio

sinh x et —e * e2r 1
tanh z := = = —
cosh x er + e~ ® e’ + 1

coshzx e*+e™® e 41

cothz 1= — = =
sinhz e*—e % 221

Oczywidcie zdefiniowalidémy juz ich funkcje odwrotne, zwane area hiperbolicznymi:

arcoshz :=log (z + Va2 — 1)
arsinhy :=log (y + vy% + 1)

Analogia jest wiec pelna. Tak jak funkcje trygonometryczne parametryzuja okrag, a cyklometryczne zwracaja zada-
ny kat, tak te hiperboliczne parametryzuja hiperbole, a funkcje area - zwracaja pole. Mozemy jednak siegnaé glebiej
zauwazajac, ze w przypadku okregu zakreslane przez kat pole jest réwne potowie kata (a = £). Wyglada znajomo?...

Przyjrzyjmy sie¢ wlasnosciom tych funkcji. Czy sa one podobne do funkcji trygonometrycznych? Z definicji mamy
oczywiscie wzér zwany jedynka hiperboliczna:



cosh? z —sinh®z = 1 (1.3)

Oraz
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= sinh z cosh y + cosh x sinh y
Podobnie udowadniamy nastepujace tozsamosci hiperboliczne:
cosh (z 4+ y) = coshx coshy + sinh x sinh y

tanh z + tanh y
1+ tanh z tanh y

tanh (x + y) =

Podobnie zachowuja sie nawet wzory na sumy i réznice sinuséw i cosinuséw hiperbolicznych:

sinh x 4+ sinh y = 2sinh Tty cosh =¥

2
sinh x — sinhy = 2 cosh xTﬂ sinh z ; Y
cosh z 4 cosh y = 2 cosh T+Y cosh %
coshz — coshy = 2sinh Tty sinh & ; Y

Mozna zadaé pytanie, czy pochodne funkeji hiperbolicznych daja réwniez funkcje hiperboliczne? Okazuje sie, ze tak.
Zauwazmy, ze
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cosh cosh® z

Stad réozniczkujac funkcje hiperboliczna sinus lub cosinus dwukrotnie, otrzymujemy te sama funkcje. Stad na przyktad
widaé, ze rozwiazaniem ogélnym réwnania rézniczkowego y” = n2y jest

y(z) = a-sinh (nx + ) + b - cosh (nz + B)

Pochodne funkcji area:
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Oraz rozwiniecia funkcji w szereg Taylora:
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Wiszystkie te i wiele innych tozsamosci mozna wyprowadzi¢ z tozsamosci trygonometrycznych; wystarczy zauwazy¢, ze
sinhz = —isin (iz)
coshz = cos (ix)
Hiperbole mozna wiec traktowaé¢ jako pewnego rodzaju okrag o urojonym promieniu:
22 —y? =1=2%+ (iy)?
Rzeczywiscie, mnozenie przez ¢ oznacza jedynie obrét na plaszczyznie zespolonej. Na zespolonej plaszczyinie rzutowej

okrag jednostkowy jest nieodréznialny od jednostkowej hiperboli.
Na koniec pare wykreséw:
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Wykresy funkcji hiperbolicznych i area



