Analiza IR 2016/2017

Rozwiazania zadail z pierwszego kolokwium przykladowego

Zadanie 1. Opisa¢ i naszkicowaé na plaszczyznie zbior

Y = U Ay, gdzie Ay = {(z,y):2® +y> <2t(2x—t)}.
t€[0,+00)

Rozwigzanie: Nietrudno stwierdzi¢, przeksztalcajac nieréwnosé
z? +y? < 2t(2x —t)

do postaci
(x —2t)% + 9% < 212,

ze zbior A; jest domknietym kolem o $rodku w punkcie (2¢,0) i promieniu v/2t.
Jedynie zbior A, sktada sie z jednego punktu (0,0). Zbiér Y alternatywnie opisaé¢
mozna nastepujaco

Y ={(z,y) €R*: 3te[0,00f: 2® +y*> <202z —t)}.

Zmieniamy zatem punkt widzenia na nier6wnos$é¢ definiujaca A; — teraz patrzymy na
nia jak na nieréwnos¢ kwadratowa wzgledem ¢ z parametrami x,y. Przeksztalcamy
te nier6wnos¢ do postaci

2% — 4wt + (22 — y?) < 0.

Wspoélczynnik przy najwyzszej potedze t jest dodatni, zatem warunkiem istnienie
rozwigzan nieréwnosci jest istnienie rzeczywistych pierwiastkéow wielomianu kwa-
dratowego po lewej stronie. Wyré6znik tego wielomianu musi by¢ wiec nieujemny:

A(z,y) = 162% — 8(2* + y?) = 8(2* — y*) > 0

Warunkiem nieujemnosci A(z,y) jest |z| > |y|. Dodatkowo istnie¢ maja rozwiaza-
nia nieujemne, tzn wiekszy z pierwiastkéw wielomianu musi by¢ nieujemny. Pier-
wiastki maja postaé

Wiekszy z pierwiastow to t5. Jest on nieujemny gdy x jest nieujemny. Ostatecznie
zbiér Y mozna opisa¢ warunkiem

Y ={(z,y) €eR?: z > |y|}.

Zadanie 2. Zbada¢ zbieznosé i ewentualnie obliczy¢ granice nastepujacych ciggow

Y (2n— 1) b ) n?+n+1
p = ———— n = NI10g ———
n gannJrl

Cp i= sin (7r\/n2 + 1) , dp=n {(n+ 1) 700 fnﬁ] .
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Rozwigzanie: Ciag a, spréobowaé¢ mozna zbada¢ korzystajac z twierdzenia Cau-
chy’ego, ktéore mowi, ze dla x,, > 0 jesli istnieje granica %, to istnieje takze
granica {/x, i obie granice sa réwne. Oznaczamy zatem z, = w i liczymy

Tpy1 (2n+ Dltn" (2n + 1)n™

T, (n+1DnH2n -1 (n+1)(n+1)n

2n+1 n Toooan+1 1 " 2
= = 1- — —.
n+1l \n+1 n+1 n+1 e

Ostatecznie
Y(2n -1 2
i M @n-DE 2
n—oo n (&

Korzystajac z wlasnosci logarytmu, ciag b,, przeksztalcimy do postaci
b 1 n24+n+1\"
=log| —— | .
n g 712 —n4+ 1

Logarytm jest funkcja ciagla, zatem badaé¢ mozemy jedynie wyraz pod logarytmem:
n?+n+1\" 14 2n " 2
= _ = _—_ e .
Yn nZ-—n+1 n2—-—n+1

lim b, = lim logy, = log( lim y,) = loge? = 2.
n—oo n—oo n—oo

Ostatecznie

Badajac ciag ¢, zajmiemy sie najpierw wyrazeniem pod funkcjg sin:

71'\/7124—1—ﬂ'\/n2—|—1—7rn+7m—7rM—|—7m—7r;+7m
Vn2+1l+n n?+1+n '

Otrzymana posta¢ wstawiamy do wyrazenia na ¢,

. 1
Cp =S | T——— + 7N
( VnZ+1l+n >
=sm ( T————
vnZ+1+n

) sin(mn) =
n?+1+n

COs N -+ cos (ﬂ'

1
=(-1)"sin|{ 71— | — 0.
- ( \/n2+1—|—n>

. Wtedy d,, = n(a,, — 8,). Prowadzimy

i
o=
ol

Oznaczmy a,, = (n+ 1)1, 3, = n
standardowe rachunki

100 _ 3100
o’ — n+1l—n
dn = nom = fn) = n—55——53 o 99 — """ 99 98 99 —
O‘n+anﬂn+"'ﬂn ay +O‘nﬂn+ﬂn
n
— 0.

o + aPB, + - BY

Zadanie 3. W zaleznosci od xg # % zbada¢ zbieznosé¢ i ewentualnie obliczy¢ granice
ciggu zadanego w sposob rekurencyjny
2x, — 1

Tpgl = ————.
s 3x, — 2
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Rozwigzanie: Niech f bedzie funkcja f(t) = 2=1. Wtedy znq1 = f(zn). Wzor
okreslajacy f zapisa¢ mozna takze w postaci
) 1
f) =35+ —=
37 w-2)
Funkcja f jest homografiag okreslong na R\ {%}, ktorej zbior wartosci jest réwny
dziedzinie. Jesli (z,) jest zbiezny, to jego granica g jest punktem stalym funkeji
f, tzn spelnia f(g) = g. Rozwiazujac odpowiednie réwnanie kwadratowe tatwo
stwierdzi¢, ze f ma dwa punkty state g; = % ige=1. Jedli g = % lub 2y =1 ciag
(z,) jest staly i, oczywiScie, zbiezny do granicy odpowiednio ¢; lub go.
Zauwazmy ponadto, ze fo f jest identycznoscia, tzn f(f(t)) = t. Oznacza to, ze
dla zo ¢ {g1,92, 3} zachodzi z,, 12 = x,, tzn. ciag przyjmuje naprzemiennie dwie
wartosci, jest wiec rozbiezny.

Zadanie 4. Udowodnié, ze (a) zbior wyrazow ciagu Cauchy’ego w przestrzeni me-
trycznej jest ograniczony, (b) jesli (x,), (y,) sa ciagami Cauchy’ego w przestrzeni
metrycznej (X, d) to ciag liczbowy d,, = d(z,, y,) jest zbiezny.

Rozwiazanie: (a) Niech (z,) bedzie ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej.
Przypomnijmy warunek Cauchy’ego:

Ve>03INeN: Vn,m >N  d(zm,z,) <e.

Ustalmy ¢ > 0 i wezmy stosowne N. Z warunku Cauchy’ego wynika, ze dla m > N
d(xN11,%m) < e.Niech R = max{d(xn11,21),d(xNt+1,22),-..,d(TN+1,2N), e} R
jest skonczong liczba dodatnia. Wszystkie wyrazy ciagu naleza do kuli K (zn41, R),
ciag jest wiec ograniczony. (b) Wykazemy, ze ciag liczbowy (d,,) jest ciagiem Cau-
chy’ego, co w zbiorze liczb rzeczywistych z normalng topologia jest réwnowazne
zbieznosci. Potrzebne beda nasteujace rachunki:

(@, Yn) < d(@n, Tn) + Ay Yn) < A(@Tn, Tn) + A, Ym) + A Yy Yn)
zatem
(1) AT, Yn) = ATy Ym) < A(Tn, ) + A(Yim, Yn)-
Zamieniamy miejscami n i m

d($m7ym) < d(gjm:zn) + d(zna ym) < d(zma$n) + d(xmyn) =+ d(ynvym)
zatem
(2) AT, Ym) — Ad(@n, yn) < d(Zms Tn) + d(Yn, Ym)
i ostatecznie z (1) i (2)

|d($maym) - d(xna yn)| < d(xmvxn) + d(yna ym)-

Ustalamy ¢ > 0, znajdujemy stosowne N, i IV, wystepujace w warunkach Cau-

chy’ego dla ciagéw (z,) i (y,) dla 5. Definiujemy nastepnie N = max{N,, N,}.
Wiadomo wiec, ze
|dn - dm| = |d(xmaym) - d(]}n, yn)| S d(xn’mxn) + d(ynaym) <e.

Ciag (d,,) spelia wigc warunek Cauchy’ego.



