
Analiza IR 2016/2017
Rozwi¡zania zada« z pierwszego kolokwium przykªadowego

Zadanie 1. Opisa¢ i naszkicowa¢ na pªaszczy¹nie zbiór

Y =
⋃

t∈[0,+∞)

At, gdzie At =
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 2t(2x− t)
}
.

Rozwi¡zanie: Nietrudno stwierdzi¢, przeksztaªcaj¡c nierówno±¢

x2 + y2 ≤ 2t(2x− t)

do postaci

(x− 2t)2 + y2 ≤ 2t2,

»e zbiór At jest domkni¦tym koªem o ±rodku w punkcie (2t, 0) i promieniu
√

2t.
Jedynie zbiór A0 skªada si¦ z jednego punktu (0, 0). Zbiór Y alternatywnie opisa¢
mo»na nast¦puj¡co

Y =
{

(x, y) ∈ R2 : ∃t ∈ [0,∞[: x2 + y2 ≤ 2t(2x− t)
}
.

Zmieniamy zatem punkt widzenia na nierówno±¢ de�niuj¡c¡ At � teraz patrzymy na
ni¡ jak na nierówno±¢ kwadratow¡ wzgl¦dem t z parametrami x, y. Przeksztaªcamy
t¦ nierówno±¢ do postaci

2t2 − 4xt+ (x2 − y2) ≤ 0.

Wspóªczynnik przy najwy»szej pot¦dze t jest dodatni, zatem warunkiem istnienie
rozwi¡za« nierówno±ci jest istnienie rzeczywistych pierwiastków wielomianu kwa-
dratowego po lewej stronie. Wyró»nik tego wielomianu musi by¢ wi¦c nieujemny:

∆(x, y) = 16x2 − 8(x2 + y2) = 8(x2 − y2) ≥ 0

Warunkiem nieujemno±ci ∆(x, y) jest |x| ≥ |y|. Dodatkowo istnie¢ maj¡ rozwi¡za-
nia nieujemne, tzn wi¦kszy z pierwiastków wielomianu musi by¢ nieujemny. Pier-
wiastki maj¡ posta¢

t1 = x−
√

2

2

√
x2 − y2, t2 = x+

√
2

2

√
x2 − y2.

Wi¦kszy z pierwiastów to t2. Jest on nieujemny gdy x jest nieujemny. Ostatecznie
zbiór Y mo»na opisa¢ warunkiem

Y = {(x, y) ∈ R2 : x > |y|}.

Zadanie 2. Zbada¢ zbie»no±¢ i ewentualnie obliczy¢ granice nast¦puj¡cych ci¡gów

an =
n
√

(2n− 1)!!

n
, bn = n log

n2 + n+ 1

n2 − n+ 1

cn := sin
(
π
√
n2 + 1

)
, dn = n

[
(n+ 1)

1
100 − n 1

100

]
.
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Rozwi¡zanie: Ci¡g an spróbowa¢ mo»na zbada¢ korzystaj¡c z twierdzenia Cau-
chy'ego, które mówi, »e dla xn > 0 je±li istnieje granica xn+1

xn
, to istnieje tak»e

granica n
√
xn i obie granice s¡ równe. Oznaczamy zatem xn = (2n−1)!!

nn i liczymy

xn+1

xn
=

(2n+ 1)!!nn

(n+ 1)n+1(2n− 1)!!
=

(2n+ 1)nn

(n+ 1)(n+ 1)n
=

=
2n+ 1

n+ 1

(
n

n+ 1

)n

=
2n+ 1

n+ 1

(
1− 1

n+ 1

)n

−→ 2

e
.

Ostatecznie

lim
n→∞

n
√

(2n− 1)!!

n
=

2

e
.

Korzystaj¡c z wªasno±ci logarytmu, ci¡g bn przeksztaªcimy do postaci

bn = log

(
n2 + n+ 1

n2 − n+ 1

)n

.

Logarytm jest funkcj¡ ci¡gª¡, zatem bada¢ mo»emy jedynie wyraz pod logarytmem:

yn =

(
n2 + n+ 1

n2 − n+ 1

)n

=

(
1 +

2n

n2 − n+ 1

)n

−→ e2.

Ostatecznie
lim

n→∞
bn = lim

n→∞
log yn = log( lim

n→∞
yn) = log e2 = 2.

Badaj¡c ci¡g cn zajmiemy si¦ najpierw wyra»eniem pod funkcj¡ sin:

π
√
n2 + 1 = π

√
n2 + 1− πn+ πn = π

n2 + 1− n2√
n2 + 1 + n

+ πn = π
1√

n2 + 1 + n
+ πn.

Otrzyman¡ posta¢ wstawiamy do wyra»enia na cn

cn = sin

(
π

1√
n2 + 1 + n

+ πn

)
=

= sin

(
π

1√
n2 + 1 + n

)
cosπn+ cos

(
π

1√
n2 + 1 + n

)
sin(πn) =

= (−1)n sin

(
π

1√
n2 + 1 + n

)
−→ 0.

Oznaczmy αn = (n + 1)
1

100 , βn = n
1

100 . Wtedy dn = n(αn − βn). Prowadzimy
standardowe rachunki

dn = n(αn − βn) = n
α100
n − β100

n

α99
n + α98

n βn + · · ·β99
n

= n
n+ 1− n

α99
n + α98

n βn + · · ·β99
n

=

n

α99
n + α98

n βn + · · ·β99
n

−→∞.

Zadanie 3. W zale»no±ci od x0 6= 2
3 zbada¢ zbie»no±¢ i ewentualnie obliczy¢ granic¦

ci¡gu zadanego w sposób rekurencyjny

xn+1 =
2xn − 1

3xn − 2
.
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Rozwi¡zanie: Niech f b¦dzie funkcj¡ f(t) = 2t−1
3t−2 . Wtedy xn+1 = f(xn). Wzór

okre±laj¡cy f zapisa¢ mo»na tak»e w postaci

f(t) =
2

3
+

1
9

(x− 2
3 )
.

Funkcja f jest homogra�¡ okre±lon¡ na R \ { 23}, której zbiór warto±ci jest równy
dziedzinie. Je±li (xn) jest zbie»ny, to jego granica g jest punktem staªym funkcji
f , tzn speªnia f(g) = g. Rozwi¡zuj¡c odpowiednie równanie kwadratowe ªatwo
stwierdzi¢, »e f ma dwa punkty staªe g1 = 1

3 i g2 = 1. Je±li x0 = 1
3 lub x0 = 1 ci¡g

(xn) jest staªy i, oczywi±cie, zbie»ny do granicy odpowiednio g1 lub g2.
Zauwa»my ponadto, »e f ◦ f jest identyczno±ci¡, tzn f(f(t)) = t. Oznacza to, »e

dla x0 /∈ {g1, g2, 23} zachodzi xn+2 = xn, tzn. ci¡g przyjmuje naprzemiennie dwie
warto±ci, jest wi¦c rozbie»ny.

Zadanie 4. Udowodni¢, »e (a) zbiór wyrazów ci¡gu Cauchy'ego w przestrzeni me-
trycznej jest ograniczony, (b) je±li (xn), (yn) s¡ ci¡gami Cauchy'ego w przestrzeni
metrycznej (X, d) to ci¡g liczbowy dn = d(xn, yn) jest zbie»ny.

Rozwi¡zanie: (a) Niech (xn) b¦dzie ci¡giem Cauchy'ego w przestrzeni metrycznej.
Przypomnijmy warunek Cauchy'ego:

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n,m > N d(xm, xn) < ε.

Ustalmy ε > 0 i we¹my stosowne N . Z warunku Cauchy'ego wynika, »e dla m > N
d(xN+1, xm) < ε.NiechR = max{d(xN+1, x1), d(xN+1, x2), . . . , d(xN+1, xN ), ε}. R
jest sko«czon¡ liczb¡ dodatni¡. Wszystkie wyrazy ci¡gu nale»¡ do kuli K(xN+1, R),
ci¡g jest wi¦c ograniczony. (b) Wyka»emy, »e ci¡g liczbowy (dn) jest ci¡giem Cau-
chy'ego, co w zbiorze liczb rzeczywistych z normaln¡ topologi¡ jest równowa»ne
zbie»no±ci. Potrzebne b¦d¡ nast¦uj¡ce rachunki:

d(xn, yn) ≤ d(xn, xm) + d(xm, yn) ≤ d(xn, xm) + d(xm, ym) + d(ym, yn)

zatem

(1) d(xn, yn)− d(xm, ym) ≤ d(xn, xm) + d(ym, yn).

Zamieniamy miejscami n i m

d(xm, ym) ≤ d(xm, xn) + d(xn, ym) ≤ d(xm, xn) + d(xn, yn) + d(yn, ym)

zatem

(2) d(xm, ym)− d(xn, yn) ≤ d(xm, xn) + d(yn, ym)

i ostatecznie z (1) i (2)

|d(xm, ym)− d(xn, yn)| ≤ d(xm, xn) + d(yn, ym).

Ustalamy ε > 0, znajdujemy stosowne Nx i Ny wyst¦puj¡ce w warunkach Cau-
chy'ego dla ci¡gów (xn) i (yn) dla ε

2 . De�niujemy nast¦pnie N = max{Nx, Ny}.
Wiadomo wi¦c, »e

|dn − dm| = |d(xm, ym)− d(xn, yn)| ≤ d(xm, xn) + d(yn, ym) < ε.

Ci¡g (dn) speªnia wi¦c warunek Cauchy'ego.


