
.

WYKTAD 1

ELEMENTY TEORII MNOGOSCI



POPIERWSZE :

Spog1qdajgcndpvogvamstuolio.wmo.pierwszymNoKukierunkuIFryKd2auwazyliPanstvo2apeune.zejcstwnimbowobookezogodzinPmedmiot.wmalematycsnyck.Dyskusiemao1tymileiwjakisposobucsyimatematyKimatymwydzialewsasaobiemiemajgkon.ae.jednakwszysaysqsgodniooowteyozematematykeejestfizyKowibowokopotmebna.Jauwuzam.zejestonepotMebne2dwochpowodiwipopieuwszeodc2asudocsasutmelawspohisyi-p1anujgceksperymeutosmcowacmienonewielkosci.2ebydo6raiodpowieolniemetodyiUpgokenie.opvawwaiwymikieKsperymentutak.Zebymozn@byosprawdziistawianewcseimiejhipotezy.jakbohatcrfilmutlowg.aniaspvaudzii.osywyslarcsysiemniaKo.viilegvat.WtRebawymuciizvakiety.zebyob1ea.e

 I do

Kdeojov ...
 ltd. fest jednak  drugs

.

powod . Wspotcaesne fisyke wsdeoydouanej
wigkszosci sajmwje sig sjawiskami o Ktovycu me  daje sig voamawiai w

wdziennym jgsyku natural
nym .

Sg
to sjawiskd ,

ktore wymykojg Ag intuigi ,

nie mojg odpowiednikiv w makroskopowym swiecie
. Opisywonie takidr zjawisk

wymouga  uzywanie odpowiedniego jgzyke ,
a  dostarcsa  go  wtosnie matematyka

Panstwo
, jako  studio de kursu  nozszeronego bgdquosyi Sig wigc  nie tylk

metal vachunkowych ,
ale takze ( a  mov pmede wszystkim ) pewneojo  sposobu

mjslenia  i fovmuiowanie wypowieolzi . Ggsi merytozcsnq wykiadu zaosyna

my wigc  od ustalenie pewnago jgzyke , ktonym bgdziemy do Siebe  miwii
.

ZBIORY KAZIMIERZ KURATOWSKI

n Pojgcie zbionu malezydo najbowdziej

1886-1980
podstawowychI najcsgsag

.

stoso -

-
wanycnpojgimatematycsnych

"

Problem pdege tu  na tym ,
Ze  2b5n  uwaza  Sig sa

pojgcie podstawowe ,
ton Sig go  mie  defining e .

Kazdy wie ato jest sbior , co to jest element stone

tan  co to Znoosy Ze "
X nalezy do sbiovu A

"

.

Okasuje  Sig jeolnak ,
Ze  soslou  wienie two tak jak jest

pnowadzi

do kiopotow .

Laiozmy ha chwilg ,
Ze  wiemy co to  noisy ze  zbiv A jest  wigkszy od B

.
Chodzi

tu  o
, najoqolhig

.

miwigc , licsbp element .w zfiovu
.

To  moze pocsgtkowo wydawac
'



Sig niejasme wpmypadku zbiorov  o  mieskoncaong
. licsbie elements .  ale juz

&

sa ihwilq my
tez pmyzwoicie to  zdefimiujemy . No  vase pmyjmijmy ze  wiemy

co to  znacsy zeabior A  ma  wigcej element .ow niz  B i pmyjmyjmy sig mastspu

jgcemu  vouemowaniu : 1202 waza  Sig zbiory , ktomjh elementami sq inne ationy .

Np . pnosta  na ptaszczyznie jest pewnym sbiovem puvikbw . Mozemy rozwazai abiir

wszystluihpvostych . Weimy wigc  ustalony abior A  I
roswazmy zbior  wszystkich

jego podsbiovow : 2A
. Istmieje twierdzenie Kline miwi ze 2A me  wigcg .

elements

miz A
.

Lawsze
.

Due dowoluego A . Twierokenie to  mie jest trudne  -

udowodnimy je

wspiluie  za chwilg .

Niels wigc A bgdzie stiorem wszystkich mozliwych abiovjv

hgodnie  a twierokeniem 2A jest  wigkszy niz A
. Ale 2A jest sbiorem abiorow

,

.

satem
, sgodnie 2 definiqig A

,
2A saw  arty jest w A

.
Powinien  wigc by'c od A

mniejszy .  alto co  najwyzq
.

taki Sam
. Doawdzimytu  do spmecsnoja

.

,
Kline

nasywane jest Parasoksem Cantore
.

Parades Cantore pokawije , ze kweshi
.

zbronow mie mozhe puscii catkiem  na zywiot.

Co pnawda  medal nie  definingemy abiovu

beaposrednio .  ale pveoyzujemy co wduo 2

mini vobic
, jak wdno poszczegilue sbiomy

definiowoc .

Robi sig to so . pomoag sfovmuto
wanie ukiaou  aksjomatiw , csyli takiuh

podstawowych zasad 2 Klingon wolno  ham

wywodzic dalsze twierolze nice .

Nie bgdzie .

my tutojpmytaosai petnegoaestawu  akqo -

GEORG  CANTOR 1845 - 1918 matiw
.

Kto winter  esowany
- mozeje

znaleic up .
 w podngosniku Kuratowskiego . my omiwimytylko killed  aksjo -

mater
, zeby aobacsyu Pan 's two w csym mecz

. Niektore akqiomaly wy
-

dojq sig konstatowai pewne ocsywistosci :

I : AKSJOMAT  EKSTENSJONALNOJCI

VAFB ( Fx ( xea  ⇐ > xe B) ⇒ A=B )

Innymi  story , jezelidwe sbiovy mojg te  same element to  sq riwne
.

It : ISTNIENIE 21310 Ru Pust Ego
FX : Hy ~ ( YEX ) X=¢



3
2 li  11  wynike .  ze  istnieje  dokiadniejeden soior pushy
111 : AKSJOMAT ISTNIENIA PODZBIORSW

Nied y bqdzie forming sdaniowq me zowierajgq mine B w swojg
.

defnigi .

HA FB : Vx ( xe B) ⇐ > ( xea ) ^ ycx )

Wabione A  isthieje podsbiin tych element .ow  owe ktonych y jest Prawdzik .

W

szcsegotnosci
toady abior A sawiere ¢ . Aksiomat  istnienie podzbionow pozwalo. poradzic

.

sobie 2 pavadoksem Cantone
. Spsjmmy ma no

, stgpujgce  rosumowanie : Na

podstawie 111 wiemy ,
ze  mozne sadawoc

.

podztiovy pray pomocy warunkis
.

feshi y jest forming sdoniowq hie zawierajgq Y
, mozemy nopisoc

Y= { xes :
p ( × ) } .

said zmyteraz ,
ze isthieje zbior wszystkicn abiovoir

I wstowmy go  w  miejsce S
.

Y={ xes :

xtx
}

Yskiada Sig wigc  ztych zbiorow
,

Hove hie Sg swoimi element  ami . Y jest
abiorem  na may aksjomatu 111

, wigc mozna sprawokii , czy Y spetnie
forming y

. Jak  odpowiedziei ha pytanie csy YEY ? Roawazmy dwe

pmypadki : (1) Yspeinie p , csyli sdanie YEY jest prawdsiwe .

WtedyjednakYet Ynamogdefinigi Y
, csyli many spmeosnosi ! (2) A  co

jes.li Yet Y ? wtedy na  may defnicji Y many YEY i zniw spmek -

no 's'c
. Wyglgda  ha to

,
ze  definiqa Y hie jest poprawne .

Pow state jednak
na  may sgodnej 2  in forming .

Iatozenie  o  isthieniu S - sbioru uszys -

thick sbiovow jest  wig a foeszywe .

IV AKSJOMAT SUMY

VR JX : Fw ( me X ) ⇐ > ( Fr : we 12 i  ne  r ) Innymi  story R jest

sbiovem soiorov ( 2 element  ami oznoucstnymi  r ) a X
sumq wszystkiar  zbionow

nalezgcydn do R
. Lorwycsaj usiywamy niece  wygodniejszg

.

motogi :

R jest pewnym sbiorrem ( indeksow ) (%)
, ,z rooting zbiovow  indeksowanych demien

tami NR
,

tan  many pojednym Yrdhe kazd
ago

 n€R . Wteoly X pojawiaje -

a sig waksjomacie piszemy
×= arER



✓ AKSJOMAT ZBIORU POD 21310125W 4

ta FP : tx ( xep )⇒µy(ye×)⇒(yea ) )
satem abior  wszystkich sbiovow  hie  istnicje,

ale  istmieje  zbiorpodzbioviwustolo
nego

stone
. Pojowiajgce  sic W aapisie P

osnacsamy sawycsaj 2A 2 powodow ,

ktore wyjasnig nj wkiotce

. . .  aksjomatiwjest  wigcej . . .
 ale  nie bgdziemy Ich wszystkidr wymieniac

'

. Wspomng

jeszose  o jednym , Kling jest  otyle ciekawy ,
ze  w zisadzie  mozne be >  mieyo

zyi ,
ale  matematykd , ktorq rig wtedy upvawia jest  miew Inna  od tg

.

"

zwycsajnej.

"

AKSJOMAT WYBORU Dba kazdej nodziny R parami noziqcsnyoh abioviw

( tan NPER ⇒ vnp=¢ ) istnieje ation 5 taki do khirego  nalezy pojednym
demeucie kazdego  one abiovow nodziny R . Ten aksjomat  noaywa  sigtez
PEWNIKIEM WYBORU . Mozhe pracowoi bez

niego ,
ale  hie  dajesig wtedy wdowodnii

pewnych twierdzen . Wroainy do tegowodpowiednimmomencie .

Zestaw  aksjomatov ,

ktorymi sigpostugujemz nasnywa

sB0k96¥9JF↳
choice

ERNST ZERMELO1871 - 1953 L

ABRAHAM
FRAENKEL 1891 - 1965

.

Jakwiolac
' swiaolomosi Koniecsnosa.

uponsgdkowanie podslav matematyki to

men wsglgdnie nowe
, jeilipmyjmiemy ,

ze  matematykg upvawiajq luokie  od

sawsze ( csasy antyczne , Egipt . . . )
2 tych wysoce filosoficsnych wyzyn  aejdziemy teraz  na  siemig I sacsniemy
buowwai stownik potmebnych pojsc .

Mom naolzigj ,Ze hie bpdzie to  zbytnuol -

he
. Niel X I  Y bgdq ustalonymi zbiorami .



Ilocsymem Kartesjanskim XXY hosywamy
sbior par element .w a X

IY
. Pongdekmaanacsenie : Xxx - { ( xiy ) :  xeX i yeY } 5

Relacjq are sbiaru X do abioru Y mkywamy podabior R iloosynu
kartezjanskiego XXY

. Mowing ,
ze  x jest wNelogiz y jesli Hy )eR

Ten sposib definiowanid wpewiensposob utozsamia Neldgig 2  wyknesem
tejvelogi . fednak  zadwwujemy tu kolejnoji X±DY

dneolzine
J [

Pmykiad X - sbiorpsdv , pmeawdziedzine
Ysbion luolzi . Pies  x jest w nelagi z csiowiekiemy join

.

y jest
wtascicielem X. To jest  dosi Ogilive Neldgie :  hie kazohy pies me wiasa

.

-

add ,
ale jeolen pies  moze  miei wigcg

.

miz jedneoowtoisaiiele . Nie

kazdy csiowiek me Psa ,
ode tez  sq tacy , ktomymajg wide psir .

Pmyktad Relay .e podzieluosu
.

X - IN
, Y= IN 1N={ 1,2 ,

. . . } Mowing ,
ze

K jest  wvebacjiz l jes.li K jest  dsielnikieml
.

Kazda licsbe ken jest
wtg

.

relays zmieskonisenie Wieland licsbami ( swoimi wielokrotnosaie -

mit Kazda line le IN mozewystgpowac na . drugim  miejsai tylko
wskoncsonej hisbie par  2 tg

.

relogi

X= IN 1 2 3 4  56 7 8 9  10 11 12  13 14 15 16 . . .

:*.tt#lRKI.E**..***
.

P(2)={ 2,4 , 6,8 ... } (2,4 ) ( 2,6 ) ( 2,8 ) ...
EP

PLGH - { 1,2
, 3,4 .

6,12] and (2,12 ) ( 3,12 ) ( 4,12 ) ( 6,12) (MID

52 csegilnie pmydatne sq wyjqtkowe velacje aware odwzovowahiami
.

Relagatjestodwsorowaniemjes.li olla Kazdego XEX isthieje
dokiaoniejeden ye Y takiize ( x

, y ) E F



the X F ! ye Y : ( x ,y ) . CF

gzwykie
strsouke 6

Uzywamy wtedy innej motagi A :X ->Y samiast ( Kyle F

piszemy y=F(× )
.

Obvaz

odwsorowonief
:

im F = { ye Y :
. Fx : Flxky } im Fmiemusi by 's vowny Y

Pmeawobraz punktu F
'

(g) = { xe X :

Fyx
) -

y }
.

1
inacsejpoziomiae Pmyda sigtez obvoz abiovu  i pmeuirobvoz

sbioru :

Acx FCA )={y£Y : Fxe A : Far )=y }
Dla  odwsonowan

'

BCY I '( B) .

- { XEX : AK ) e B } f-
'

( y )=×

Para  na Kiko  dziwnych Stow : Surjekgia - odwsorowanie take
,

ze FCX )=Y Pnsykiady :

f : IRXIR - R f(} ,y)= }y2 jest surjekyj

g
: R - R×R gfh = ( sint

,
cost ) nie jest surjekgig ydyz

img={ Hy ) : x4y2=1}§R×R

Injekge to  odwzorowanie ndzhowartosciowe tan speiniajgce
warunek F : X→Y

Yxs ,xa£X Fast FCXD ⇒ ×s=×z

Pmykiad : h : R → 1122 h( D= ( 2r,vY jest  injekqig . Istotnie
,

jcs.li horn )= hard to (2ns , vi )= ( 2k , rd osyu 2kHz i

nI=Ns . JUZ pierwny wavunek  daje Astra a

Anifanig a popsedniegopmykiaoluniesg injekjami .

Odwsorowanie ,
Kline nest jcdnoosesnie injekcjeisuriekqiqnazywamy



bijekqig . Bijekqie jest to
, miwiqc jgsykiem mieformalnympotpcseuiew pay

7

element 'ow sbiovow XIY
. Kazoly element jest wykorystany i toady nalezy do jeong

.

i lylko jedmejpowy. Pojgcie tijekgi mozha  uzyc
'

do aolefiniowanie Nownokcsnosu .

moron . Mowimyizesbiovy XIY sq Niwnokcsne jesliistmieje bijekge f :X - > Y

(ocsywiicie  istmieje tez bijckyie Y→X
,

bo bijekcjesq odwracalnej Iauwazmy ,

ze  sdefiniowalismy Ndwnohisnosc '

aanim  dowieokieliimy ng 6 to jest hisbe

element .w ( Moc ) abioru
. May abioru or couey

.

oyoknosa
.

mie adefimiyiemy
w ogok . Rozrozhimy sa to story skomisone  i mieskonisome

.

Mon X jest
mieskonicsomy josh

.

istnieje pookbior  wtasciwy ACX ( tan At X ) take
.

Ze A jest  nowmohisny 2 X.
-

Pmykiad : mov IN jest  mieskonisony - istotnie A -21N -72,4 , G. . } ACIN
,

At IN I f( m ) =2njest bijekqiq 2 IN do A
.

Odanek [ 0,1 ] jest hieskonisohy
bo [0ib]c[ 0,1 ] ,

to ,%]# [ 0,1 ] , gH)= It jest bijekcjg .

Mowing ze X jest  mniej licsny niz Y Xi Y mie sq miwnolicsne  i istnieje
injekyie X - > Y . Taras  w Konan  mozemy sfonmutowad twierolzenie o

ktimym byte more we pocsgtkn wyktoudu Pbykiaolymiwnolicsnosci
/

TWIERDZENIE ( Canton ) Lviv X jest  mniejhisny miz 2×
,

Dow '0D : Bowdzo tatwo jest wskasai injekyq X → 2×
, mianowicie

XFX - > { x } e 2× Frudniej jest pokasad ,
ze Xi 2× miesg

viwnolicsne
.

Do tag  celu uzyjemy
melody owwodzenia pmez spvowadzehie  do spmecsnosci, csyli ,

w skroue

melody ad absurdum . Najpierw pmepnowaolzimy dowool a mostepmie posynimy
uwowj ogolne  dotyospce tg

.

melody.

satdzmy , ze  istmieie bijekje 4 : X→ 2×
. Pmypomocytg

.

bijekig zdefiniujmy
pewieu podzbion A  

¥ { XEX: x€4H } ocsywiscie A  e2×

Musi Item  istmiei dokiowlmie jedeu ye X taki ize 4 (y ) = A
. Powstoje

satem pytanie by yet by tez yet A
. Roawazmy pmypaolki : jes.li yet

to  snacsy ye
 Yly ) , ale  wtedy yet A bo  sdefinigi element,yz A  spetniajg
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't
csyli ze

pmyjgcie q=0 prowowlzi do spmecsnosa
.

2 satozeniem ( p=1 )
Niepnelicsaluosc

' IR

0
may ( csyli liosbie element .ow  zbionu ) mie bgdziemy mowic '

w pewnejogolno -

sci
. fesli kto 's jest  ciekaw  nick pocsyte o lisbach kowdynobnyoh . Kazdy abion

skinning jest  albopusty ( moc 0 ) alto  vownohisny 2 { 1,2 ,
. .

.

, m } owe pewnego
m

. Weoltug miekhivych konstnukyi bisby naturalise to  Sg wvgcz  moce sbionow

skoncsonych . Lbiorry ,
Kline  sq vdunolibne 2 IN

nazywamy pmelicsalnymi .
Istnie .

jqtakze sbiovy miepmelicsolne , csyli barolzig
.

licsne  his IN
.

Taki jestmp .

abiov list mesywistyar R .
Hoc abiaru IR nazywesig continuum

.
Tu  otwieresiq

pmed Panslwem  couiy duty obszov badoui / wiedzy dotycspoy hipoteay continuum  itd .

My miebqolziemy sig w to  saytgbiad . Wykonamy natomiast pewne  dosc' trudne
,

dwicsenie  intelektualue : Dowodzenie  miunohisnosci abiovow pnsypomocy wskaaywanie



bijekyi jest csgsto  olosc '

tnwdne .
Znacsnie tatwiej jest  anajolowac

'

injekje .
Wobec

tego praktycsne jest twierdzenie 9

TWIERDZENIE ( Cantor - Bernstein - Schroder ) Niech Xi  Y bgdg abionami .

Wdwcsasjesli istniejq injekcje y
: X→Y i y

: Y→X to  istmieje bijekyie
migdzy XIY

Down poleye  no ,
skonstruowaniu bije .

kgi pmypomocydanyou injekgi
yi

 

4:
 him to 2roh.mu mummy usynic

'
uwa .

yes ma temat  skiaolanie  odwzonowan
'

.

FELIX  BERNSTEIN X
, 7,2 sbiory f :X→Y

, y : Y→2

1878-1956 Odwzorowanie .
Wiwcsas

gof : X→Z jest  odwwvowaniem

ERNST SCHRODER
(gof ) ( D= f ( glxl )

1841 . 1902

X Y

←

4¥#*## ×s÷
'

=  Yoy IT :X →X Pjest  injekqig .



Ibiory Yi YCY ) sq rownolicsne
, gdyz 4 :  Y - YCD jest bijekjq. Wystarcsy

10

wise  wykazai Niwnolicsnosc '

Xi  4 ( Y ) . Skonstvuujemy odpowieolniq bijekyig .

konstnuujemy pomoanose In .org : 2=46 ) \ Fcx )

×

z
ZCX satem FCZ ) a Fcx )

Podobnie For (2) = : F 42 ) C F ( × ) i tol" " | -}p(× , Dnwgipomocnicsy abion
TFCZ)

S= zu U Fh (2)
he IN

Mozemy juz teraz  skonstnuowac '

bijekyj o ktovq
ohodzi . Oanacsmy jq G

,
tom G :X → 4 ( Y )

G(×)=£
Tesh

.

 ×  €5

pokasanie
,

ze G jest hjekyiq wymowje hours
pcx ) jesli × ¥5

pray .

C i ) GCX ) C YCY) :  istotnie
,

has G jest  identycsnosud ,
ton GCS )=Sc4( Y )

and Xls Gobioue jak F : G(×\S ) c FCX ) a  4 ( Y )
.

G  obviate  mnjoky

obbrymi pmestmeniami .

C ii ) G jest  injekjg : Gb jest  identyosnoscig , wigc jest  injekyig . G|×,s iestnowne Flx ,s

wigctez jest  injekcjq . Tmeba  satem tylko  sprrawdzic
'

csy jes.li  xes i ye Xls

to  moze by 'c G(x ) = GCY ) . Zgodnie a  definicjq G  oznaosa to  ×= FCY ) .

W szcsegohwsu
.

 musiouobybyc
'

FCY ) e S

pg ,€g
-7 FCYIE

'

Z : wiemyize 2=46 )\F( × ) csyli pay ) of 2

tub
?¥

fly ) e fkcz ) : jesli Fly ) e FKCZ ) to ye FKTCZ) cs csyli yes
ale  aakiadalismy , ze ye Xis



11
( iii ) G jest  surjekgig . Many pokazac

'

ze Hae  4C Y ) FXEX taki  ze G ( x ) = a

2 definigi 2 ( 2=4 G) \ FHI ) many YCY ) = Zu Fcx ) . Josh
.

a.CZ

to  ae S i GC a) =e
,

satem takze E
'

(a) to ( × = e) . yes .li a ¢ 2 to  at A ( x )

Wtedymogq by 'c dwa pnypadki :  a  ES i GC a) =e
,

G-
 

'(a) =e  albo  a  ¢ S
,

ale

nadal a EF ( × ) satem  2  definigi obioru FA ) wynike ,
ze  istnieje  x : in ( × ) .

- a
.

Pmyktowl Konstrukyi G
. 17

TEMATY DODATKOWE :

Ipiwnolicsne
 Sg sbiony [ on ] ;]0,1 ] .

, ] 0,1 [ - Znalezic
'

odpowiednie bijekje .

Podobnie

viwnohisne  sq abiory Ni Q ( sbior list wymiernycu) -

saproponowac
'

hjekgf .

Rowholiczne

sg takze IR I 1122 - bijekyi szukac
'

pod hasten
"knywe  Peano

"
but

, , kmywa Hilbert
"

2
.

Nick  X=Y .

- { ciggi  o  wynazau  one sbiaru { On } } y =  y y ( xz ,  ×
, , . . . ) = ( 0

, xz ,  xz , ... )
Skonstvuowai bijekyig G jakw  dowodzie twierdzenie CBS

.

3
. Pmekgthiowy olowid niepmelicsaluosa

.

112
.

Do Kompletu  wiaolomosa
.

2 teomi
.

mnogosu
.

potmebmemam  sq jescscze  relay .e

nownowazuosci . Test to  drugi ( oprocs odwsorowan ' ) bowdzo wazny typrelagi .

Retrace  viwhowaznosa
.

aawsre  soutane jest  2 X do X
, dlatego mowing

czgsto " relay .ie  vowhowazhosa
.

w abiome X
"

.
2e wsglgolu me  wtasnosc

'

symetrii
Mie noarizhiamy migoky dzieoking a pmeawokieokimg relay :

Relagq viwmowaznosa
.

w abiome X masywamy relay .q R speiniajgcg
try waruuki ( Rc Xxx )
(1) nelaqd jest onwrothe to 2 noisy VXEX ( x. x ) ER

G) nelaqie jest symehyosme to  anacsy
th ,yeX ( x. g) ER ⇒ ( y ,

x ) ER

(3) relagie jest pmechodnie to  suaosy
V. x. YRER ( x. g) ER i ( y , 2) ER ⇒ ( x. 2) ER

Dla  Nelacj nswuowaznosa
.

Uzywamy csgsto  innej notagi miz  one

ogolmychNelagi . Piszemy X ~ y samiast ( x. y ) ER
.

Ewentualnie
,

the

roonrozhienie wielu relaqi owdajemy ihdeks :  × ~Ry



Relage vownowazhosa
.

stuzq do utozsouuiauie elements abionu  one waglpolu
me wyvizhionecedry .

Lowin poolamy pmykiowly wprowowk
'

my jeszcze jadno
poigcie  i uowwodnijmy stwierdzenie

.

Klasg abstrakyi ( albo Klasg viwnowazhosci ) one waglqdu me  velocjg nownowaz

no .su
. R haaywamy abior

ET ,z={y£X :

x~y ]

STWIERDZENIE : Niech X bgdzie abionem  a R nelagp niwnowaznosci wtym 2 biome
.

Dwie Klasyabstrrakyi sq albo  now he  albo  rosipcsne . X jest  sumq Klas  olestra -

Koji .

DOW 'oD : Lacsnijmyod wykasahie ,
ze Klasyabstrakyi sq alto  niwne  alto  nosey -

cane
.

Nied x  i
y bgdp elementami X

. Ro2waZmy [ × ]
a

i
 

[ y ]
a

.

2060 '

Zmy

nojpierw,
ze x i

y sq w  nelagi R . wteay ,  oosywis.ae , xe[y],zi year .

Hozemy ponadto pmeprowadzic
'

mastgpujpce  wsumowanie

2 ELI ]
,

tzn ( x.2)ER ,
2 zatozenie ( × ,y)eR ,

2 pmedrodhiosa
.

R wylukd ,

ze ( z
, g) ER

,
ton ze Ey ]p .

2 dowolwia
.

z  wynika [×]rc[y],z .

Podobne rozumowanie  mozme pnseprowaokii www.ehioyigcmiejscamixiy .

Dostoyemy wteoly FDRC [×]r ,
satem  ostotesnie [x]p=[y]e . Drug

.

pmypowlek
Ma  miejsce kieoly (y ,x ) ¢ R

. Wykazemy ( e. e.) ze wtcoly Text ,znEy]r=¢
Laiozmy ze istnieje ze [x],zn[y]p . wteoly ( x. 2) ER i I y , 2) ER

.

Na  mocy pre -

dwdniosa .

 nelacji R takze ( y ,× ) ER
,

co pmeuy satozemiu
.

Wavy wigc ,
ze Kung abstrakcji  sq alto  now  he  albonoztgcsne .

Wiowwmo tez
, z  

definiginn
. ,ze tie X [ × ]

p
# ¢ bo zawsze ( ×

,
× ) ER

, csyli XE LI ]
R

.

2ohm

istotnie X=¥p[×JR a

PRZYKTAD : Nieoh X= IN × IN
.

W abione par licsb natuvalnych wprowowkamy
ndaqg ( mm ) ~ ( ni

,
ni ) ⇐ ) Mt n' =  mtm

'
. Zasnocsmy klasynownowazmosci

 me obrazku . ( verte )

Samo podzielenie me Kiasy mie jest  moze jeszcse take  ciekawe . Okasuje
Sig jednak ,

Ze Komystojgc  2  dodawanie hisb naturalnycn mozme oudefimiowac'

dziatanie  me Klasach  viwnowaznosa
.

.

[mD={ ( a. b) : Oemtk
,

b=h+k
,

K -0,1 , ... }



1 2 3 4 5 6
.  . [ m ,n]tLa ,b]=[m+a ,

n  + b)
=

1 (1,1 ) ( 1,2 ) (1,3 ) ( 1,4 )

#-)
11,6) 5

.

- Pmeole  wszystkim  nalezy sprau .

2 #%
,

⇐in

%"

#%g%¥4
dziiizedziaeaniejataobne

.

= okresilonqtzn Ze  nie saeezy of

3 ( 3,2 ) ( 3,3 ) 3 wybome  rrepnezentaute Klasy
. riwhowazmsa : Zpnzemiennosa

.

4

%%%%
,

.gg#%2dziaeanieCklorajes+asywina
.

I wynikezpmemieunosu
.

olodawanie

5 ( 513 ) L w R )wynike ,
ze  wystarny sprawi

. dzic
' niezaleznosc wynikuoot wy .

g.i.iii.:
.

i;;if %%%g
0

born  reprezeutauta jeong
.

2

.  
.

Klas
.

-5 - 4 -3 -2 - 1 Zaiozmywigc  ze [m,n]=[m
'

in
'

]
. In

isprawdzimy ,
ze [ m ,n]+[ a ,b]=[ mini ]t[Q|b] Mtn

'
= htm

'

Erin )t[ a. b) =[mt  a
,htb]=[m+a+m'

+  n
,

htbtmtn
' ]= [ aim

'

,
btn

' ]=[m
'

,n ']t[Q,b]

Wiemy juz ,Ze  dziaeanie jest  dobme  okveilone
. Ibaolajmyteroz jego  utasnosci

.

G) Daioeanie to  ma  element  heutralny [ mim ] :  [ a. b) +
 En ,m]=  [ atm ,btm] - El ,b]

(2) Kazdy element  me element pmeciwny : [ a , b) +  [ b. of .
- fatb ,Qtb]=[m|m]

(3) Dziaeanie jest pmemiennei tgcrne .

G)
,

(2)
, (3) 02ham

,
ze ( N×lN/~ ,

+ ) jest  

grapes premiering . Jest ponadto  wyroz
miony element [ m.mn ] pmypomoyktorego 1 dodajgc bbodejmujgc ) mozna

Twyqeuerowaidowolnyelement  

JMPY .

dodajgc element pmeawny )
.

Mozemyzalem zdefiniowai odwsonowanie

21 - > lN×N/~ Oh > [ ( m ,m ) ] moznasprawdzii ,
Zeodwwnowovlie

Its [ ( m ,m+i ) ] tjestbijekcjg , sachowuje  dziouanie
:

K > 1 k|→[ ( m ,m+k )]
dadawanie

,
satem jest

- kts [ ( m . ,k,m )]
i°m°~f2mem grup

Z ; NHNL



4
.

Skonstnuowai
, uzywajgc  velacjn niwnowazhosciizbionw 21,1N hisby wymier

he
. Wpnowadzii dodawanie  i mnozenie

. spnowdzii ,
Ze jest  ok

.


