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DEFINKJA ( na pierwszy but  okd waste 2 sufitu ) Niech X bgdzie

dowolnym abiorem
. Topologies w X nasywamy rooking podztioriw Tc2×

speiniajgcg warunki :

U
(1) Jesu

.

he T dlo IEA to xea On E T ( × ,J ) pnestmen
'

topologicsne
(2) yes.li Ozi GET to IngeT

(3) 0
,

X e J T
2 (2) wynikd zepmecigcieskoncsonej licsby abiorow 2T

malezy do J

Ocsywiscie  isthiejq dwa
, skrojme ,

now ciekawe pmypowlki .

W douolnym atone X

mozemywzigc To ={ 0
,

X } ( topologies trywialme) Jz=2× ( topologia  dyskretne )

Okazuje sig , Ze  istniqe  caie  mnostwo wazhycn i cietawycn pmestmeni topow -

giisnych :

DEFINKJA
. Nieu ( X

, d) bgdzie prestreniq metrycsng . Zbior OCX nasywamy

olwarlym jes.li ttxel For > 0 : K ( × ,r)c9 . Kazoly punkt  nalezy do 0 wnazz

pewnq Kulp .

PRZYKTADY ( R
,

1 .  -  . l ) 8 = JQ
,

b[ jest  otwarty ,
Ja

,
to [ jest  otwowty ,

[ a ,b[

wee jest  otwarty ,
bo  nie zawiere zadnej Kuli o

' srodku  w  a ;
11222 mehykg

eukhdesowg : sbiony owarte  sq n grube  i bez bnegu
"

O
Pytanie : jakie zbiony sgotwarte  w  mebyce  dyskretnej ?

STWIERDZENIE Kula otwarte jest sbiorem  otwartym
DOWJD : Niech ye K ( Xin ) . Zdf . Kuti d ( x. g) ( r  satem N - dkiy ) >  o E=1a(r - day ) )

←
r - 01 ( x. y ) Pokoaemy , Ze K ( y , E) c K ( ×

,
n ) .

Nied zek ( y ,r )
,

tan

y. d ( y , 2) ( E

. r

× d (X.2) folk ,y)td(y ,
2) folk ,y ) + at @ - d ( × ,y )) = tzrtatdcxiy ) <

< In  + IN  =  r  
= >  d ( xp ) ( N = >  z  EK ( ×

,
or )

a
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PRZYKTAD ( tnudniqhy ) X= { ( xn ) : FM : V. new lxulcm } i.  e.  ogranicsone  apgi

licsbowe
,

dkxn) ,
(yn) )=  snuplxn - ynl Z={ ( xn ) : mhgnoxn =  0 } Coy 2 jest abiorem

otuarlym ?

Latizmy ,
ze jest .

02ham to ,ze jes.li Xu - > 0 to  istnieje 5>0 take
,

ze

jesli d ( ( xn ) ,
( ynl ) ( d to yn

- >  0
. Jednak jes.li yn=×n+¥ to d( ( in )

,
( yn))=E

i yn
- > % . 2 nie jest  wigcotwarty.

Widai
,

ze W otocseueukazdego puuktu  z 2

sq zowoww eleeneuty 2 2 jak  i element 2 XIZ
.

STWIERDZENIE : Zbiony otwarte w pmestmeni miehycsnej  wnaa  one abiorem  ¢ tromp

topology .

DOWO 'D : G) Niech Q bgobie  Nodziny sbiovow  otwartych  mumerowaug downtown . abioru A
.

We'zmy Milka % . Weimy ×EU
. Istnieje  xo.CA take ize  xeQo .

Lbior Go jest

dwarty , zoitem  dhe
pewnego

E >  0 K( ×
, e) c Go . Ocsywiscie takze KC x. e) CU

. Ujest  wig .

otwarty. (2) Neck Oz i Q bqdq otwarte
. Wesimy xe 02^9 . Wesimy toukze es i es >  0

takieize KCx. g.) cos i K( ×
, g) cos . Wybiezmy e = minks , g } . Wtedy K(x. e) cklx

, E) C

cos i K( x. e) ckcx , g) cos ,
satem KG

, e) a OZNQ .

2bior 9^02 jest  otwowty .

(3) X jest  otwowty ,
bo  sawiere  wnystkie Knee  owhystkich srodkachipromieniach .

o

STWIERDZENIE : Nieh gid bgdq mehytami w  obiome X
. Jesli gid sq Nownowazne to

sadawane pmezmie topologie  sq jednakowe .
Twierdzeuie  odwrotne  mie jest prawdziwe .

DOWOD : Nieu  a ,b bgdq staeywitakimi ,
ze th ,yeX okxiyk egcxy ) i gcx ,y)fbd( x. y ) .

Nick Kd ( x ,v ) bgobie Kulig waglgdem  mehyki of e KPCX ,r ) tube wsglpdeeu of .

ye K&( x. r ) ⇒ d ( x
, y ) ( n  ⇒ fg( x. ykdlx , g) ( or  ⇒ gc x. g) ( bn  ⇒ ye K9( x. bn )

⇒
Kolk ,r)cK9( xibr ) podobuie

ye KPH
,

r ) = > g( x. g) c n  ⇒ d( x. g) fagcx ,y ) car  ⇒ ye  Kolk
,

en ) ⇒ KPK
,
Dckofx,ar)

Jesli OCX jest  otwarly wzglgdem d. to  wraz  2  × 9 sawiere K&( x
, e) dhepewnego E

,

zouoiere  wigctez 1<9 ( x
, %) , wigc Oyest  otrarty wzglsdem g. Bdobwie

, gay aamienimy
nolouui gid . Konhpmykiool na tr

.  odwrotne stauowi x=R
,

ok x. g) = Ix - yl , gkiy)=YjY÷y ,
.

8
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Kazddpmestmen metnycsne jest

pmestmeuilopologicsnp

.
Nie tazola

topologies pochodzi od melnyki . Zbionymaeezgce do Jmazywe  siq otwartymi
takze  wtedy gdytopologie  miepochodaad mehyki . My zajmowacsig bgdziemy

waasadzie tylko topologies metryosnq
.

Okazuje sig ,
ze pmestmen topologicsne  me bowdzo bogatg strutting . Trough 's term

0  nig
.

pouoymy . Bgdzie  duzo  defimigi i mowych Stow
,

ale ponaramy fig , zeby
nine byto bowoko  muolno .

Zbiezhosc '

jest pojgciem topologicsnym Tzu .
 wwee  me

potnebujemy

mehyki , zeby sdefiniowai apgi sbiezne
.

Same topologies  wystowny !

DEFINIGA : Otoczeniem  otwartym punktu  XEX mazywamy Kazdy otwowty sbior

sawierajgcy X
.

Olocseuiem  XEX masywamy Kazoly abior sawierajgcy jakes
'

otwarte

docseuie  ×
.

W pmestmeui mehycng
.

otoueuiem jest abior  sawievoypy ×  wraz 2

pewnq Kulg otwowtg .

Tbior  otouen '
×  oznauac

.

bgdziemy Mx )

Ibiezuosi w jgsyku topologicuyeu : ( xn ) jest abiezny dog jes.li  speimiony jest

Wowunek
V. new (g)F New : Fm > N ×nEU

Barroso talwo pmetonai gig ze  Obie  defining abieznoja w p .
 metsyonej  sq riwnowilzne .

Topologies to wigcejmiztfko sbiony otoowte : Sg jeszcse diary
domknigte ,

Harte
, spijne , wngtme sbrovu

, domknigcie sbiovu
, puukt  skupienie

obionu
. . . Laaynamy budowanie

"
stownike topologicsnego

"
. Tmymamy nig

topologii mehycsnej .

Nick Ac X bgdzie  olowolnym sbionem
.

Bszne punkly abioru X Mogg miec
' n' 2- he

wtasnosci W sensie topologicsnym : a E A jest punktem  wewngtmnym zbionu

A jes.li nodezy do A  wraz 2 pewnq Kulig .
PunktXEX jest punktembmegowymsbionu A jes.li due Kazdego or >  0 KC
x.

n ) n ( Xia ) ¥0 i K (x ,v)nA  ¥0
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Punkt Xe X jest punktem  

skupieniesbioru

A jes.li dhe Kazdego N > 0

k ( x. Dna # 01 . c-

yypunkt
bmegowy 2 :

:#
i. punkt  skupienia

punkt  skupienie # punkt bmegowy
Punkt bmegowy ,

.
-

- - - - -
- -

-

punkt  sknpienia ,

1 ×

H@fYgYaskiyaiee.amomamtoraniapuuktwewngtnnypunktsKupieniaIntA-sbiovpunktovwewngtmnyarAtFA-sbionpunktovbxegowychAA-domknigcieA-sbiorpunktowskupienieADEFlNlgA2biir.ktonysawierewszystKieswojepunktyskupienienasywamy2biovemdomknigtymfDjestolomknigtyje.sliD-tDSTwlERD2ENIe2biorDjestdomknistywteolyilylkowteolygolyXlDjestotwowty.DOwoDi-7e.e2aeozmy.zeXlDniejestotwarty.Istmig.ewtcolypunktxeXlDtaki.2eKazoheKuleosrodkuvxzawiereelementyD.wteolyjeolnakxjestpunKlemskupienieD.a

ze D jcstdomknigty ,

to XED
,

co

jestspmecsne2souoZeniemxeXlD.fNiechXbgolziepunktemskupienieD.XniemozehodeZecoloXlDiboXlDjestotwartyaatemxmusiatoynalezec.ohXlDwra22pewugKCxirf.InnymisTowyFviKCxiDnD-0swteolyxniejestpunktemskupieuieD.O2nacueto.2exEDiDolomknigty.STWlERD2ENlEKuleolomKnigtejesto6mKnigteDowiD.XlKCxM-tyeX.dlx.ybrlg.NiechyeXlICxin.WezmytezE-tz@H.y

) - r ) . Wiaowmo
,

ze c > 0 . Wykazemy ze jes.li ze K (y , e)
to ZEXIICX,n ) ,

tzn d ( X
, 2) > r

.



e ,

01 ( x. g) folk
, 2) +0112 ,y) ( 01 (x. 2) + at (01 ( x. y ) - n

)4t
x tad ( x ,y ) ( 014,2 ) - In

dcxiz ) > atrtztolkiy ) > In + £r=r
a

STUIERDZENIE : ( wtasnosci abionow olomknigtych) ( n ) Suma  skoncsong
.

baby
sbiorowdomknigtych jest  domknigte .

(2) Pmeupcie  owwolnej rooking obiorow domknigtych

jest  domknigte . (3) Xi ¢ sq domkniste .

.DOWSD : a ) Wystowosy wdowodnii
,

Ze same  dwdch domknigtych gist  olomknigte .

Niels Ds
, RCX bgdq domtnyte . Wtedy X\Dz ,

XD
, sg otharte Xl ( Dzu Da) =

( ×\Dz)n(X\Da ) . Pmecigciedwochotwartych jest  otwarte
,

satem Xl ( Dzuda ) jest

otwarly . Dnu Da jest  wigcowmknigty (2) Niece Da bgobie  rooting abionow owmkniglycn

Wteoly Q=X\D . jest  noobiug zbiorow otwartyoh . YG

jest
 otwarty .

YO&=yX\D ,
= X\( A D.) stgd I B.jest  domknipty .

(3) Xzawiera  wszyst
-

Kie  swoje punkly skupienie ( bo  sawierewszystkiepunkty ) wigc X olomknigty .

0 jest  owmknigty me way unowy . La

WIECEJ PRZYKTADSW 213101210W DOMKNIETYCH :

X=1R
, zwykte topologies : [ aib ]

,
{ a }

,
[ a

,
+  at

, ] - x. b ]

X -
1122

, 2wykie topologies .

S= An An
.

. .

Az
.

.

:
Aq . . .

 .

. .

A 3



X -

neuywistecipgiogranicsomezmetrykgsupnemum.Z-cipgisbiezneow482ere.PoKazemy.ZeZjestdomKnyty.Ro2wazmyX1Z.Jes.li@nJtXRto2nacsyizeXnhiejest2bieZhyow0.2ataum.eskon.cseuiewielewyrawirtegociggulezyposepewnymodu.nkiemJ-qeL.Wez.m

y
K( ( xn )

, % ) . fes.li
(ynk Kkxn) , 42 ) ton  snup|×n - yn| < % . Wyrasy upgu (yn ) lezgmie  dalg

.

miz

odpowiedhie  wynazy ( xn ) . Jesli mieskonaeuie  wide sposnod Mich speinie lxnl > {

to  wyrazycyn) a tymisamymi imdeksami speimiojg lynl > % satem ( yn ) mie

jest abiezny do zero KC Cxn)
, %) a XR .

XZ jest  otwarty wigc Z domknijty .

STWIERDZEME : A jest  nojmniejszym sbioreeu  domkmjtym sawierojggm A
.

DOW '0D : At jest  owmknigty 2  defimgi ,
ACI tez  2  definngi . Iaiozmy ,

Ze  istnieie

D: A  CD § At i D domknigty . Istniqie totem  XEF taki
,

Ze  × jest punktem
skupienee A  i mie halezy do sbioru D

.

To jeowwk yest miemozhwe
, ydyz

A  CD
, Kazay punkt  skupienie A jest tez punktem skupiennie D

,
Musi wigc  holezei do

D bo D domkuifty

STWIERDZENIE : htasnosci operacji olomknigad  i wngtmie
( n ) E = A- (7) A  < B =) Int A  c Int  B

(2) Ac  B ⇒ A c B- (2) OCA  i ctotwarty ⇒ Oc Int A

(3) ANT c A- n I (3) Int (A) uInt( B) C Int ( Au  B)

(4) AT 
= F u  B (4) Int ( An  B) = Int A  nIn+B

(5) Act
, Fowmknigty ⇒ FCF

(6) F = X 1 ( Int ( Xia ) ) DOWOD :  Brace  samookielnd




